Anadlise Matematica Il - Turma Especial

Ficha Extra 2 - Corpo Rigido

N&o precisam de entregar esta ficha

1. O espago vectorial M3(R) das matrizes 3 x 3 de entradas reais pode ser identificado com
R de forma natural. Considere o subconjunto de R

SOB)={Ac M3(R): A'"A=Te detA=1}

formado pelas matrizes 3 x 3 ortogonais de determinante 1. Recorde que estas sdo exacta-
mente as rotacdes (i.e, as isometrias de R? que preservam orientacdes).

(a) Mostre que SO(3) é uma variedade de dimens3o 3 e classe C> compactal.

(b) Recorde que um grupo (G, -) é um conjunto G munido de uma operagdo bindria - que
é associativa, possui elemento neutro e é tal que todos os elementos possuem inverso.
Mostre que SO(3) com a operagdo produto de matrizes é um grupo ndo comutativo.
Portanto SO(3) é uma variedade com estrutura de grupo (grupo de Lie).

(c) Mostre que T;SO(3) = {A € M3(R) : A" + A = 0}. Este espaco tangente diz-se a
dlgebra de Lie de SO(3), e representa-se por s0(3).

(d) Mostre que existe um isomorfismo vectorial €2 : s0(3) — R? tal que
AE=Q(A) x &
para todo 0 £ € R? e A € 50(3), onde x designa o produto externo.

2. Um corpo rigido com um ponto fixo> pode ser descrito da seguinte forma: fixamos um
conjunto mensuravel a Jordan C' (configuragdo de referéncia) e uma fungdo integravel a
Riemann p : C — R* (fun¢do densidade de massa). O movimento do corpo é dado por
um caminho diferencidvel S : R — SO(3), de forma que cada ponto £ € C' descreve um
caminho x : R — R3 dado por x(t) = S(t)€.

(a) Mostre que

onde A(t) € s0(3).

'Uma variedade diz-se compacta se é um subconjunto compacto de R™.

2A restricdo de existir um ponto fixo ndo é importante, uma vez que o movimento de um corpo rigido pode
sempre ser decomposto num movimento de translacg¢do do centro de massa e um movimento de rotagdo em torno
do centro de massa.



(b)

(c)

Se S € SO(3) entdo S(a x B) = (Sa) x (SB). Use este facto para mostrar que a
velocidade do ponto & € C é dada por

x(t) = w(t) x x(t)

onde

Q(t) = QA(1))

(w diz-se a velocidade angular instantidnea do corpo rigido; € diz-se a velocidade
angular instantdnea na configuragdo de referéncia).

O momento angular do corpo rigido é

Mostre que

onde

P(t) = | € () x (O D(E).
c
O tensor de inércia do corpo rigido é o operador I : R? — R3 dado por
100 = [ [ (v x (O da(€)
C

(portanto P = IQ). Mostre que na base candnica o tensor de inércia admite a
representacdo matricial

JopW?+2%) = Jopry = [oprz
I= —Jorry  Jop@*+2%) = [opyz
— [o pxz —Joryz  fop(a® +y?)

Portanto o operador de inércia é simétrico. Conclua que existe uma base ortonormada
{e1,ez,e3} de R3 na qual I admite a representagdo I = diag(Iy, I, I3). Os eixos
Re;,Res, Res dizem-se os eixos principais de inércia e os valores préprios Iy, I, I3
0s momentos principais de inércia do corpo rigido. Qual a expressio dos momentos
principais de inércia na base dos eixos principais de inércia? Mostre que I1 < I + I3
(e desigualdades semelhantes para Io, I3; portanto os momentos principais de inércia
satisfazem as mesmas desigualdades que os comprimentos dos lados de um tridngulo).

Mostre que cada uma das condi¢des de simetria seguintes garante que o eixo dos zz é
um eixo principal de inércia:
i. Simetria em relacdo ao eixo dos zz:
(z,y,2) € C sse (—z,—y,z) € Cep(x,y,2) = p(—z,—y,2).
ii. Simetria em relacdo ao plano z = 0:
(x,y,2) € C sse (x,y,—z) € C e p(x,y,z) = px,y,—2).



(f) Se o momento das forcas exteriores é nulo, o vector momento angular é constante.

Mostre que nesse caso valem as equacdes de Euler

P=PxQ.
Mostre que as quantidades
1
K=-(P,Q)
2
e
P2 = (P,P)

sdo conservadas ao longo das solugdes destas equagdes, onde (-, -) designa o produto
interno Euclidiano.

Escreva as equacdes de Euler e as quantidades conservadas na base dos eixos principais
de inércia. Mostre que as equacdes de Euler admitem como solugdes rotacoes em torno
de cada um dos eixos principais de inércia com velocidade angular constante. Mostre
ainda que se I; < I < I3 as rotagOes em torno de ej, e3 sdo estaveis, enquanto que
a rotacdo em torno de eq é instavel. (Sugestdao: Note que as solucées das equacdes
de Euler descrevem curvas em R3 que sdo a interseccio de esferas com elipsdides).



