Anadlise Matematica Il - Turma Especial

Exercicios sobre o Integral de Lebesgue
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. Seja f:]0,4+00[ — R definida por f(x) = Se;# Prove que f ¢ integrdvel em ]0, +o00].
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. Calcule lim 5—dx.
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. Decida se existe ou n3o o integral / (t sen (t) — 1) dt.
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. Decida se existe ou ndo o integral / (1 — e_l/tQ) dt.
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. Calcule / —————dxdy em que B = {(z,y)R? : 22 + y% > 1}.
@ gy em {(z,y) y° > 1}

. Use o teorema da Convergéncia Dominada para calcular

lim e_(x2+y2)ndxdy.
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1 .
. Prove que a fun¢do dada por f(z) = O8% ¢ integravel no conjunto [1, 4oo| e calcule o

22
respectivo integral.

. Considere o conjunto S = {(z,y) € R2 : 2292 < 1, 2 > 1, 0 < y < 1} e a fungdo
fo :R2 = R, a € R, definida por f,(z,y) = 2°.

i) Determine os valores de o € R para os quais f, é integravel em S.

ii) Para cada o determinado na alinea anterior, calcule / fa. Justifique todos os calculos.
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( y) . Mostre que lim fn existe e calcule
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. Seja f,, : R?2 — R com f,(z,y) = 2 1) FLL A

o seu valor. Justifique.



14. Seja 7y, o grafico da fun¢do f,,(z) = 2% definida no intervalo [0,1]. Seja () o compri-
mento de ,,. Mostre que lim,, o [(V,) = V2.
15. Calcule, justificadamente,
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em que D = {(z,y,2) € R3: 22 +y* + 22 > 1};

i)
I // L dzd
oo | Joo 1+ (22 4 y2)ert
ei(x2+y2)n

16. Sejam f, : R? — R, n € N, as fungdes definidas por f,(z,y) = [t Calcule
T Yy

lim fn . Justifique os célculos.
n—oo R2

17. Sejam f; : R? — R, (k € N), as funcdes definidas por

1 2 2\\2k
) = Lo )

i) Prove que as fungdes fi sdo integraveis em R2,

i) Calcule lim fx- Justifique todos os calculos.
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18. Considere a funcio
t
ft) = / sen(x)e_thdx
0
em que t > 0. Prove que f é diferencidvel e escreva uma expressdo para a derivada f/(t).

19. Considere a funcdo real de varidvel real F' definida para t > 0 por

F(t):/ e~ dg.
t

i) Verifique que F' esta bem definida e calcule o limite lim F'(t).

t—0
ii) Verifique que F' é diferencidvel em todo o seu dominio e calcule uma espressdo para a
sua derivada.

20. Seja f(t) :/Wsen(ts)

d t .
; . s (t>0)

a) Justifique que f é diferencidvel em ]0, 40|

b) Calcule f'(t).
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21. Para cada t > 0, seja F(t) —/
0

a) Mostre que F' estd bem definida.
b) Mostre que se verifica a relagdo: F”(t) + F(t) = 1/t.

0 =T _ 6—a:t
22. Mostre que, para cada t > 0, se tem: Int = / —dx.
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