Resolucdo Sumaria da 62 Ficha de Exercicios de AMIII

6 de Junho de 2006

1. Considere a superficie esférica de raio 1
S ={(z,y,2) € B : 2’ +¢y* +2° = 1}.

(a) Escreva uma parametrizacdo para S? (excepto um meridiano) usando os dngulos das
coordenadas esféricas. A carta correspondente a esta parametrizacio é por vezes usada
nos planisférios.

Resolucéo: Por exemplo g :]0, 7[x]0, 2r[— E* dada por
g(0, ) = (senf cos @, senfsen g, cosh).

(b) Escreva uma parametrizacdo para S? (excepto um meridiano) usando as coordenadas
cilindricas (6, z). A carta correspondente a esta parametrizacdo chama-se a projeccdo
cilindrica.

Resolugdo: Por exemplo h :)0,27[x] — 1,1[— E? dada por
h(d,z) = <\/ 1 —2%2cosf,\/1— z2senb, z)

(uma vez que em coordenadas cilindricas a equacdo de S? se escreve r2 + 22 = 1).
(c) Mostre que
dVo = zdy AN dz 4+ ydz AN dz + zdz A dy
é um elemento de volume para S2.
Resolucdo: Basta notar que n = (z,, z) é um vector normal unitario em S2,

(d) Calcule o pull-back deste elemento de volume por cada uma das parametrizacdes acima.
Qual das projeccOes preserva dreas?
Resolucao: Tem-se

g dV, = sen0db N d;
h*dV, = df A dz.

Portanto a projeccdo cilindrica preserva areas: a drea da projeccdo de um conjunto é
igual a area do conjunto.

2. Calcule wa com uma orientacdo a sua escolha usando o Teorema de Stokes, onde



(a)

(b)

w = ye™Vdz + ze™dy e M = {(z,v) €ceF?:y=a220<z< 1};

Resolucdo: E ficil ver que w = d (e™Y). Pelo Teorema de Stokes

/ w= / d(e") = / " = [emy]gé’ég =e—1.
M M oM ’

g2 P
w:da?/\dyeM:{(w,y)eEQ:Cﬂ—l-bQ<1};

Resolucdo: E ficil ver que w = d(zdy). Pelo Teorema de Stokes

/Mw: /Md(xdy) - /6 iy

Uma parametrizagdo para M ¢é por exemplo g :]0, 27[— E? dada por
g(0) = (acos,bsend)

(n30 precisamos de nos preocupar com a orienta¢do de 9M, uma vez que a orientacio
no integral a calcular é a nossa escolha). Portanto

27
/ w= / acosfd(bsenf) = / abcos? 6df = ab / cos® 0df = mwab
M 10,27 10,27 0

(como seria de esperar).

w=zdy Ndz+ydzNdx e M = {(z,y,2) € E3:x? 4424+ 22 = 9};

Resolucdo: Neste caso w n3o é exacta, mas M = 9B, onde B é a bola aberta de
raio 3 centrada na origem. Portanto pelo Teorema de Stokes

/w:/ w:/dw:/dx/\dy/\dz—l—dy/\dz/\dx
M OB B B

4
= / 2dx Ndy Ndz =2V3(B) =2 §7r32 = 24r.
B

w:xdw/\dyeM:{(x,y,z)€E3:z2:x2+y2,1<z<2}.

Resolucio: E ficil ver que w=4d (%Zdy) Pelo Teorema de Stokes

z? z?
w = d dy) :/ —dy.
/M /M ( 2 oM 2

O bordo de M é a unido das circunferéncias {72 +y? = 1,2 = 1} e {z?+y? = 4,2 = 2}.
Podemos escolher a orientacdo de uma delas arbitrariamente, mas uma vez feita essa
escolha ela determina a orientacdo de M e portanto da outra circunferéncia. E facil ver
que se a circunferéncia contida no plano z = 2 for percorrida no sentido directo quando
vista do semieixo positivo dos zz, a circunferéncia contida no plano z = 1 deverd ser
percorrida no sentido inverso; portanto, usando as parametrizacdes g, h :]0, 2w[— E3
dadas por

g(0) = (2cosh,2senb,2);
h(f) = (cosf,send, 1),



que correspondem a orientacdo no sentido directo, teremos

2 2
/ w:/ A cos 9d(2sen9)—/ cos Hd(senf))
M 027 2 027 2

2m 7
= / — cos® 0d0 = 0.
0o 2

3. Calcule o fluxo do campo vectorial F(z,y, 2) = (z,y, —22z) para fora da superficie

S={(z,y,2) €EE>: 22 +¢y*=14+2% 0< 2z < 1}

(a) Pela definicdo.
Resolucdo: Uma parametrizacio de S é por exemplo g :]0, 27[x]0, 1[— E? dada por

g0,z) = (\/ 1+222cos0,v1+222senb), z) ,

uma vez que em coordenadas cilindricas a equac3o que define S se escreve 12 = 14222,
Uma vez que

e €2 €3
0 0
a—gxa—f: —v/1+222senb v1+222cos6 0

2z(1+ 22’2)_% cos 2z(1+ 22’2)_% send 1
= <\/ 1+222cos0,v/1+22%senb, —2z>

aponta para fora de S, concluimos que g induz a orientacao correspondente a normal
exterior unitaria, e que portanto o fluxo de F para fora de S pode ser calculado a partir
de

&/thlndvéiz
S

1 pr2r
= / / (\/WCOS 0, MSen 0, —22) . (\/@cos 0, msene, _22) d0dz
0 Jo

1 27
= / / (1 +22% + 42%)dfdz = 6.
0 Jo
Alternativamente, podemos considerar a 2-forma
Qp = zdy ANdz + ydz Adx — 2zdz A dy

e integra-la ao longo de S. Uma vez que
g"Op = \/H—Tchos 0d (\/Wsen@) ANdz
+ V1 + 222 senfdz A d (V14227 send)
—2zd (\/H—QZQCOS 9) Ad (\/H——ngsene)

= (1+22%) cos® 0df A dz — (1 + 22%) sen’ 0dz A df — 42%dz A df
= (1 +62%) dO A dz,



temos que

1 2m
/QF = / / (14 627) dodz = 6,
JS JO JO

em conformidade com o resultado anterior. Vimos através do célculo do produto ex-
terno das colunas da matriz Jacobiana da parametrizacdo que esta induz a orientacdo
correspondente a normal unitdria exterior; caso n3o tivéssemos feito este célculo, po-
derifamos determinar qual a orientacdo induzida pela parametrizacdo notando que uma
base para o espa¢o normal a S no ponto (z,y,z) é dada por

V (2% +y? — 1 - 22%) = (2, 2y, —42).

Portanto no ponto (1,0,0) = g(0,0) a normal exterior unitdria é n = (1,0,0), e
Qn = dy Adz. Uma vez que

g Qn=d (\/1 +2z2sen9> ANdz =1+ 222cos0d0 Ndz = 1d6 A dz

para (0,z) = (0,0) e 1 > 0, concluiriamos que g induz a orientac3o correspondente a
n.

Usando o Teorema da Divergéncia.

Resolucao: E facil ver que V-F = 0. A superficie S é um pedaco de um hiperboldide
cujo eixo é o eixo dos zz, € o seu bordo é constituido por uma circunferéncia C de
raio 1 contida no plano z = 0 e uma circunferéncia Cy de raio v/3 contida no plano
z = 1. Para aplicar o Teorema da Divergéncia (que sé pode ser aplicado a superficies
que limitam volumes), adicionamos a S os dois circulos Dy e Dy contidos nos planos
z=0¢ez =1 e cujos bordos sao C7 e Cz. A normal unitaria indicada corresponde
ent3o a normal unitaria exterior n ao volume V limitado por D1 USUD5. Note-se que,
em D1, n=(0,0,—1) e, em Dy, n = (0,0,1). Por outro lado, F(z,y,0) = (z,y,0)
e F(z,y,1) = (z,y,—2). Pelo Teorema da Divergéncia tem-se ent3o

/F-ndV2+/F-ndV2+/ F-ndng/V~FdV3:0,
Dy S Dy 14

/F-ndVQ:—/ OdVQ—/ (—2)dV2
S Dy Dy

= 2V;(Ds).

ou seja,

Como Dy é um circulo de raio v/3, V5(Ds) = 37, e portanto

/F-ndV2267r,
S

em conformidade com o nosso cdlculo anterior.

Usando o Teorema de Stokes para campos vectoriais.

Resolucdo: Note-se que V-F = 0. Como F ests definido em E2, que é um conjunto
em estrela, concluimos que F é um campo rotacional. Se A é um potencial vector
para F, i.e.,, se F =V x A, entdo devemos ter

Qp = dwa & dwa = xdy Ndz + ydz A de — 2zdx A dy,



ou seja,
Az _ 9As

oy 0z =7
8A1 _ 8A3 _

oz or Y
84y A _ _
ox oy 2z

Como ¢é sabido, o facto de o potencial vector estar definido a menos de um gradiente
(ou equivalentemente de wa estar definido menos de uma derivada exterior) permite-
nos sempre assumir que uma das componentes deste se anula. Escolhemos por exemplo
Az = 0. Ent3o obtém-se

-G =x Ay = —zz + f(z,y)

Gh =y < A=yz+g(z,y)

0A 0AL _ 0 g __
G~ Gy =22 —z+£—z—a—z——2z

Portanto podemos por exemplo escolher f = g = 0, e um potencial vector para F ¢
entdo
A = (yz,—xz,0).

Pelo Teorema de Stokes,
/F-ndV2: A-dg+ A-dg
S C Co

onde as orientacdes de C7 e (9 devem ser compativeis com a normal unitdria n.
Mais precisamente, C deve ser percorrida no sentido directo quando vista do semieixo
positivo dos zz, e Cy no sentido inverso. Uma parametrizacdo para C; é g(f) =
(cosf,senf,0), e portanto

21
A - dg = / (0,0,0) - (—sen®, cosh,0)dd = 0.
o) 0

Uma parametrizacdo para Cy é g(f) = (\/§c0s9,\/§sen9, 1); o sentido de Cs cor-
respondente a esta parametrizacdo é no entanto o contrario aquele que pretendemos,
pelo que

27
A-dg= —/ (\/gsene, —\/§C080,0) . (—\/gseHG,\/gcosﬁ, 0) do
C 0

2
:/ 3d6 = 6.
0

Portanto mais uma vez concluimos que

/F-nd‘fg:(iﬂ.
S

4. Considere a superficie

S:{(x,y,z)€E3:z:\/x2+y2—1, 0<z<1}.



(a)

Calcule o fluxo de F(z,y,2) = (z 4 cos(yz),y + e” 2°, 2 + 1) através da superficie
S, no sentido da normal unitdria cuja terceira componente é negativa.

Resolucdo: Apesar do campo F ser algo complicado, é facil ver que V- F = 3.
Portanto serd conveniente usar o Teorema da Divergéncia. A superficie S € um pedaco
de um cone cujo eixo € o eixo dos zz, e 0 seu bordo é constituido por uma circunferéncia
C) de raio 1 contida no plano z = () e uma circunferéncia C> de raio 2 contida no plano
z = 1. Para aplicar o Teorema da Divergéncia (que sé pode ser aplicado a superficies
que limitam volumes), adicionamos a S os dois circulos D; e D, contidos nos planos
z =0ez=1ecujos bordos sdo C] e C5. A normal unitaria indicada corresponde ent3o
a normal unitdria exterior n ao volume V' limitado por D1USUD>. Note-se que, em D1,
n=(0,0,—1) e, em Dy, n = (0,0,1). Por outro lado, F(z,y,0) = (z+ 1,y +e*",1)
e F(z,y,1) = (z + cosy,y + em2+1,2). Pelo Teorema da Divergéncia tem-se ent3o

/F-ndVg—i—/F-ndVg—i—/ F-ndVg:/V-FdVg,
Dy s Dy 1%

/F-ndng/ 3dV3—/ (—1)dV2—/ 2dV5
S 1% Dy Do

=3V3(V) + Va(D1) — 2Va(D2).

ou seja,

Como D; e D s3o circulos de raios 1 e 2, Vo(D1) = 7 e Vo(Dy) = 4m. Por outro

lado, R
1 a4l p2n 11 272
V3(V) = / / / rdfdrdz = 27r/ [r} dz = 7£
0o Jo 0 o L2]g 3

/F-ndV2:3-7;T+7r—2-47r:0.
s

Logo,

Usando o teorema de Stokes, calcule o fluxo do campo vectorial G(z,y,2) = (y +
z,x + z,x + y) através de S, no sentido da normal unitdria cuja terceira componente
é negativa.

Resolucdo: Note-se que V-G = 0. Como G esta definido em E3, que é um conjunto
em estrela, concluimos que G é um campo rotacional. Se A é um potencial vector
para G, i.e.,, se G =V x A, entdo devemos ter

Qe =dwa © dwa = (y+ 2)dy ANdz + (. + 2)dz ANdz + (x + y)dz A dy,

ou seja,
dAs _ 0As __
oy 0z =ytz
94, _ 943 _
dz ox =T+z
DA 0A

dr Oy =r+ty

Como ¢é sabido, o facto de o potencial vector estar definido a menos de um gradiente
permite-nos sempre assumir que uma das componentes deste se anula. Escolhemos



por exemplo Ao = 0. Entdo obtém-se

2
%294‘2 Az =% +2y+ f(z,2)
6£1—%:$+z And %—%zx—i—z
A 2
G =Ty A= —zy— % +g(x,2)

Portanto podemos por exemplo escolher f(z,2) = 0e g(z,z) = xz+§. Um potencial
vector para G é entdo

2 2 2

z Yy Yy
A= + — — —=.0,=—+ .
(:ch 5 Ty ) zy)

Note-se que neste caso seria talvez mais simples notar que

Qg =(y+2)dyNdz+ (2 + 2)dz ANdz + (x + y)dz A dy
y? 52 72
:d((2+yz) dz) +d<(2—|—xz> dsc) +d((2—|—xy> dy)
2 2 2
:d<<z2+:nz> dx + (24—:@) dy + (Z—i—yz) dz>

para obter o potencial vector

2 2 2
B = (Z2+xz,$2+my,y2+yz).

Este potencial difere de A por

2 2 2 2
B_A-= (xy+y2,x2+xy,o) :v(myg‘xy)

Pelo Teorema de Stokes,

/G-ndV2: A -dg+ A -dg

S Cy Ca

onde as orientacdes de C7 e Cy devem ser compativeis com a normal unitdria n.
Mais precisamente, C deve ser percorrida no sentido directo quando vista do semieixo
positivo dos zz, e Cy no sentido inverso. Uma parametrizagdo para C; é g(f) =
(cosf,sen®,0), e portanto

2 29 29
A -dg= / <— senfcos — o ,0, sen ) - (—sen#@,cosd,0)do
o4 0 2 2

2T
= / (sem2 6 cosf + % sen’ 9> do = 0.
0

Uma parametrizacdo para Cy é g(6) = (2cosf,2send,1); o sentido de C'y correspon-
dente a esta parametrizacdao é no entanto o contrdrio aquele que pretendemos, pelo




que

A . dg =
Co
27 1
= —/ (26089+ 3~ 2sen? 0 — 4senf cos 6,0, 2sen? 6 + 2sen9) - (—2sen6,2cos6,0)do
0
27
= —/ (—4c0598en9 —senf + 4sen® 6 + SSen20c0s9) do = 0.
0
Portanto

/ G -ndV, =0.
s
Usando a correspondéncia

e = 9 ~ dr ~ (rdf) A (rsen0dy)

or
ep= 29 rap ~ (rsenfdp) Ad
0= ag T rsen Ody r
1 0
e, = rsonf g ~ rsenfdy ~ dr A (rdf)

escreva o Laplaciano de f, V2f =V -V f, em coordenadas esféricas.
Resolucdao: Temos

af af of
Vfe~ df— d + 89d9+8¢d@
of o of of
ET sen@dﬁ/\dg@—i—ae senfdp A dr —I—%ﬂd r A df

e portanto
(V -V f)dr A (rdf) A (rsenfdp) = (V2 f)r?senfdr A df A dy

_ of f of
d(r sen@a—dﬁ/\d<p+sen989d<p/\dr+ 09

B 5 0f of 1 9%*f
—<sen087‘< 8r>+80(se 989)+sen€8¢2 dr Adf Adp,

b 10 (L0PY, L 0 ar\ 1 o
vf_r28r or +r256n089 Sn989 +r256n208<,02'

——dr /\d@)

ou seja,

Determine todas a solucdes da equacdo de Laplace V2f = 0 que sé dependem da
coordenada radial r.

Resolucdo: Se f sé depende de r, a equacdo de Laplace fica

2 df 2 g WAL A
dr( dr) 0= T_A@dr_rg{l)f_ 7"+B

onde A, B € R s3o constantes.



6. Um determinado processo reversivel corresponde a percorrer a curva
C={V,p): (V-22+(p-27°=1}

no sentido directo. Calcule o trabalho total realizado sobre o sistema durante este processo,
i.e., calcule fcw com a orientacdo indicada, onde w = —pdV'.

Resolucdao: Temos C = 0B, onde
B={(V.p): (V-2°+(p-2)?*<1}.

Pelo Teorema de Stokes, e atendendo a que a orientacdo da curva corresponde a orientacio
usual do plano (V,p), temos

/—pdV:/ d(—pdV):/ —dp/\dV:/dp/\dV:Vg(B):ﬂ'.
c B B B

7. O campo de velocidades de um fluido é da forma u = u(r)ey, onde (r, 8, z) sdo coordenadas
cilindricas em E3, e deve satisfazer as equacdes de V x u =0 e V- u = 0. Determine a
expressdo geral de u(r).

Resolucdo: Usando a correspondéncia

er 9 ~dr ~ (rdf) Ndz

~ or
10
ey = - 50 ~rdl ~dz ANdr
e, = % ~ dz ~ dr A (rdf)
notamos que u corresponde a 1-forma wy = urdf e a 2-forma Qy = udz A dr. Consequen-
temente,
Vxu=0sdw,=0¢< 8(Tu)drAd9+Ta£dzAd9:0@ O(ru) = % =
or oz or 0z
‘ 9 9
U U
V-u-O@dQu—Oﬁﬁde/\dz/\dr_O@%_O.
Portanto

7“u:A<::>u:é
7

para alguma constante A € R.

Note-se que portanto wy = Adf. O escoamento correspondente a este campo de velocidades
chama-se um vdrtice, e pode ser (aproximadamente) observado por exemplo quando se abre
o ralo de uma banheira, ou no ar proximo das pontas das asas de um avido em dias himidos.
Note-se que V x u = 0 é equivalente a dizer que o momento angular de cada pedacinho de
fluido é zero - isto apesar de globalmente o fluido estar a rodar em torno do eixo dos zz.
Uma experiéncia classica é colocar um pequeno objecto flutuante em forma de cruz num
destes escoamentos e ver que ele de facto ndo roda.



8.

10.

O campo eléctrico gerado por uma carga pontual possui simetria esférica, E = E(r)e,,
onde 7 é a coordenada radial esférica, e deve satisfazer as equacdes de Maxwell no vacuo,
VXxE=0¢eV-E=0. Determine a expressdo geral de E(r).

Resolucdo: Mais uma vez notamos que E corresponde a 1-forma wg = Fdr e a 2-forma
O = Er?senfdf A dp. Consequentemente,

oFE oF OF OF
E: = _— _— = _— = — =
V x 0 dwp =0« agde/\dw—&pchp/\dr 0 20 90
e
2F 2R
V-EzO@dQE:O@senﬁa(r )dr/\dﬁ/\dtp:0<:>a(r ):0.
or or
Portanto

7«213:,41@»}:7:&2
T

para alguma constante A € R.

. Dado um campo eléctrico E = E'e; + E%ey + E%e3 e um campo magnético B = Ble; +

B?ey + B3e3 dependentes do tempo t, define-se em E* com coordenadas (t,z,vy,2) a
2-forma

F = Eldz Adt + E*dy A dt + E*dz Adt + Bldy A dz + B*dz A dz + B3dz A dy

(dita o tensor de Faraday). Mostre que F' é fechada sse E e B satisfazem as equacées de
Maxwell homogéneas V-B =0, V X E = —%.

Resolucdo: Se wg e )p representarem a 1-forma e 2-forma associadas a E e a B em E3
com coordenadas (x,y, z), vemos que

F=wgANdt+Qgp
e consequentemente

dF = duwg N dt+0Qp +dt A Qs = Qg .08 Adt+ (V- B)de Ady A dz.

onde O representa a derivada exterior em E® com coordenadas (z,y,z) (e t constante).
Portanto dF' = 0 sse as equagdes de Maxwell homogéneas sao satisfeitas.

Mostre que E3\ {(0,0,0)} nio é difeomorfo a E* (Sugestdo: Use o resultado do exercicio
8 para construir uma 2-forma fechada mas ndo exacta em E*\ {(0,0,0)}).

Resolucdo: Considere-se a 2-forma )g. Esta forma é fechada, uma vez que V- E = 0.
Contudo, n3o é exacta: por exemplo, o fluxo de E através da superficie esférica r = 1 é
obviamente

/ Ae, - e,dVy = / AdVy = AVa({r = 1}) = 474
{r=1} {r=13

que ndo é zero se A # 0. Portanto,
/ Qp=471A #0
{r=1}

se A # 0 (onde usdmos a orientac3o da superficie esférica correspondente a normal exterior).
Como Qg estd bem definida em E®\ {(0,0,0)}, concluimos que este conjunto possui 2-
formas fechadas que nao s3o exactas, ndo podendo portanto ser difeomorfo a nenhum
conjunto em estrela.
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