Resolucao Sumaria da 5* Ficha de Exercicios de AMII|

16 de Janeiro de 2002

1. Decida se as seguintes formas diferenciais definidas em E® s3o ou n3o exactas. Em caso
afirmativo, calcule um potencial.

(a) yzdzr + xzdy + zydz;
Resolucdo: Como E? é um conjunto em estrela, segue-se do Lema de Poincaré que
esta 1-forma serd exacta sse for fechada. Ora

d(yzdx + xzdy + xydz)
= zdy Ndx + ydz Ndx + zdx AN dy + xdz N dy + ydx A dz + xzdy N dz
=(z—2)dx Ndy+ (y —y)dz Ndz + (z — x)dy Ndz = 0,

pelo que a forma é exacta. Para calcular um potencial, notamos que se

yzdx + xzdy + xydz = df = %d:ﬂ + ggdy + %dz
entdo teremos
L =yz f=mzyz+C(y,2)
g—izxz < :cz—f—%:wz < f=zyz+C
% =1xy Ty + %% =xy

para alguma constante C' € R.
(b) zdx Ady — ydz A\ dz 4+ xdy A dz;
Resolucao: Uma vez que

d(zdx Ndy — ydx N dz + xdy N dz)
=dzAdx ANdy —dy ANdx Ndz+dx Ady N dz
=3dx Ndy Ndz # 0,

a forma nao é fechada e portanto nio pode ser exacta.

(c) 2dx Ady + yzdx A dz + zzdy A dz;

Resolucdo: Como E2 é um conjunto em estrela, esta 1-forma serd exacta sse for
fechada. Ora

d(2dz N dy + yzdx Ndz + xzdy Ndz) = zdy Ndx Ndz + zde Ndy ANdz =0



pelo que a forma é exacta. Para calcular um potencial n = Adx+ Bdy+ Cdz, notamos
que uma vez que 7 + df é também um potencial (qualquer que seja a fun¢gdo C'™
f: E3 — R), podemos sempre escolher um potencial tal que por exemplo C' = 0 (se

inicialmente C' # 0, basta encontrar uma funcdo f satisfazendo a equacdo g—i =-C
e considerar o potencial 1 + df). Supondo entdo n = Adx + Bdy, temos
0A 0B 0B 0A
2dxNdy+yzdxNdz+xzdyNdz = dn = ——dxAdz——dyNdz+| — — — | dzAdy
0z 0z or Oy
e portanto
OB _ 9A _ 2,08 2 o _ B _ da _
2
B —y: e A=—y5 +a(z,y) < = -4 +alz,y)
—98 =gz B = 2% + f(z,y) B=-% +B(x,y)

Um potencial pode portanto ser obtido fazendo o« =0 e 3 = 2z, i.e.,
2

2
n= —%daz + <—x; + 2:r> dy.

(d) z%ye*dz A dy A dz.

Resolucdo: Uma vez que a derivada exterior desta 3-forma é uma 4-forma em E3, é
necessariamente nula. Portanto esta 3-forma é fechada, e uma vez que E2 é em estrela, é
exacta. Procurando um potencial da forma

n= fdx Ndy

rapidamente se obtém

of

z

of

dz AN dx A dy = 22ye*de Ady A dz < 5, = 22ye? & f = 2ye” + C(z,y).
Portanto um potencial é por exemplo

n = z?ye*dx A dy

. Seja f : E? — R um campo escalar e v : £3 — E3 um campo vectorial. Recorde que se
v = vle; + v2ey + v3es, podemos definir a 1-forma wy = v'dz + v2dy + v3dz e a 2-forma
Oy = vldy A dz +v2dz A dz + v3dx A dy. Mostre que:

(a) df = wyy, onde V[ designa o gradiente de f.
Resolucao: Tem-se
of of of
wVf = wa£81+ﬂeg+%eg = %d.f + @dy + @dz” = df

dx Oy



(b) dwy = Qvxv, onde
e ey e3

Uxvo| o o o |_ (000 00\, (0l 0N (00 ov
Voo oy oz | oy 92 ) 0z ar ) ox dy s
ot v

€ o rotacional de v.
Resolucao: Tem-se

dwy = d(vidz + vidy + v3dz)

ov' ovt ov?
—6—ydy/\dx+gdz/\dx+%dx/\dy

ov? ov? ov?

—dzANdy+ —dx Ndz+ ——dy Nd
+8zz y+amm z—i—ayyz

o Ov? ot ov? o ovt
=(—=————|dynd — — — |dzANd — — — |dx Nd

<8y 8z> YA z+<82 8:6) an $+<8x 5y> Thay
—QVXV

(c) ddy = (V -v)dz Ady A dz, onde
v.v ot o P

o Toy T

é a divergéncia de v.
Resolucao: Tem-se

dQy = d(vidy A dz + v?dz A dx + v3dz A dy)
1 2 3

= e ndy nde+ 2 dy ndz nde + 2z A da A dy
Ox oy 0z

ot o o’
=——4+ —+— |dxANdyNdz.
<8x+8y+82> TAay N dz

(d) Vx(Vf)=0.
Resolucao: Basta notar que

QVX(Vf) = dwvf = d(df) =0.
() V- (Vxv)=0.
Resolucao: Basta notar que

V- (Vxv)deANdy A dz = dQvyxy = d(dwy) = 0.

3. Mostre a 1-forma Y .
W=y n y2d1: + 2 yzdy
(definida em E?2\ {(0,0)}) é fechada mas ndo é exacta. (Sugestdo: Mostre primeiro que
se w = df entdo fyw = 0 para qualquer curva fechada ).



Resolucao: Para ver que w é fechada basta calcular a sua derivada exterior:

-2
dw = w—yd A dx +x

5 5 d ANdy = 0.
(2 + y2)? (22 + y2)°

Seguindo a sugestdo, suponhamos entdo que y é uma curva fechada, e seja g :|0, 1[— E"
uma parametrizagdo prolongavel por continuidade a [0,1] com g(1) = g(0). Se w = df,
temos portanto

foe oo fysa- [ aen [ s

_ (fog) (fog) B - B
B /]071[ dt o = /0 dt ————dt = f(g(1)) — f(g(0)) = 0.

Para mostrar que w n3o é exacta, basta portanto encontrar uma curva fechada v tal que
jiyw # 0. Tomemos por exemplo a circunferéncia de raio 1: uma parametrizacdo é por

exemplo g :]0, 27[— E? dada por
g(0) = (cosf,send)

e portanto

* sen 6 cos 0
75“’ - /]o,m sv /]O,Zﬂ 528 1 co2 9 C0sO) + o gd(send)

2T
:/ sen20d0+cos29d9:/ d9:/ df = 21 # 0.
10,27 10,27 0

. Calcule os integrais das formas diferenciais dadas ao longo das variedades indicadas com
uma orientacdo a sua escolha:

(a) —ydx + xdy ao longo de {(z,y) € E? : 22 +4? = 1};
Resolugdo: Uma parametrizagio é por exemplo g :]0, 27r[— E? dada por

g(0) = (cosf,send)

e portanto o integral pedido vem

/ g* (—ydzx + xdy) = / —sen 0d(cos 0) + cos fd(sen 0)
10,27 [ 10,27

27
= / sen? 0df + cos® 6d6 = / df = / df = 2.
10,27 [ 10,27 0

(b) zdx + ydy + zdz ao longo de {(z,y,2) € E®: x = z, 2% +y? = 1};
Resolugdo: Uma parametrizacio é por exemplo g :]0, 27r[— E® dada por

g(0) = (cos0,sen B, cos )



e portanto o integral pedido vem

/ g*(zdx + ydy + zdz) = / cos 0d(cos 0) + sen Od(sen ) + cos Od(cos 0)
10,27[ 10,27[

27
:/ —cosfsenfdf = —/ cosfsen0df = [
10,27 0

Este resultado poderia também se obtido notando que estamos a integrar uma forma
exacta ao longo de um caminho fechado:

=0.

2
cos? 0} T

0

22 2 2
d d dz=d|—+=+—).
rax + yay + zaz <2+2+2>

(c) dx Ady ao longo de {(z,y,2) € E3: 22 +y? + 22 = 9};
Resolugdo: Uma parametrizacio é por exemplo g :]0, 7[x]0, 27r[— E3 dada por
g(0, ) = (sen B cos ¢, senfsen @, cos )

e portanto o integral pedido vem

/ g*(dx Ndy) = / d(sen @ cos ) A d(sen 6 sen @)
10,7[x]0,27[ 10,7[x]0,27[

= / (cos 8 cos pdf — sen O sen pdp) A d(cos 0 sen pdf + sen 6 cos pdyp)
10,7[x]0,27[

™ 2
= / sen f cos 0df N dp = / / sen 6 cos Odpdl
10,7[x]0,27[ 0o Jo

o {sen2 H}ﬂ _0
2 o

(veremos mais tarde que o facto de este integral ser zero pode ser visto como uma
consequéncia de estarmos a integrar uma forma exacta sobre uma variedade compacta:
dx A dy = d(zdy)).

(d) zdz Ady — ydx A\ dz + xdy A dz ao longo de {(z,y,2) € E®: 2z = 2% + y%, 2 < 1}.
Resolugdo: Uma parametrizagdo é por exemplo g : {(u,v) € E? : u? +v? < 1} — E3

dada por
g(u,v) = (u,0,u* + %)



e portanto o integral pedido vem
/ g*(zdx Ndy — ydx Ndz + xdy N dz)
{u2+v2<1}
:/ (u® 4+ v?)du A dv — vdu A d(u? + v*) + udv A d(u® + v?)
{u2+v2<1}

= / (u? + v} du A dv — 20%du A dv + 2udv A du
{u2+v2<1}

= / —(u® 4+ v?)du A dv
{u2+v2<1}
= —/ (u® 4 v?)dudv
{u2+v2<1}

1 27 471
= —/ / r’rdfdr = —2n [r] = —E.
0 0 4 0 2

5. Calcule a area da superficie curva de um cone circular recto de altura A > 0 e raio da base
a> 0.

Resolugdo: Uma parametrizagio desta superficie é por exemplo g :]0, a[x]0, 27[— E3 dada
por

h
g(r,0) = <T‘ cosf,rsenf, —r | .
a
O pull-back por esta parametrizagcdo de um elemento de volume compativel com a orientagdo

por ela induzida é
g*dVy = /det G(r,0)dr A db,
onde G é a matriz 2 x 2 dada por

2
Gllz%-a—g: cos@,sen@,ﬁ . cos@,sen@,ﬁ :1+h—;
or Or a a a?
B _Og Og h o
G2 = Go = 5 B0 (cosﬁ,senﬁ, a) - (—rsenf,rcosf,0) = 0;
Jg Og 2
Gog = 2% 90— (—rsenf,rcosf,0) - (—rsend,rcosd,0) =r-.
Portanto
1+5 0 2
det G(r,0) = o =r? (1 + h2>
0 7,.2 a

e a area da superficie é

h2 h2 a 21 2 h2
/ 7"\/1+2d7"/\d0:\/1—|—2/ / rd&dr:27ra— 1+7zwa\/a2+h2.
10,a[x]0,27] a a® Jo Jo 2 a

6. Escreva a rea do elipsdide de semieixos a,b,c € RT como um integral iterado.

Resolugdo: Uma parametrizagdo desta superficie é por exemplo g :]0, 7[x]0, 27[— E3
dada por
g(0,¢) = (asenf cosp, bsenfsen p, ccosh).



O pull-back por esta parametrizacdo de um elemento de volume compativel com a orientacao

por ela induzida é
g*dVa = /det G(6, p)dO A dp,

onde (G é a matriz 2 x 2 dada por

Jg O
G = 8? a—g (acos B cosp,bcosfsenp, —csenb) - (acosb cosp,bcosfsen p, —csenb)
= a? cos? 6 cos? ¢ + b2 cos® fsen? p + ¢ sen? 6
8g og
Gio =Go = %0 7o = (acosfcos,bcosfsenp, —csenf) - (—asenfsen p,bsend cos p,0)
¥
= (b% — a®) sen 6 cos O sen @ cos ;
ag 8g
Goo = 9 Do = (—asenfseny,bsenf cos ,0) - (—asenfsen g, bsen b cos p, 0)
¥ 90
= a?sen? fsen? ¢ + b% sen? 6 cos? .
Portanto
det G(r. 0) a® cos? § cos? p 4 b% cos? fsen? o + c?sen?f  (b? — a?) sen 6 cos @ sen p cos
et G(r,0) =
(b? — a?) sen 0 cos f sen @ cos @ a?sen? fsen? o + b? sen? 0 cos? ¢

_ 2b2

sen? 0 cos® 0 + a’c? sen? O sen? ¢ + b2c? sen O cos?

e a area da superficie é

/ Va2b? sen? 0 cos? 0 + a2¢? sen’ O sen? ¢ + b2c2 sent 0 cos? odf A dyp
10,7[x]0,27[

™ 2
= / / sen 01/a2b? cos? 0 + a2c2 sen? 0 sen? o + b2c2 sen? 0 cos? pdpdb.
o Jo

. Prove o Segundo Teorema de Pappus: a drea de uma superficie de revolucdo gerada por uma
curva plana é igual a 2wdL, onde L é o comprimento da curva plana e d é a distancia do
seu centrdide ao eixo de rotacdo. Aproveite este resultado para calcular a area da superficie

do toro
T:{(z,y, ye B3 (Va2 + 42 — +22§r2}
(0<r<R).

Resolugdo: Se a curva é parametrizada por c :]0, 1[— EZ2,

uma parametrizacio da superficie de revolucio gerada pela curva é g :]0,1[x]0, 27[— E3
dada por
g(t,¢) = (u(t) cosb,u(t)sen b, v(t)).

O pull-back por esta parametrizacdo de um elemento de volume compativel com a orientacao

por ela induzida é
g dVo = +/det G(t,0)dt A db,



onde GG é a matriz 2 x 2 dada por

_0g g _

G = i (u' cos@,u senB,v') - (v’ cos§,u'senB,v") = (u)* + (v)%
Gio = Go1 = ?3% . g? = (u'cos @, u’'senf,v’) - (—usenf,ucosb,0) = 0;
Gog = g% : g§ = (—usenf,ucosh,0) - (—usenb,ucosf,0) = u?.
Portanto
u 2 + o 2 0
det G(r, 0) = W)+ () =u? ((u)* + (v')?)

0 u?

e a area da superficie é

1 2
/ V2 (@) + (W 2)dt A df = / w2+ (2dodt
10,1[x]0,27] 0

0

= 27r/0 uy/ (u')? + (v')2dt.

Ora o pull-back de um elemento de volume da curva compativel com a parametrizacdo c é

dc d
&L = )2 + ()2t

dt dt

e a coordenada u do seu centrdide é portanto

1
uc=d=7 [ w/WPT @ =1 /0 /@) T (V2.

10,1]

Concluimos que a drea da superficie é 2rdL. No caso do toro, d = R e L = 2nr, pelo que a
area da superficie do toro é 47%rR. E também facil ver que a superficie cénica do exercicio
5 se pode obter por rotagdo do segmento de recta unindo os pontos (0,0) e (a, h), pelo que
d= 5 e L =+a?+ h? vindo a drea do cone 275+ a? + h? (em conformidade com o que
ja haviamos obtido).

. Seja S a superficie
S = {(x,y,z) eE3:z=a4+9%2< 1}.
Calcule:
(a) A drea de S;
Resolugdo: Uma parametrizacio desta superficie é por exemplo g :]0, 1[x]0, 27[— E3

dada por
g(r,0) = (rcosf,rsend,r?).

O pull-back por esta parametrizacdo de um elemento de volume compativel com a
orientacdo por ela induzida é

g"dVy = \/det G(r,0)dr A db,



onde GG é a matriz 2 x 2 dada por

_0g O _ _ 2,
G11 5 o (cos@,senf,2r) - (cosf,senf,2r) = 1+ 4r*;
_Og 0g _ 0
G2 = Go1 o 90 (cos@,send,2r) - (—rsend,rcosd,0) =0;
_Og 0g _ 2
Goo 20 0= (—rsenf,rcosd,0) - (—rsenf,rcosf,0) =r
Portanto
1+4r2 0
det G(r,0) = =r? (1+ 47“2)
0 r2

e a area da superficie é
1 27
Va(S) = / dVy = / 1+ 4r2dr A df = / rv/1+ 4r2dodr
s 10,1[x]0,27] 0o Jo
o |4 N
—27T|:12 (1 +4r?) ]O_ = (58 -1).

(b) O centrdide de S.
Resolugao: Por simetria o centrdide situa-se no eixo dos 2z, i.e., zc = yo = 0. Como

1 27
[ = | /i addends = [ [V artdodr
g 10,1[x]0,2n[ 0 Jo

1 d 1 ! 1
= 277/ uv'1 —|—4u?u =7 {uﬁ(l +4U)g} —77/ —(1 +4U)%d“
0 0

. 6

T_3 1 51V 7o 1 5 1 T T
= —hH2 — —_— ]_ 4 2 = —52 — 17— 2 — = —hH2 —_—
6" W{GO( * “)ZL 6 50 e T 127 T o

temos

12 1
2o = 1 /Zd‘/g: %5234—(% 25524‘*0
Va(S) Js 51 2

9. Calcule o trabalho realizado pela forca
F(z,y,2) = (y+z,2+z,2+y)
ao longo da curva
C={(x,y,2) € E®:x=cosb,y =senf,z=20,0<6 < 2n}

percorrida no sentido dos valores de z decrescentes.

Resolugdo: Uma parametrizagio desta curva é por exemplo g :]0, 27[— E? dada por

g(0) = (cosf,send,20),



10.

que no entanto corresponde as orientagdo inversa da pretendida. O integral de linha de F
ao longo da curva com esta orientagdo é

/C(y + z)dx + (x + 2)dy + (x + y)dz

= / (sen 6 + 260)d(cos 8) + (cos 0 + 26)d(sen @) + (cos 6 + sen 0)d(20)
10,27[
27
= / (—sen? @ — 20 sen  + cos® 6 + 20 cos 6 4 2 cos O + 2sen §)dh
0

27
= / cos(260)df + [20 cos 6 + 20 sen 2" = 4,
0

pelo que o trabalho realizado é entao —4r.
O campo de velocidades de um fluido é descrito pelo campo vectorial
v = (x,y, —22).

Supondo que o fluido possui densidade constante igual a 1, calcule a massa de fluido que
atravessa a superficie

por unidade de tempo no sentido dos valores de z decrescentes.
Resolucdo: Uma parametrizacio desta superficie é por exemplo g : {(u,v) € E? : u> 4% <
1} — E3 dada por

g(u,v) = (u,v,uv),
que no entanto corresponde as orientacdo inversa da pretendida: por exemplo no ponto
(0,0,0) € M tem-se n = (0,0,—1) = Q, = —dzx Ady, e

g*(—dz Ndy) = —du A dv

(i.e., a orientacdo induzida pela parametriza¢do g é a oposta da compativel com o elemento
de volume correspondente a n). O fluxo de F através de S serd entdo o simétrico do integral
de Qp ao longo de S com a orientag¢do induzida por g:

/:Edy/\dz—i—ydz/\da:—szm/\dy

S

= / udv A d(uv) + vd(uv) A du — 2uvdu A dv
{u?24v2<1}

= / uvdv A du + vudv A du — 2uvdu A dv
{u?24v2<1}

= / —4uvdu N dv = —4/ uvdudv
{u?+v2<1} {u?+v2<1}

1 27
=—4 / / r? cos 0 sen OrdOdr
0o Jo

B 4[sen29]2” [TT_O
2 0 4 0 ,

pelo que o fluxo total através da superficie é entdo 0.
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