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26 de Novembro de 2001

1. Mostre que se f: A C E™ — [0, +oo[ é mensuravel entdo o conjunto
B= {(ml,...,x”,:z:"H) c Bl (2l 2" e A0 <2t < f(xl,...,x”)}

satisfaz V,,41(B) = fA fdVy,. Use este resultado para calcular a medida dos seguintes
conjuntos ilimitados:

Resolucao: Pelo Teorema de Fubini temos

flzl,...z™)
Vn+1(B):/ 1an+1:// 1dx"+1an:/f(xl,...,x”)an.
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Resolucao: A area deste conjunto é portanto
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Resolucao: A area deste conjunto é

1 no1q logn 1
2/ dr =2 lim dr =2 lim —eYdy.
[e,4+00] 108 T n—+oc [, logx n—+oo J; Y

A fungio integranda f(y) = iey satisfaz

1 1 1
flly)=—eV— eV =(y—1)—e¥ >0 paray > 1,
y oy y?

e portanto no conjunto de integracdo f(y) > f(1) = e. Logo a medida do conjunto é
maior ou igual que
logn

2 lim edy=2 lim e(logn —1) = +4o0,
n—+too J; n—-oo

e portanto é +oc.
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Resolucao: O volume deste conjunto é
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2. Decida se as fun¢bes seguintes sdo ou ndo integraveis nos conjuntos indicados, e calcule os
integrais caso existam:

()

senx

m [1, +oo[;
Resolucao: Recorde-se que uma funcao é integravel sse o seu médulo o for. Uma vez

que |senzx| > g para
ze U +nm, 2T —i—mr] (1, +o0]

¢ imediata a conclus3o de que

| sen x| / ™
—dzx > —d > — = 400,
/[l,Jroo[ T Uig[ﬁ+nﬂ' —+n7r] Z 2 3” +nm 2

e portanto a fung¢do n3o é integravel.
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Resolucao: Uma vez que a funcdo ndo muda de sinal, temos

€EE*:0<a®+y* <1},
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Resolucao: Uma vez que a fungcdo ndo muda de sinal, temos
6_$2_y2_z2 —xz—y2—2’2
/ s 20V = lim / 2 3dVs
mrety +z n—+00 L<x2+y +22<n2} x +y +z
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3. Calcule a derivada das seguintes fun¢des:



3

(a) F(z) = / et (x> 0);
1
Resolugao: Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo e a Regra de Leibniz, temos

3 3

2 €z T
Fl(z) = ¢—2(2%) +/ (—t2)e_xt2dt —e T / 2=t gt
1 1
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(b) G(x) :/ dt (x> 1).

logx
Resolucao: Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo e a Regra de Leibniz, temos

—x2z? —z2(log z)? x —z%t?
G'z) =S _ ¢ 1 +/ (—22t2) St
T ogxT log t
gt 2 2
_em e len —Qx/z te~ gt
T log z log =

4. Calcule os seguintes integrais para todo o n € N:

+o00
(a) / x"e dx;
0

Resolucao: Comegamos por notar que

+oo —azrn
_ . e 1
e “dr = lim |— = —
0 n—-+oo « 0 o

e que portanto aplicando a Regra de Leibniz

dn [T ar (1 oo (—1)"n!
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Resolugao: Comecamos por notar que
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e que portanto aplicando a Regra de Leibniz

dr —+00 1 dr T -
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/+°° xn (2n—1)(2n—3)...3
x = .
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5. Considere as funcdes

x 9 1 efxz(tQJrl)
@ = [ tin g = [ Cpds P = )+ )
(a) Mostre que F é constante.
Resolucao: Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo e a Regra de Leibniz, temos

T 1 —9 2 1 ,wQ(terl)
Fl(z) =2f(x)f (x) + ¢ (z) = 26_902/ et +/ z(t? +1)e
0 0 2 +1

x 1 x T
— 9¢ 2 / e dt — 2 / e~ pdt = 2 / e dt — 2 / e du =0
0 0 0 0

onde fizémos a mudanca de varidvel © = xt no segundo integral.

(b) Mostre que lim,_.q F(z) = %.
Resolugdo: A fun¢do integranda em g(x) é majorada pela fungdo constante igual a
1, que é integravel em [0, 1]. Podemos portanto aplicar o Teorema da Convergéncia

Dominada para concluir que

dt

1 e~z (t°+1) I Lo
1. = 1. —dt = - t — t = —.
xli%g(”r) /0 20 241 d /0 t2+1d larete o 4

Uma vez que o integral indefinido de uma fun¢3o continua é continuo, a fungdo f é
continua e portanto lim, o f(z) = f(0) = 0. Logo lim, .o F(z) =0?+ F = .
(c) Mostre que lim,_, o g(z) = 0.

Resolugao: Podemos novamente aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada em
g(x) para concluir que

1 6—12(t2+1) 1
lim g¢(z) = / lim —5———dt = / 0dt = 0.
T—+00 o T—+oo -+ 1 0

+0o0
(d) Conclua que / e dt = \f
0
Resolugcdo: Uma vez que F' é constante e lim, .o () = 7, vemos que F(z) = 7§
para todo o z € R. Logo

- 2
i lim F(z)= lim f2(ﬂs)—|—g(x)=< lim f(x)) +0.

T——400 T—-+00 T——+00

Como a integranda em f(z) ndo muda de sinal, temos

x——+00 r——+00 0

+oo 9
/ e Udt =
0

6. Calcule os seguintes produtos exteriores:

Portanto,

T 5 +oo 9
lim f(x)= lim e Vdt —/ e dt.
0
T
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(a) (dz +dy) A (dz — dy);
Resolucao: —dx A dy + dy A de = —2dz A dy.

(b) (dz + 2dy + 3dz) A (dz — Sdy + dz);
Resolucao: —%dw ANdy + dx A dz + 2dy N\ dx + 2dy A dz 4+ 3dz A\ dx — %dz ANdy =
—%dx ANdy — 2dx N dz + %dy Adz.

(c) (xdy A dz + ydz A dz + zdz A dy) A (y22de + 2?zdy + vy?dz);

Resolucdo: wyz2dyndzAdz+yz?zdzNdxAdy+zey?dendyndz = zyz (x +y + 2) dzA
dy N dz.

(d) (dz' Ada? + da? Adat) A (dat A da® — 3da? A dxt).
Resolucao: 0.

7. Dado um vector
v = vlel + 02e2 + v3e3 e E3

definimos o 1-covector
wy = vidat + v?da? + v3da?

e o 2-covector
Qv = vlda® A da?® + 0v2dad A dat 4+ v3dat A da?.

Mostre que

(a) wy Aww = Qyxw, onde x designa o produto externo de vectores em E3;
Resolucao: Tem-se

Wy N\ ww = (vldxl + v?dz? + v3daz3) A (wldazl + w?dz? + w3dx3)
= (v*w® — v3w?)da? A da® + (V3w —v'w?)da? A dat + (v'w? - v?wh)de! A da?

- QVXW?

ja que o produto externo de v por w é dado por

vxw=| ¢yl 2 3 |= 0w —vPw?)e; + (3w —vlwd)es + (viw? —v2wh)es.

(b) wy A Qw = (v-w)dz! A da? A da3.
Resolucao: Tem-se

wy A Qy = (vldac1 +02dz? + v3d3:3) A (w1d332 Adzd + wda? A dzt + widzt A de)
= (vlwl + v2w? + 1}311)3) dz' Adx? A da? = (v-w)da! A da? A dad.

8. Mostre que
dz' A Ada™ (v, .., ve) = det(Ve, ., V).

Resolucido: Sabemos que

dz" A Ada' = KIAL (da" @ ... @ da't) .



Portanto

dzt A Adz (v, vn) = nlAl (de' @ .. @ da") (vi, ..., V)
1

= n!a ZE sgn(o) (d:n1 ®...Qdx") (Vo) - Vo))
gELn
= Z sgn(o)dz! (Vo)) - - dz"™ (Vo)
UEEn
= Z sgn(a)v}y(l) Vg = det(vi, ., V).
UEEn

9. Calcule os pull-backs pelas funcdes indicadas das seguintes formas diferenciais:

(a) yzdx + xzdy + xydz pela fungdo (z,y,z) = g(t) = (sent, cost,t);
Resolucao: Tem-se

g (yzdx + xzdy + xydz) = tcostd(sent) + t sentd(cost) + sent cos td(t)

1 1
= t cos® tdt — tsen” tdt + 3 sen(2t)dt = |tcos(2t) — 5 sen(2t) | dt.

(b) —ydx + xdy pela fungdo (z,y) = g(r,0) = (rsenb,rcosb);
Resolucao: Tem-se

g*(—ydz + xdy) = —rsenfd(r cos ) + r cos 6d(r sen )
= —rsenf cos Odr + > sen® 0d6 + r cos 0 sen Odr + r? cos® 0d0 = r2de.

(c) de Ady + dy A dz + dz A dx pela fungdo (z,y,2) = g(r,0) = (rcosf,rsenb,0);
Resolucao: Tem-se

g"(de Ndy + dy Ndz+dz ANdx) = d(rcos@) Ad(rsenf) + d(rsend) A df + df A d(r cos )
= (cos@dr — rsen0df) A (sen @dr + r cos 6df) + sen Odr A df + cos 0dO A dr

= rcos® Odr A df — rsen®0dO A dr 4 (sen§ — cos 0)dr A dO

= (r+senf — cosf)dr A db.

(d) dxz A dy A dz pela fungdo (z,y, z) = g(r,0,p) = (rsenf cos p,rsenfdsen p,rcosb).
Resolucao: Tem-se

g (dx Ndy N dz) = d(rsenf cos ) Ad(rsenfsenp) A d(rcosb)
= (sen @ cos pdr + r cos 6 cos pdf — rsen 0 sen pdyp)
A (sen @ sen pdr + 7 cos 6 sen pdf + rsen 6 cos pdp) A (cos Odr — rsen 6df)
= —r?sen® 0 cos? pdr A do A df + 12 cos? 0 sen 6 cos® pdf A dp A dr
+ r2sen® Osen? pdp A dr A df — r? cos® 0 sen 0 sen? pdp A dO A dr
= (r¥sen® @ + r? cos* O sen 0)dr A df A dp = r*sen Odr A d A dp.

10. Calcule as derivadas exteriores das seguintes formas diferenciais:



(a) yzdx + xzdy + zydz;
Solucao: 0.
(b) —ydx + xdy;
Solucdo: 2dx A dy.
(¢) zdx Ady + xzdy A dz + ydz A dx;
Solucao: 3dx A dy N dz.
(d) a'z?z324(dzt A da? A dad + dat A da? A dat + dot A dad A dat + d2? A dad A dat).
Solucdo: (—xlz?a3 + zla?xt — 2tadat + 22232h)dat A d2? A dad A dat.



