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1. O sélido tem simetria cilindrica em torno do eixo Oz. A expressao de S
em coordenadas cilindricas (r, 0, z) é:

P22 < > er> |y

portanto S é o sdlido que se obtem rodando a seguinte figura em torno
do eixo Oz:
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a) Em coordenadas esféricas (r, 0, ¢), o sélido escreve-se

<p< T

r? < 1; r?sen’¢ > r? cos? ¢ < 1

N

portanto uma expressao para o volume em coordenadas esféricas é

dada por:
or p3E 1
Vol(S) = / 1= / / / r2sene drdpdf
S o Jz Jo

b) Tendo em conta a figura acima, a expressao para o volume em coor-
denadas cilindricas é dada por

2 s T o2r 1 /112
Vol(S) = / 1= / / / rdzdrd@—i—/ / / rdzdrdf
s 0 0 —r 0 % —V1-r2



c) A massa é dada pelo integral de volume da densidade de massa.
Vamos usar coordenadas esféricas porque sao as coordenadas em
que o volume se expressa de forma mais simples. Como z = r cos ¢

temos
2 3T el
/ 22 = / / / r? cos® ¢rsend drdgdo
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2. Uma vez que 22 — y% = (x — y)(x + y), a expressdo da funcio integranda
e da regiao de integracao sugerem a mudanga de varidveis linear

u=x+y
V=T —Y

Esta transformagao g(z,y) = (z +y,z —y) é de facto uma transformacao
de coordenadas em R?: o determinante da matriz que representa a trans-
formacao é
1 1
=-2=#0

Portanto g ¢ bijectiva. Como ¢ é igual & sua derivada Dg, é C! e tem
derivada injectiva. Portanto é uma transformacao de coordenadas. O
jacobiano da transformagcao inversa é

Oz,y) 1 1
O(u,v) — Owv) — 2
A(zy)

e nas novas coordenadas (u,v) a regiao A escreve-se

z+y<l & u<l
uU—
2
y<rer—y>0 & v>0

y>0 & >0 u>v

Pelo teorema de mudanca de varidveis, temos'

1 u 1
/e_(x+y)4(;r2—y2)dxdy = //e_“4uvdvdu
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Note que a escolha da ordem de integracio nas novas varidveis é importante. Na outra
ordem nao se consegue calcular o integral.




3. Seja L a recta com equacao cartesiana x + y = 4. Temos de achar o
minimo sobre E da fungao d(z,y) = “distancia de (z,y) a recta L” . A
distancia a recta é medida sobre a recta perpendicular a L que passa pelo
ponto (z,y). Esta recta tem equagdo paramétrica

(2,y) +1(1,1), t € R
(ja que (1,1) é um vector perpendicular a L). O ponto de intersec¢ao com
a recta L corresponde ao parametro t tal que

1
a:+t+y+t:4<:>t:2—§(x+y)

A distancia de (z,y) a L é o comprimento do vector ¢(1,1) para esse valor
do parametro t, isto é

12— S +u).2— S+ o) = VIR~ (e +o)

Uma vez que sobre E (uma elipse com semieixos de comprimento v/2 e
V3) temos 2— 3 (z+y) > 0 < x+y < 4, a expressdo de d(z,y) sobre E é

d(z,y) = 2V2 — \2(1’4‘ Y)

Para minimizarmos esta funcdo sobre F usamos o método dos multipli-
2

cadores de Lagrange. Seja g(x,y) = 2v/2 — %(x +y) — )\(% + % —1).

Entao um ponto de minimo de d sobre F tem de ser solucao do sistema

99 — 1 _ .\ — 1
N )
99 -1 _ =2 = - __9°
L A A
T+ =1 (1+5) x=1

onde usamos o facto de que A nao se pode anular devido as duas primeiras
equacoes do sistema. Este sistema tem solugoes

_2 3
VB VB 22

Como d é uma funcao continua e F é compacto, pelo teorema de Weier-
strass d tem méaximo e minimo em E e pelo método dos multiplicadores
de Lagrange estes tém de ser atingidos nos pontos

Como d(—%, —%) =2V2+ \/% e d(%, %) =2V2 — \/% concluimos
que o ponto de E mais préximo de L é o ponto
3
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4.

a) Seja F(x,y,z) = z — cos(z? +y?). Entdo M ¢é definida pela equacio
cartesiana F(z,y,z) =0 portanto um vector normal a M no ponto
(v/5,0,0) é dado por VF(,/7%,0,0). Ora

VF(x,y,2) = (2zsen(z? + y?), 2ysen(z? + y*), 1)

portanto

1
T(\/g,o,o)M = {t(v2m,0,1):t € R}
e 0 espaco tangente é o complemento ortogonal deste, isto é

T, %70,0)M = {(z,y,2) € R®: V212 4+ 2 = 0}

b) M é um pedaco do grifico da funcdo cos(z? + y?) portanto uma
parametrizacao para M é dada por

9(z,y) = (z,y,cos(z® + y*)); 2* +y*> <7

Temos

i g k
gg gg = |1 0 —2xsen(a?+y?)
v y 0 1 —2ysen(z?+y?)

= (2wsen(z® + y?), 2ysen(z® + y*), 1)

Portanto uma expressao para a area de M é dada por

/1 :/ / ag @dedx
M oy

Vr—zZ
= / / V1 4(22 + y2)sen2(22 + y2)dady
T— xQ

a) Podemos aplicar o teorema da divergéncia ao volume
V={(z,y,2) eR®: 2> + > + 22 < 1,y > 0}
A fronteira de V é 9V = SU D onde D é a “tampa”
D= {(x,0,2) eR3: 2% + 22 < 1}

Como a normal a S dada é a normal interior a V', e a normal a D
unitéria exterior a V' é (0, —1,0), o teorema da divergéncia diz que

/disz—/F.ﬂ—i—/ F.(0

\% S D
/F.n:/—yZQ—/z2
S D \%
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isto é



O primeiro termo é 0 porque a fun¢ao integranda é constante igual a
0 em D. Para calcular o segundo termo podemos usar coordenadas

esféricas:
/ 22 = / / / 2 cos? ¢prisenddrdpdd
1%

= / —seng cos? pdo
0
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A conclusao é que o fluxo de F' através de S no sentido indicado é

Para calcular o fluxo de rotG podemos usar o teorema de Stokes.
Este teorema diz que

/ rotG.n = G
S oS

onde 05 é percorrida no sentido dado pela regra da mao direita. O
bordo de S é a circunferéncia

98 = {(z,0,2) : 2> + 22 =1}

e a regra da mao direita aplicada & normal n diz que 35S deve ser
percorrida no sentido que visto do eixo negativo dos y é contrario ao
dos ponteiros do relégio. Assim uma parametrizacao para 05 é dada
por

g(t) = (cost,0,sent), 0 < t < 27

[§]

21
% G = / (—asent + cost, /o, acost + sent).(—sent, 0, cos t)dt
as 0

27
= / adt
0

= 2T«

Concluimos que para que o fluxo de rotG seja igual a 107 é necessario
que o = 5.

Seja f :]0,400[— R a funcao f(z) = ﬁe%ﬁ.

H4 duas razoes porque nao podemos calcular directamente o integral
de f. Uma é que a regiao de integragao é ilimitada e a outra é que
a funcdo f ndo é limitada numa vizinhanca de 0. Assim vamos

usar o teorema da convergéncia monoétona para escrever o integral



como o limite de uma sucessao de integrais que podemos calcular
directamente.

Seja fx :]0, +00[— R a sucessao de fungoes definidas por

{ L —5ve se%ﬁxﬁk

xr

fr(z) =

0 caso contrario

Entao para todo o k, fi é integrével em [0, +oo[ porque

+oo k 1 _5\/7
/o f’f:[ﬁe e

k

é o integral de uma funcao continua num intervalo compacto.

Como a funcao f é positiva, a sucessao de fungoes f é crescente
(isto é, fr(z) < fry1(z) para todo o z € [0, +00]).
Finalmente, temos

‘ Le_5\/5dx — _g /k ie_Sﬁdaz
L N 5J1 2z
_ 250

)

1
k

Portanto a sucessao dos integrais f0+oo fr € limitada, (converge para
2

5):

Como fi(z) — f(z) para todo o z €]0,+o0[ quando k tende para
00, 0 teorema da convergéncia monotona garante que f é integravel

em |0, +oo] e
—e Vg = R

0o VT

A fungéo f decresce para 0 como % quando x tende para infinito por-
tanto nao é integrdavel. Para justificar esta afirmacao rigorosamente
podemos notar que, como a funcao f é positiva, se o integral existir
teremos para todo o nimero natural k

/+00 ! dm>/k ! dz = log(z + 1)|F = log(k + 1)
0 l"i‘l 0 $+1 o & 0~ &

Como nao existe nenhum numero real que verifique estas condicoes
para todo o k concluimos que o integral nao existe.



