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1. a) A regiao S tem o seguinte aspecto:
Y,

Portanto uma expressao para o integral é dada por
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b) O jacobiano da transformagao

r = Vu+l+Vo+1
= Vu+l-—+Vuv+1
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Nas novas varidveis (u,v) €]1, +00[x]1, +00[ 0 conjunto S é definido
pelas condigoes

r+y>2 & Vu+l1l>21 & uw>0
r+y<4 & Vu+l1<2 & u<3
T—y>2 & Vyv+12>21 & v>0
r—y<4 & \/m§2 s v<3

Finalmente, a funcao f escrita nas novas varidveis é

2’ —y’ = (z—y)(z+y) =4/ (u+ 1)(v+1)



Portanto, pelo teorema de mudanca de variaveis, temos
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a) Fazendo r = \/x2 4 y2, V é definido por r—1 < z < 1—,/r. Portanto
V é a seguinte regiao plana rodada em torno do eixo Oz:
z

1

z=r—1ler=z+1

-1

Para cada valor de z fixo, x e y variam num circulo com o raio
indicado na figura acima. Assim, uma expressdo para o volume é
dada pelo integral iterado:

1+z 1+z 7:):2
/ / / 1dydxdz+
(1+=2) 1+z)27:p2
(1 2) —232
/ / / 1dydzxdz
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b) As coordenadas mais adequadas ao calculo deste integral sao coor-

denadas cilindricas centradas no eixo Oz. Tendo em conta a figura
acima obtemos a seguinte expressao para o volume:

2 1—/1
Vol(V) = / // rdzdrdf

= /(1—\/;—7’—}—1)7‘0%‘
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Como as derivadas cruzadas sao iguais, o campo ¢é fechado.

b) Como R?—{(0,0)} nio é simplesmente conexo nao podemos concluir
da alinea anterior que o campo é gradiante. No entanto, podemos
ver se existe um potencial V(z,y):

ov — 2:D 2 1
o _ T e Viay) = loge? +7) +C
dy — aP+y?

Portanto o campo é gradiante, o que implica, que o integral ao longo
de qualquer caminho fechado em R? — {(0,0)} ¢ 0.

Alternativamente pode calcular-se o integral directamente: Uma
parametrizacao para a curva é g(t) = (cost,sent) com 0 < t < 2.
Portanto o integral em questao é dado por

2 t t 2
/ <COS, sen) .(—sent,cost) dt = / 0dt =0
0 L1 0

4. Seja {sx} uma sucessao de fungoes em escada definidas em |0, 1] tais que

i) sp(x) < spy1(x) g.t.p. em J0,1]
i) sp(z) — f2(z) q.t.p. em ]0,1]

iii) { fol sk} € uma sucessao limitada

Sem perda de generalidade podemos assumir que si(z) > 0 para todo
o x €]0,1[ (Podemos sempre substituir si(z) por max(sx(x),0). Esta
sucessao satisfard 6bviamente as duas primeiras condicoes e quanto a ter-

ceira: fol max(sg(x),0) < fol ).

Defina-se tx(x) = \/sk(x). Entdo t; é uma fungao em escada e

i) tr(x) < tg+1(z) q.t.p. em |0, 1] j& que a raiz quadrada é uma funcao
crescente.

ii) tx(x) — f(x) q.t.p. em ]0,1[ j4 que a raiz quadrada é uma fungao
continua.

iii) Seja M € R tal que fol s < M. Sejam I}, ; os subintervalos de uma

particao de |0, 1[ onde s;, é constante e s ; o valor assumido por s
no interior de Iy, ;.
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{jiseg>1) (i <1}
1
< /Sk+1
0
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portanto { fol t;} é uma sucessao limitada.

Concluimos que f é uma fungao limite superior, conforme pretendiamos
demonstrar.



