
Instituto Superior Técnico
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Apresente e justifique todos os cálculos

1. Considere o conjunto

S = {(x, y) ∈ R
2 : 2 ≤ x + y ≤ 4 , 2 ≤ x− y ≤ 4}

e seja f : S −→ R definida por f(x, y) = x2 − y2.

a) Escreva uma expressão para
∫
S f em termos de integrais iterados da(3)

forma
∫ (∫

dy

)
dx.

b) Calcule o integral
∫
S f usando a seguinte mudança de variáveis(3) {

x =
√

u + 1 +
√

v + 1
y =

√
u + 1−

√
v + 1

definida no conjunto D = {(u, v) ∈ R
2 : u > −1 , v > −1}.

2. Considere o conjunto

V = {(x, y, z) ∈ R
3 :

√
x2 + y2 − 1 ≤ z ≤ 1− 4

√
x2 + y2}

a) Escreva uma expressão para o volume de V em termos de um integral(3)
iterado da forma ∫ (∫ (∫

dy

)
dx

)
dz

b) Calcule o volume de V da forma que preferir.(3)

3. Considere o campo vectorial F (x, y) = ( x
x2+y2 , y

x2+y2 ) definido em
R

2 − {(0, 0)}.

a) Mostre que o campo é fechado.(2)

b) Calcule o integral de linha de F ao longo de um caminho fechado(3)
simples que percorre a circunferência de raio 1 centrada na origem
uma vez no sentido directo.

4. Seja f :]0, 1[−→ R
+ uma função tal que f2 :]0, 1[−→ R

+ é uma função(3)
limite superior em ]0, 1[. Mostre que f é uma função limite superior em
]0, 1[.


