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Integrabilidade

1 Teorema da Convergéncia Monétona

Teorema 1.1 Seja {fr} uma sucessdo de fungioes definidas num intervalo I C R™, tais que:
i) fr € L(I), Vk € N

it) {fx} € uma sucessao mondtona
iii) {/ fr} € uma sucessao limitada
I

Entao, {fr} converge para uma funcao f: 1 — R qtp, e tem-se:

e feL(l)
- /[f = [ 5,
kokk

A demonstracao deste teorema pode ser vista em [I, 2]. De seguida, apresentam-se alguns
exemplos de aplicagao.

Exemplo 1.1 Seja p > —1 e considere-se a fungdo f(x) = zP e definida no intervalo I =]0,1].
Entao f é integravel em I.

Y

Figura 1: A fungédo fj para f(z) =2?, (-1 <p<0)

De facto, partindo de f podemos construir uma sucessdo de fungdes, (fx), verificando as
condigoes do teorema da convergéncia mondtona.

Seja
{ 0, se()<x<%
f

(z), sef<z<l1

fie(z) = (k e N)

Na figura [l representa-se a construgao das fungées fr para —1 < p < 0.
Note-se que se tem:

i) fr € L(I) porque fj é continua no intervalo compacto [1/k, 1] e nula no intervalo ]0, 1/k][.



(p<-1)

[

Figura 2: A fungédo fj para f(z) =2P, (p < —1)

i) fr < fr41 porque a funcdo f é positiva.

iii) A sucessao de integrais (fI fx) é majorada. De facto, temos

[iom [ ara= - <
S 1/k:c xip‘f'l kP17~ p+1

Assim, tendo em conta que, por construgao, fr — f quando k — oo, concluimos que f € L(I).
Além disso, dado que p > —1,

1 1 1
[r=dim [ o= im —=0- 25 = =

KKk

Exemplo 1.2 Seja p < —1 e considere-se a fungao f(z) = z? e definida no intervalo I = [1, co].
Entao f é integravel em I.
Seja

fe(z) =

fl@), sel<z<k
{ (k eN)

0, sex >k

Na figura B representa-se a construcao das fungoes fx para p < —1.
Entao tem-se:

i) fr € L(I) porque fj é continua no intervalo compacto [1, k] e nula no intervalo ]k, oo.
ii) fr < fr41 pela forma como foram definidas as fungées fi e porque f é uma funcdo positiva.

iii) A sucessao de integrais (fI fx) é majorada. De facto, temos

k 1 1
/fk:/ wPde = ——(kPT - 1) - ———
1 1 p+1 p+1

Sendo convergente, certamente é majorada.

Assim, tendo em conta que, por construcao fr — f quando k — oo, concluimos que f € L(I).

Além disso, dado que p < —1,
1
= lim =
/I f k—oo /I fk P —+ 1



—X

Figura 3: A funcao fj para f(z) =e

kokok

Exemplo 1.3 A funcdo f(xz) = e~* definida no intervalo I = [0, oo[ é integrdvel e temos

/ e Fdr=1
[0,00[

De facto, considere-se a sucessao de fungoes (fj) definidas da maneira seguinte:

flx), se0<ax<k
fk(x){

0, sex >k

(keN,)

tal como se ilustra na figura
Entao tem-se:

i) fr € L(I) porque fj, é continua no intervalo compacto [0, k] e nula no intervalo |k, oo.
i) fr < fr41 pela forma como foram definidas as funges fi e porque a fungdo f é positiva.

iii) A sucessao de integrais (fl fx) é majorada. De facto, temos

k
/fk:/ e tdr=1—eF<1
I 0

Portanto, invocando o teorema da convergéncia monétona, concluimos que f € L(I) e, além disso,

/ e ¥dr = lim e %dr = lim (1—e %) =1
[0,00]

k—oo Jq k—o0
*kksk

Exemplo 1.4 A funcdo f(x) = xze™® é integrdvel em I = [0, ocol.

Procede-se como no exemplo anterior considerando a sucessao de fungoes (fy) definidas por:

f(x), se0<zx<k
fk(z){

0, sex >k

(k e N)

Facilmente se verifica que



i) fr € L(I) porque fj é continua no intervalo compacto [0, k] e nula no intervalo |k, oo
ii) fr < fr+1 pela forma como foram definidas as fungdes fi e porque a fungdo f é positiva.

iii) A sucessao de integrais ([, fx) ¢ majorada. De facto, temos

k
/fk:/ ze fdr=1—eF+ke* 1
I 0

Sendo convergente, sera certamente majorada.

/ ze *dr =1
[0,00[

KKk

Assim, f é integravel e

Exemplo 1.5 A funcéo f(z) = é integravel em I = [0, ool.

1
1+ 22
Tal como no exemplo anterior consideremos a sucessao de fungoes (fx) definidas por:

f(z), se0<z<k
fk(iﬂ):{

0, sex >k

(k e N)

Facilmente se verifica que
i) fr € L(I) porque fj é continua no intervalo compacto [0, k] e nula no intervalo ]k, oo
ii) fr < fr+1 pela forma como foram definidas as fungdes fi e porque a fungdo f é positiva.

iii) A sucessdo de integrais ([, fx) é majorada. De facto, temos

k
1
/fk:/ 5dx = arctank < T

Assim, o teorema da convergéncia monétona garanta que f é integravel e

k

———dx = lim dr = lim arctank = T
[0,00[ 1 =+ 332 k—oo 0 1 —+ 332 k—o0 2

KKk

Exemplo 1.6 A funcao

(2 + 42?2, se0<2?+y2<1
fla,y) =
0, se (z,y) = (0,0)

com a > —2 é integravel em
B={(z,y) e R*: 2® +y* < 1}

Note-se que a fungao f pode nao ser limitada em B. Assim, consideremos a sucessao de fungoes
(fx) definidas da forma seguinte:

flz,y), se+ < /z2+y2<1
Fulz,y) = ’ (k € N)

0, se 0 < /a2 +y? <+

Facilmente se verifica que



i) fx € L(B) porque fj, é continua no compacto Cj, = {(z,y) : + < /2> +y> < 1} e nula em
B\ C.

i) fr < fr+1 e fx — f, porque f > 0 e pela forma como foram definidas as fungdes f.

iii) A sucessao de integrais (fB fx) é majorada. De facto, em coordenadas polares, (p, 8), e sendo
a > —2, temos

2 1 1
2T 1 2T
= “dp | do =2 “tldp = 1-— <
/Bfk /0 (/Ukpp p) W/l/kp r=is ) <533

O teorema da convergéncia monétona garante que f € L(B) e

27
= li =
/Bf kLH;oLfk a 12
kk

*

Exemplo 1.7 A funcao
1

f(m’y’z):\/TTy?

é integravel no cilindro dado por
C={(r,y,2) eR®: 2+ <1;0<z<1}

Note-se que f é uma funcao ilimitada em qualquer vizinhanca do eixo vertical z.
Consideremos a sucessdo de fungoes (fx) definidas por

f(x7yaz)7 Se%<\/$2+y2<1;0<z<1
fk(x7yaz) = (k/’ GN)

0, seOS\/m<%;0<z<1
Sendo f continua e limitada no conjunto limitado
Ck:{(x,y,z):%<\/m<1; 0<z<1}
entdo fi € L(C).

Sendo f > 0 e pela forma como foram definidas as fungoes fi, temos fr < fit+1.
Além disso, em coordenadas cilindricas (p, 6, z), temos

2r 1o, 1
/ fr= / / / —dpdzdf =27(1 — =) < 2m
le} 0 0o J1/k P k

Assim, pelo teorema da convergéncia mondtona, concluimos que f € L(C) e
f= lim fi=2n
c k—o0
Kok

Exemplo 1.8 A funcao
flay) = e FvD)

é integravel em R? e
/ e_(IZerz)dmdy =T
R2



Consideremos a sucessao de fungoes (f) dadas por

flxy), se0< a2 +y?<k

fre(z,y) = (k € N)

0, se /2 +y? >k

Entao:
i) fr € L(R?) porque fj é continua no compacto By = {(z,y) : 0 < /22 + y2 < k} e nula em
R%\ By.

i) fr < frt1 e fx — f, porque f > 0 e pela forma como foram definidas as fungoes fy.

iii) A sucessao de integrais ( [p. fr) é majorada. De facto, em coordenadas polares, (r,0), temos

27 k k
/ fe = / / re”"dr | df = 77/ 2re " dr = (1 — e_kz) -
R? 0 0 0

O teorema da convergéncia monétona permite concluir que f € L(R?) e

/ ef(IZﬂ’Z)dzdy =
RZ
kkok

Exemplo 1.9 Para a > 3/2, a funcao

1

f(ﬂ?,yvz):m

é integravel em
D ={(z,y,2) €R® : 2® +y* + 22 > 1}

Considere-se a sucessao de fungoes (fi) definidas da forma seguinte:

fla,y,2), sel<2+y2+22<k
fk(xvyaz): (kGN)
0, se /22 + 92 +22 > k
Tal como no exemplo anterior temos,
i) fr € L(D) porque fi é continua no conjunto compacto
Dy ={(z,9,2) : 1 < Va2 + 12 + 22 < k}
e nula em D\ Dy.

i) frx < frt1 e fx — f, porque f > 0 e pela forma como foram definidas as fungoes fy.

iii) A sucessdo de integrais ( [, fx) é majorada. De facto, em coordenadas esféricas, (1,0, ), e
sendo o > 3/2, temos

2m s k 1 k 4ﬂ'
/ fr = / / / r?senp——dr | do | df = 47T/ r2=2%dr = (K372 — 1)
D 0 0 1 r2e 1 3—2a

e, portanto,
47
[ -

Assim, pelo teorema da convergéncia monétona, concluimos que f € L(D) e

47
— 1 —
/Df kLHQO/Df’“ 2a — 3




2 Teorema da Convergéncia Dominada

Teorema 2.1 Seja {fr} uma sucessdo de fungoes definidas num intervalo I C R™, tais que:
i) fr € L(I), Vk € N
it) Existe uma funcdo f: I — R tal que fr, — f qip.
i) Existe uma funcao g € L(I) tal que |fx| < g; Vk
Entao,

o fe L)
-/If :klgn;o/Ifk

*kokck

A demonstragido deste teorema pode ser vista em [Il, 2]. Na préctica usa-se muitas vezes
uma versao do teorema da convergéncia dominada para fungoes continuas. Esta versao estabelece
um critério que permite determinar se uma dada funcao continua é integravel.

Corolario 2.1 Seja f: I — R uma func¢do continua, definida num intervalo I C R™, e suponha-
mos que existe outra fungdo g € L(I) tal que

IfI<g qtpemlI

entao, f € L(I).

Para demonstrar este corolario basta considerar uma sucessao de intervalos compactos I,, tais
que
. _ o]
In C InJrl 3 1= Un:lln

e a sucessao de fungoes f,, definidas por
Jn = fXIn

em que x designa a fungao caracteristica de I,.

Note-se que é claro que f, — f qtp. Por outro lado f, € L(I) porque f, é continua sobre o
intervalo compacto I,,. Por definicao de f,, é também claro que

[ful < 9.
Portanto, o teorema da convergéncia dominada garante que a funcao f é integravel em 1.
Kook
Exemplo 2.1 Considere-se a fungao
@) = sen
22
definida no intervalo I = [1, ool
Trata-se de uma funcao continua tal que
senx 1
@) =175 < — = g(@)

Sendo g integravel em I, pelo coroldrio Bl do teorema da convergéncia dominada, concluimos
que f é integravel em 1.



kokok

Exemplo 2.2 Seja

no intervalo I = [0, co].
Por se tratar de uma fungéo continua, podemos tentar encontrar uma funcao g € L(I) tal que
1
|f| < g atp em I. A primeira ideia seria considerar g(z) = — porque 1+ z* > 2*. No entanto,
x
esta fungdo g nao é integravel em |0, co[, mas é integravel no intervalo |1, 00[. Assim, devemos
analisar f na unido dos intervalos [0, 1] e |1, 00[. De facto, temos,

22, se0<z<1

)

[f(@)] = f(z) S{

1
=, sex>1

2?2, se0<z<1
g(z) =

1
=, sex>1

Assim, seja

Note-se que g ¢ integravel em I porque x? ¢ integravel em [0,1] e 1/22 é integravel em |1, 00].

Portanto, pelo coroldrio 21l do teorema da convergéncia dominada, f € L([I).

kkk
Exemplo 2.3 Considere-se a fungao
1
definida no intervalo ]0, ool.
Neste caso temos )
—= 0<z<1
vz se =
[f ()] <
z51/27 sex>1

Sabendo que 1/+/z é integravel em |0, 1] e 1/25/2 é integravel em [1, 00|, pelo corolario Bl do
teorema da convergéncia dominada, concluimos que f é integravel em 1.

Kook
Exemplo 2.4 A funcdo f(z) = logz é integravel no intervalo I =]0, 1].
Note-se que f nao é limitada em I. No entanto, por ser continua, f € integravel no intervalo

compacto [e, 1] para todo 0 < e < 1.
Resta-nos analisar f no intervalo ]0, ¢[. Para isso, relembremos que para todo p > 0 temos

2Plogz — 0 quando z — 0T
Tome-se p = 1/2. Entéo, existe ¢ > 0 tal que
0<z<e=|Vrlogz| <1

ou seja,
1
logz| < — se O<z<e
|log x| < NG
Sabendo que ﬁ é integravel em |0, €[, concluimos, invocando o coroldrio X1l do teorema da
convergéncia dominada, que log x é integravel em 0, 1].



kokok

Exemplo 2.5 Vamos aplicar o teorema da convergéncia dominada para calcular o limite

oo rn
lim ——dr
n—oo J 1+ rn+2

Para cada n € N, seja f, : [0,00[— R a funcao definida por

Tn

1 4 pnt2

fu(r)

Trata-se de uma funcao continua, nao negativa e, portanto, sera integravel se for majorada por
outra fungao integravel.
Sendo 1+ r"*2 > 1, temos

falr) <r" <1;para0<r<1

Pela mesma razao,

fn(T) S 7“"+2 = T_2
Portanto, se considerarmos a fungéo g : [0,00[— R definida por

1, sel0<r<l1

gr) =1 |
o ser>1

n<g;Vn

entao, temos

Assim, as fungoes f,, sdo integraveis em [0, co| porque a fungao g é integravel.
Por outro lado, é f4cil verificar que f, — f em que f : [0,00[— R é a funcdo dada por

0 sel<r«<l1
-

L oser>1
ks

Estamos, assim, nas condigoes de aplicar o teorema da convergéncia dominada e concluimos
) ) s
que

o0 [e.9] oo 1
lim Jn(r)dr = / f(r)dr = / —dr=1
n—eeJo 0 1 T
skoksk

Exemplo 2.6 Recorrendo ao teorema da convergéncia dominada podemos calcular o limite se-

guinte
n

. T\"™
lim zr(lf—) dr=r!; reN
n—oo [q n

Em primeiro lugar note-se que a variavel n aparece no intervalo de integragao. Para ultrapassar
esta dificuldade consideremos as fungoes f,, definidas por

T

) =" (1= )" x,@)

em que x designa a fungao caracteristica do intervalo [0,n]. Assim, teremos
n

[0,7]

lim fn=rl
n—oo [0700[



E claro que, para cada n, se tem f, € L([0,00[) por se tratar de uma func¢ao continua no
intervalo compacto [0, n].
Por outro lado, note-se que
x€X n
lim (1-2) e
n—oo n

ou seja, f, — f em que

flx)=2a"e ",
Relembremos que, para 0 <t < 1, temos
t tk
I—t) P =14t+.. . +th+.. = TR +E+...:et

e, portanto, para 0 < x < n, obtemos
-1
() e
o >

(1 - E)n <e™; em[0,n]

n

ou seja,

Estamos, assim, em condigoes de aplicar o teorema da convergéncia dominada e temos

lim fn= / e dr =l
0

e [0700[

Note-se que o integral fooo z"e”"dx pode ser calculado usando o teorema da convergeéncia
monétona (ver exemplo [L4] para r=1).

3 Regra de Leibniz

Surgem na préctica certas fungoes que sao definidas através do integral de outras fungoes e
coloca-se a questao da sua derivagao. Em certas condigoes, a regra de Leibniz estabelece, em
termos grosseiros que a derivada de uma funcao definida por um integral é o integral da derivada.

Seja F(t) = [, f 4 f(x,t)dx para t € B, sendo A e B intervalos. Pretende-se estabelecer que a
seguinte sequenc1a de 1gualdades seja verdadeira

4 s = g ELEDF

h—0
o fz, ) - f@t)
h—0 h

I
—
—
@
“@F
+
=
|
g
8
N’
IS8

Para que tudo faca sentido, fixando ¢t € B, devemos ter
a) A fungao f(z,t) deve ser integrdvel em A como funcio de z.
b) A derivada %f(x, t) deve existir em quase todos os pontos x € A.

Para além disso, é crucial que seja possivel trocar o simbolo de integral com o simbolo de
derivada. Paraisso, é natural pensar em algum teorema de convergéncia. Se for possivel estabelecer
que existe uma funcao g € L(A), independente de ¢ tal que

|f(x,t+hf)L—f(x,t)| < g(a)

10



entao, invocando o teorema da convergéncia dominada, teremos estabelecido o resultado preten-
dido (cf. [T1 21).

Teorema 3.1 Seja f: A x B — R uma funcao tal que
i) A fungdo x — f(z,t) € integrdvel em A.
it) A derivada %f(ac,t) existe em quase todos os pontos x € A.
iii) Existe uma funcao g € L(A), independente de t, tal que

o (@ 0] < (@)

para quase todo x € A.
Entao,

d 0
— = — . Leibni,
g /A f(z,t)dx /A 8tf(x,t)dm Regra de Leibniz)

KKk

Exemplo 3.1 Neste exemplo vamos usar a regra de Leibniz para mostrar que
0 e T — efxt
/ ——dx=logt; t>0
0 T

Consideremos a funcao f(z,t) = 671767“ definida para x > 0; t > 0. Note-se que se tomarmos

f(0,t) =t —1, entdo f(z,t) prolonga-se continuamente aos pontos da forma (0,¢), ¢t > 0.
Facilmente se verifica que |f(z,t)| < g(z,t) em que a funcdo g é definida por

|f(x, )], se0<zx<1;t>0
g\x,t) =
e T —e ™ sex>1;t>0

Note-se que a fungao g é integravel em z para cada t > 0 fixo. Portanto, a funcao dada pelo
integral

estd bem definida.
Por outro lado, temos

0
af(mat) = e_lt
Assim, dado t > 0, seja a > 0 tal que ¢t > a. Entao temos
0<e @ <e™@:.2>0;t>a>0

e, portanto, podemos aplicar a regra de Leibniz e calcular

oo

/ _ g _/OO —xt _1
F'(t) = ; atf(cc,t)dx— ; e dm—t

de onde concluimos que

F(t) =logt +C
Sendo F(1) = 0, obtemos

© —x _ ,—xt
F(t) :/ idmzlogt
0



Exemplo 3.2 Consideremos a funcao definida por

F(t):/ e senxtdx
0

T

Vamos usar a regra de Leibniz para mostrar que F'(t) = arctant. Note-se que efectuar o célculo
do integral directamente nao é facil. No entanto, se calcularmos a derivada da fungao integranda
obtemos a fun¢ao

ot
cujo integral é certamente mais facil de calcular. Portanto, torna-se necesséario verificar que po-
demos aplicar a regra de Leibniz para calcular a derivada F’(t) e seguidamente, por primitivagao,

obter F'(t).
Consideremos a funcao definida por

X

0 <ez senxt) o
— | =e “cosxt

e *senuxt
flat) ===

Se tomarmos f(0,t) = f(x,0) = 0, entdo, a fungdo f poderd ser prolongada por continuidade
a todo o espaco R? e, portanto o integral que define F(t) existe. De facto, para 0 < < 1, sendo
f continua, o respectivo integral existe. Para x > 1, sendo | sen at| < 1, obtemos |f(z,t)] < e 7 e,
portanto, o integral existe.

Por outro lado, facilmente obtemos a seguinte estimativa

%f(z,tﬂ =le Pcosat| <e ”

Sabendo que a funcéo e~* ¢ integrével em [0, o[, estao verificadas as condigdes de aplicagao

da regra de Leibniz e, portanto, temos

oo

F'(t) = gf(x,t)da: = / e~ ¥ cosatdr =
o Ot 0

142

Sendo F'(0) = 0, concluimos que
F(t) = arctant.
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