
An�alise Matem�atica III

2o semestre de 2005/2006

Exerc��cio Teste 4 (a entregar na semana de 27/03/2006)

4A Determine o volume do conjunto

S =
�
(x; y; z) 2 R3 : 0 < y + 2x < 2; 0 < y � x < 2; 2� x2 � y2 < z < 3� x2 � y2

	
usando uma tranforma�c~ao de coordenadas adequada.

4B Calcule o momento de in�ercia, em rela�c~ao ao eixo Oz, da nave espacial

D =

�
(x; y; z) 2 R3 : jzj � 1�

�p
x2 + y2 � 3

�2�
:

sabendo que a respectiva densidade de massa �e constante igual a 1 (est�a cheia de
�agua).

Resolu�c~ao

4A A fun�c~ao de classe C1

h : R3 �! R
38<

:
u = 2x+ y

v = �x+ y

w = x2 + y2 + z

(1)

transforma S num paralelip��pedo com faces paralelas aos planos coordenados (ou
intervalo)

h(S) =
�
(u; v; w) 2 R3 : 0 < u < 2; 0 < v < 2; 2 < w < 3

	
:

A matriz Jacobiana de h �e

Dh(x; y; z) =

0
@ 2 1 0
�1 1 0
2x 2y 1

1
A ;

e portanto o Jacobiano
Jh = det(Dh) = 3;

�e constante e diferente de zero. Veri�ca-se f�acilmente que a fun�c~ao h tem inversa,
pelo que de�ne uma transforma�c~ao de coordenadas e podemos aplicar o teorema



de mudan�ca de coordenadas de integra�c~ao. Vamos precisar do Jacobiano da fun�c~ao
inversa, J(h�1),

J(h�1) =
1

J(h)
=

1

3
:

O volume de S �e ent~ao dado por

V ol(S) =

ZZZ
S

1 dxdydz =

Z 2

0

Z 2

0

Z 3

2

1 �
1

3
dwdvdu =

1

3
� 2 � 2 � 1 =

4

3
:

4B Em coordenadas cil��ndricas

g :

8<
:

x = � cos(�)
y = � sin(�)
z = z;

temos

g�1(D) : jzj � 1� (�� 3)2 ,

, �1 + (�� 3)2 � z � 1� (�� 3)2;

pelo que o corte de g�1(D) com � = const �e, no plano O�z, a regi~ao entre duas
par�abolas com eixo � = 3. O momento de in�ercia, em rela�c~ao ao eixo Oz, da nave
espacial com densidade de massa � = 1 �e

Iz =

ZZZ
D

d2z � dxdydz =

ZZZ
D

�
x2 + y2

�
� 1 dxdydz =

=

Z 2�

0

Z 4

2

Z 1�(��3)2

�1+(��3)2
�2 � � dzd�d� =

Z 4

2

Z 1�(��3)2

�1+(��3)2

Z 2�

0

�2 � � d�dzd� =

= 2�

Z 4

2

�3 � 2
�
1� (�� 3)2

�
d� =

= 4�

�
�
�6

6
+

6

5
�5 � 2�4

�4
2

= 44
3

5
� �= 482; 6:

2


