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Exercicio teste 11 (aentregar na aula prética da semana de 13/12/2002)
Considere a superficie M definida por

M:{(:U,y,z)ER3 ; z:evx2+y2,l<z<e}.

(a) Calcule a massa de M sabendo que a sua densidade de massa é dada
por
o(z,y,2) = —F——.
(w07 = s

(b) Considere o campo vectorial F' : R® — R? definido por F(z,y,z2) =
(—y,x, z). Calcule o fluxo de F através de M segundo a normal unitéria
que tem terceira componente negativa, usando

(i) a defini¢ao de fluxo;

(ii) o Teorema da Divergéncia.

Resolugao

a) Em coordenadas cilindricas (p, 0, z), temos

x = pcosb
= psind
z = z

e M é definida por ¢’ = z com 0 < p < 1. Uma parametrizacao para
M com excepgao dos pontos com y = 0, x > 0, é dada por

g(p,0) = (pcosf,psinf,e’), 0 <O <2m, 0<p<l1,



Temos entao

dg €1 €2 €3
=| cosf sinf ef | = (—pe’cosb,—pe’sinb, p)
—psinf pcosf 0

0
DigxDsyg = 6_,(g)><%

e ||D1g x Dagl|| = pv/1+ e?,. Assim, a massa de M ¢é dada por

2
Massa(M) = /adS / / NI D1g x Dagl| dp db

2
= / /—p\/1+62/’dpd9

4

— [(1 + 2p)3/2]0 ; ((1 i 62)3/2 _ 23/2) '

3

b)i) O vector Dyg x Dyg calculado na alinea anterior tem sempre a 3* com-
ponente positiva, pelo que é necessério trocar o sinal para calcular o

fluxo.
/ F-ndS = / / - (D1g x Dsg) dpdf

= —/ / (—psiné, pcosf,e’) - (—pe’ cos b, —pe’ sin b, p) dpdb
o Jo

21 1
= —/ / pef dpdf = —2m
o Jo

b) ii) F é um campo vectorial de classe C' em R? pelo que podemos aplicar
o teorema da divergéncia a regiao

D={(z,y,2) e R®: eVTHV < z < e}.
A fronteira de D é formada por M e pelo disco
S={(z,y,2) eR*: 2> +¢y* <1, z =e}.

Uma vez que a normal a M dada é a normal exterior a D, o teorema
da divergencia diz que

/didexdydz:/ F-ndS+/F~(0,0,1) ds
D M S

onde (0,0,1) é a normal exterior ao disco S.



Como div F' = 1 conclui-se que
/ F-n dS =vol(D) —/F-(0,0,l) ds.
M s

Temos entao

2 1 e 1
vol(D) = /0 /o / p dzdpdf = 27T/0 ple —ef) dp=m(e—2)
er

e, visto que no disco S o campo F' é dado por F(z,y,z) = (—y,x,e),
obtemos

/F-(0,0,l) dS:/edS:e-érea(S):eﬁ.
s s

Podemos assim concluir que

/F-ndS:W(e—Q)—eW:—%r.
M



