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1. Considere o conjunto:

M ={(z,y,2) eR®:2? — 2024+ 2> - 2° =0,y > 0; 1 < 2 < 3},

a) Mostre que M é uma variedade e determine a sua dimensao. (2.5 val.)
b) Determine o espago normal e o espago tangente a M no ponto (0, 2, 2).
(3 val.)
c) Justifique porque a equacio z? — 22z + 2y* — 22 = 0 determina z
implicitamente como funcao de classe C! de z e ¥ numa vizinhanca
do ponto (0,2,2), e calcule a derivada parcial g—Z(O, 2). (2.5 val.)

Resolucao

(a) M é o conjunto de nivel 0 da fungao F(z,y, z) = 2% — 2x2 +2y° — 23,
de classe C'. A matriz derivada de F ¢é dada por:

DF(z,y,2) = [2(x — 2), 4y, —2x — 32%)].

Temos:
DF(z,y,z) #(0,0,0) V(z,y,2) € M

porque 4y > 0,V(z,y,z) € M, ou porque DF(z,y,z) = (0,0,0)
implica (z = 2) A (y = 0) A (=22 — 322 = 0), ou seja (z = 0) V (2 =
—2/3), portanto (x,y, z) € M. Conclui-se que M é uma variedade, e
que a sua dimensao é 3 —carDF =3 —1=2.

(b) Os vectores normais a M no ponto (0, 2, 2) sdo gerados por DF(0,2,2) =
(—4,8,—12). Portanto o espago normal a M é dado por:

To22M* ={c(-1,2,-3): ce R}.

Os vectores tangentes a M no ponto (0, 2,2) sdo perpendiculares ao
vector (—1,2, —3), portanto sao solugoes da equa¢do —a+2b—3c = 0.
Assim

T(0,2,2)M = {(b(Q, 1,0) -+ C(*?),O, ].) . b,C S R} .

(c) A fungdo F(z,y,z) = 2% — 2xz + 2y — 23 é de classe C! em R3,
e verifica F(0,2,2) = 0, %—5(0,2,2) = —12 # 0. Pelo Teorema da
Fungao Implicita, existe uma vizinhanga de (0, 2,2), onde a equagao



F(z,y,z) = 0 determina z implicitamente como funcio de classe C*
de x e y. Temos ainda:

0z (© )__GF/8y 8
dy " OF[0z| (g0, 12

2. Considere o campo vectorial F(z,y,z) = (z,y,z + 1) e a superficie
S={(z,y,2) ER® : z+y+z=1, 2,y,2>0}.

Calcule o fluxo de F através de S no sentido da normal com terceira
componente negativa.

(a) pela definigao de fluxo; (3 val.)
(b) usando o teorema da divergéncia; (3 val.)
Resolugao

(a) Consideremos a parametrizagao de S definida por:
g9(z,y) = (z,y,1 -z —y),
com
(z,y) €T :={(z,y) eER*: 0<y<l—z,0<z<1}.
A sua matriz Jacobiana é dada por

1 0

Dy(p,0)=| 4
-1 -1

Vemos que
D,g x Dyg=(1,1,1)

tem o sentido contrario ao pretendido, pois a sua terceira componente
é positiva. Assim,

F(g(x,y)) - (Dzg X Dyg) = (v,y,2 —x —y)-(1,1,1) =2

pelo que o fluxo é dado por

/SF-VdS: = —//TF(g(x,y))-(l,Ll)dxdy
[ 2dvdy = —24rea(T) = —2x = = —1
/I (1) = -2 3



Alternativamente, vemos facilmente pela equacao do plano x+y+z =

1 que a normal unitdria do enunciado é v = —%(1, 1,1). Assim,
1
F-vdS= = — [ (z,y,2+1)-(1,1,1)dS
/ il
1 1
= — [ z+y+2z+1dS=—— [ 2dS
V3 Js V3 Js

: / 2 //

= —— [ 1dS=—-—— D,g x D,||dx dy
V3 Js V3 Ly 1P il
2

= —— xV3xidrea(T) =—1.

V3
(b) Temos divF =141+ 1=3. Seja D a regiao
D={(z,y,2) eR*: 0<z<1—2—y, z,y>0}

e By, By e B3 as regioes

Bl: = {(5'37yaZ)E]R3:Z:O’Oéygl_gj}7
By: = {(z,4,2)€R>: 2=0,0<2<1—y},
33: = {(x,y,z)eR?’:y=070§2§1—$}~

Sejam np, = (0,0,-1), np, = (—1,0,0), np, = (0, —1,0) as normais
unitérias a By, B2 e Bs, respectivamente, exteriores ao sélido D (note
que 0D = S'U By U By U Bs). Pelo Teorema da Divergéncia temos,

/// divF:/F~neXt+/ F~n31+/ F~n32+/ F-ng,.
D S Bl B2 BS

Como
%

1 1—x l1-xz—y
/// divFh = // / 3dzdydx
D o Jo 0
1 1—z
= 3// 1l—z—ydyde =
o Jo
1 2

Y jy=1—-=z
SR RCERTEE Sy

1
S [0 epa Yo erty=

* npg, =(0,0,—1) e F-npg, = —(24+1) = —1 em By, pelo que

1

/ F-np, = —(4rea By) = — =,
B4 2

* np, =(-1,0,0) e F-np, = —x =0 em By, pelo que

/ F-nB2=0,
Bs



* np, =(0,—-1,0) e F-np, = —y = 0 em Bs, pelo que

/ F~n33:O,
B3

11
Foneg==+=-=1
/S 2 "2

Note-se que este fluxo é segundo a normal exterior a D e que o fluxo
pedido é segundo a normal interior, pelo que o resultado deverd ser
—1, como o obtido na alinea (a).

obtemos

3. Utilizando o teorema de Stokes calcule o fluxo do campo
H(z,y,z)=(y+z,2+z,2+7y)
através da superficie
L:{(Jc,y,z)eR3 cz=ax+y? y>0, z<4}7
no sentido da normal com terceira componente positiva. (3 val.)

Resolugao

O campo H é de classe C! em R? e tem divergéncia nula
divH =04+0+0=0.

Uma vez que R? é um conjunto em estrela concluimos que H é um campo
rotacional, i.e., tem um potencial vector, A,

rotA = H<&
& %—%—‘}3 = Hy=x+z2
8613:2 _ 8ay1 — H3 — x_;'_y
Escolhendo A; = 0,
T
—88—‘2;’ = x+z <&
aamQ e x+y
- %2 = vtz
& Az = %5 —zx+c3(y,2)
2
Ay = T Hay+ely2).
Substituindo As e A3 na primeira equagao,
0 x? 0 [x?
87y f?fz:v+03 e ?+yx+02 = Ytz
0 0
deg ey _

dy 0z



Escolhendo c¢3 = 0 obtemos

2

z
02:—yz—§+k,

pelo que um potencial vector de H é dado por

2 2 2
A= (O,Z—&—ym—yz—z,—g—zx).

Pelo teorema de Stokes temos entdo

//H~nLdS:// rotA~nLdS:/ A - dg,
L L c

onde C = 0L = C{ U (5, Cy é um arco de uma parabola no plano xOz
Ci = {(x,y,z) eER? 1 y=0,z2=22%2< 4},
e Cy é uma semi-circunferéncia,
Cy={(z,y,2) ER® : z=4,2" +y> =4,y > 0}.
Usando x como parametro na curva C1,
g1(x) = (x,0,2%), -2 <2 <2,

e tendo em conta que o sentido induzido por ny, em C' é o sentido horario
para um observador no ponto (0, 50,0), obtemos

2 2 4 2
/ A-dgy = / <0,mm,xx3>~(1,0,2x) dr =
e L\ 2 T 22

2
2 128

= —/ (2® +22%) do=-Za° =
—2 5 5

Para Cs, usando a representacao paramétrica,
g2(0) = (2cos(0),2 sen(d),4), 0 <6 <,

temos

[ A=
Ca

= [, (0,2cos?(8) + 4 cos(f) sen(d) — 8 sen(f) — 8, —2cos?(#) — 8cos(f)) -
- (=2 sen(0),2cos(6),0) df =

/7r (4cos®(0) + 8 cos® () sen(d) — 16 sen(d) cos(d) — 16cos(d)) df
0

s

= [4 sen(f) — g sen®(0) — §COS3(9) + 4cos(20) — 16 sen(d)| =
0

16
3

Concluimos entao que

128 16 304
//H~nLdS:/ A-dgl+/ Adgy = ——2 4 2= 21
L C1 Co 5 3 15



4. Seja S a superficie em R*:

S = {(m,y,z,t) ER:z= fl(xay); t= f2(xay); (I,y) € T}:

onde f1, fo sdo funcdes de classe C' em T, e T é um subconjunto aberto
de R2.

a) Obtenha uma férmula geral para a drea de S (ou seja para fs 1,
pressupondo que esse integral é finito) na forma de um integral duplo
envolvendo as derivadas parciais de f1 e fs. (1.5 val.)

b) Calcule a &rea da superficie S dada por: (1.5 val.)

z=x+2y, t=—-x4+y, O0<z,y<l.

Resolugao

(a) A superficie S é parametrizada pela funcao:

g(x,y)Z(m,y,ﬁ(x,y),fz(x,y)), (x,y) eT,

cuja matriz derivada é:

1 0
0 1

Dg(x,y) = | af of
oz 5}

ofs  Ofs

ox Jy

Obtemos assim uma expressdo para o factor y/det(Dg?Dg) no inte-
gral:

V/det(Dgt(x,y) Dy(x,y))
1+(%>2+(%)2 %%4_%% ‘|

5 8(930 o %m 89:68 awaay
P v Bhr gy

= det

ox Oy Jy

Depois de alguma simplificacdo, obtemos:

onN?  (0f:\° (0AN  [(0f:\? [(0fi8f» 8f20h)\°
e G+ () () ()~ (-3

Assim uma férmula geral para a drea de S é:

AfN: | (0R\° (AN [0\ (0fidfs Of20f1\"
//JH(M) H(5) +(3) (&) (B wa) wo

(b) Aplicando a férmula na alinea anterior, a drea é dada por:

1
/ / V1T dx dy = V17.
o Jo



