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ANALISE MATEMATICA Il
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TESTE 1 — 29 DE OUTUBRO DE 2005

apresente e justifique todos os calculos
duragdo: hora e meia (9:00-10:30)

(1) Considere a seguinte regido de R3:

S={(r,y,2)eR?*: -1 <2<1,0<y<1,0<z2<1+2%}.

(3 val.) (a) Calcule o integral ///(x + 1)y.
S
(3 val.) (b) Dada uma fungdo f integravel em S, escreva uma expressio para // f da
s

[ () ) o)

(a) A regido S é constituida pelos pontos (z,y,2) € R3 com coordenadas
(x,y) no rectangulo [—1,1] x [0, 1] e com coordenada z entre o plano z =0 e a
superficie z = 1 + 22. Como esta superficie se obtém transladando o grafico da
pardbola z = 1 + 2% (no plano z0z) ao longo do eixo Oy, obtemos o seguinte
esboco:

forma

FIGURE 1

O integral pedido pode ser calculado facilmente por um integral iterado na
ordem dz dx dy. De facto, se fixarmos y € [0, 1], obtemos os seguintes cortes
verticais:
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FIGURE 2
e entdo o integral pedido é o seguinte:
1 1 1+a?
///(x—l—l)y:/ / / (x+ 1)y dz|de | dy
S 0 -1 \Jo

:/01 (/_11(1+x2)(1+x)yda:) dy
:/01 (/_11(1+x+x2+x3)ydx) dy

(b) Para o integral iterado pedido, hd que fixar primeiro a coordenada z. Do
esboco acima, é claro que, se fixarmos z, obtemos os cortes representados na
Figura 1.

Com efeito, se fixarmos z € [0, 1], obtemos como corte um rectdngulo com
rel-1,1eyel0,1]:

FIGURE 3

Se fixarmos z € [1, 2| obtemos como corte dois rectdngulos:
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FIGURE 4

O integral iterado escreve-se entdo:

M= [ (e e)e
+/12 (/01 (/11 .y, 2) da:) dy> i
(L (s ae) )

(3 val.) (2) Calcule a massa do sélido

B={(z,y,2) eER® : 0<2<a®+y* -1, 2° +y* <4,y > 0},
y*z

cuja densidade de massa é a fungdo o(x,y,z) = Zip

RESOLUGAO: O conjunto B é a regido entre a superficie de revolugdo z =
22 + 9% —1, o cilindro 22 + 4% = 4, e o plano z = 0, com y > 0.

Assim, vamos utilizar uma transformacdo g : R® — R3 de coordenadas cilin-
dricas em relacdo ao eixo Oz:

x = pcosb
y = psinf
z = z.

O determinante da matriz Jacobiana desta transformacgdo é entdo
| det(Dg(p, 0, 2))| = p
e, nestas coordenadas, a regido é descrita por
g (B)={(p,0,2): 0<f<m 1<p<2 0<z<p’—1}.

Fazendo um corte com 6 constante (0 < 6 < 7) obtemos a seguinte figura:



FIGURE 5

Assim, como o (g(p, 0, z)) = zsin® 6, a massa do sélido B é dada por

/// o(x,y,z dxdydz-/// pzsin®0 dzdpd

(B)
2 z=p>—1
/// p zsin dedpde—/ / psin 8{ ] dp db
2=0
/ / p(p* —1)?sin?Odpdf = — / sin” 6 [(p? —1)3} de
:Z/o sin 6’d¢9—9§

(3) Considere os campos vectoriais
1

F(x,y,z2) = e

yg(x>y>z+x>7 € G(m,y,z):(Zx(y—l),x2,1)

a) Indique se o campo G é gradiente no seu dominio e, em caso afirmativo,
calcule uma func3o potencial.

b) Calcule [, (F+ G) - dg onde C' é o segmento de recta entre (1,0,0) e
(1,0,2m), orientado no sentido ascendente.

c) Calcule [ (F + G)-dv, onde T é a curva descrita por y(t) = (cos t,sen t,t),
com 0 <t < 2.

d) Sem calcular as derivadas parciais de F' indique, justificando, se F' é um
campo fechado.

RESOLUGAO:
(a) G' é um campo de classe C' em R3 e
G, _ 0,
Ay ox
96 _ ) _ G
0z Ox
0G, _o0= 0G5

0z Oy’



pelo que G é um campo fechado. Como o dominio de GG, R3, é um conjunto
simplesmente conexo, conclui-se que GG é um gradiente.
Um potencial ¢ para G obtém-se resolvendo o sistema

= -1 (ewn) = Py-1+ Gl
By = 12 — QS(.CE,y,Z) = $2y+02($,2)
% _ o(z,y,2) = z+Cs(z,y)

donde se conclui que um potencial para GG é dado por

¢($,y72’) = $2(y - 1) +z.

(b) Para calcular fc F'- dg podemos usar, por exemplo, a parametrizacao de '
no sentido indicado dada por g : [0,27] — R?, com g(t) = (1,0,¢). Assim,

/F- dg:/sz(g(t))-g’(t) dt:%/zw(l,o,t+l)~(0,0,1) dt

1 [ 2
= — t+1dt = — 1).
3/0 n T+ 1)

Para calcular fc G- dg, como (G é um gradiente, usamos o teorema fundamental
do calculo para integrais de linha e obtemos

/G- dg = ¢(1,0,27) — ¢(1,0,0) = 27.
C

Assim, [(F+G)- dg=%(r+1) + 2.

(c) Para calcular [, F'- dvy temos,
2m
[Feav= [ FG@) -
r 0

2
= g/ (cost,sint,t+ cost) - (—sint,cost, 1) dt
0

1/2ﬂt+ st — 2T
= — COS - —.
3/, 3

Para calcular fCG- dg, como G é um gradiente e a curva I tem os mesmos
pontos inicial e final que a curva C, usamos o teorema fundamental do calculo
para integrais de linha e obtemos

/G~ dvz/G~ dg = 2m.
r c
= 12

Assim, [(F+G)- dg =%

(d) O dominio do campo F é o conjunto D = R3\ {(z,y, 2) : 2% +y? = 4}.
Como as curvas C' e I' sdo homotdpicas em D, se F' fosse um campo fechado
teriamos, pela invariancia de integrais de linha de campos fechados ao longo de
curvas homotdpicas, frF' dy = fCF- dg. No entanto, como foi visto nas



alineas anteriores, estes dois integrais sdo diferentes, pelo que se conclui que F
nao é um campo fechado.

Alternativamente, podemos considerar § := g U (—y), um caminho fechado no
interior do cilindro {(z,y, ) : *>+y* = 4}. Ento, se F fosse um campo fechado,
seria um gradiente no interior do conjunto simplesmente conexo {(x,y,2) : %+
y* < 4} e teriamos fCU(_F) F'- g = 0. No entanto, pelas alineas anteriores temos

2’ 92
/ F-d§:/F-dg—/F-dvzl—IrQﬂ—i:Qﬂ;éO,
CU(-T) c r 3 3

pelo que se conclui que F' n3o é um campo fechado.

(4) Seja R um dominio regular de R? limitado por uma curva simples regular C. Seja
a(t) = (z(t),y(t)), a <t < b, uma parametrizagdo regular de C'. Demonstre a
seguinte férmula para a area de R:

] 1 [
Area(R) = 5/ (xy —ya')dt.

Utilizando esta formula, calcule a 4rea da regido do plano limitada pela curva
C = {(x,y) cR?: (x_hﬁoﬁ + (y_kZO)Q = 1}, em que h,k > 0 e xp,y0 € R.

RESOLUGAO:
Considerando o campo vectorial F' : R* — R? dado por F(z,y) = (—y,z)
temos, pelo teorema de Green,

/F-da:/ @—a—dedy://2dxdy:2Area(R),
C r Oz dy R

onde P(z,y) = Fi(z,y) = —y e Q(z,y) = Fa(z,y) = z.
Por outro lado, pela definicdo de integral de linha de um campo vectorial, temos

b b
|7 da= [ Fa®)- @@= [ o000 0,50 @
ab a
= / (xy —ya')dt,
pelo que
) 1 /[
Area(R) = 5 [ (alt)y/(0) — olt) 2 (0) .
Utilizando esta férmula e a parametrizagcdo da curva C' dada por

a(t) = (xo+ hcost, yo + ksint), com t € [0,2n],



temos
27
Area(R) = / (xy —ya')dt
0
2m
/ k(zo + hcost)cost + h(yo + ksint)sint dt
0
2T
/ xok cost + yohsint + h k dt
0

= = [woksint — yohcost + hkt]o" = hkn.



