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(1) Considere o seguinte conjunto
C’:{(Jc,y,z) eR? : z2=2—2%—9*; z—y:()}.

(a) Mostre que C' é uma variedade. Qual a sua dimens3o?

(b) Determine, usando o método dos multiplicadores de Lagrange, o ponto (ou
os pontos) de C' que estd a maior distancia da origem. Diga, justificando, se
esse ponto tem de existir.

Resolucao de (1):

(a) O conjunto C' estd dado como conjunto de nivel zero da seguinte fungdo de
classe C! (de facto C™)

F: R — R?
F(z,y,z) = (x2+y2+z—2,z—y).
A (matriz) derivada de F

(22 2y 1
DE _( 0 -1 1)
tem caracteristica k& = 2, excepto nos pontos de R® da recta definida por
x = 0ey = —1/2. Esta recta ndo intersecta C' (de facto substituindo

x =0 ey = —1/2 nas duas equagdes que definem C' obtemos um sistema
impossivel para z) pelo que C' é uma variedade de dimensdo m = 3 —k = 1.

(b) O conjunto C é fechado porque é o conjunto de nivel de uma fun¢do continua.
Por outro lado as coordenadas x e y dos pontos da curva satisfazem a equacgao

z? + +1 2—9
IT5) T

pelo que satisfazem também as seguintes desigualdades ébvias,

o< 25 =yl <2
que mostram que C' é limitado. Assim, a variedade C' é compacta pelo que
qualquer fungdo continua tem em C' (pelo menos) um minimo e um maximo
(diferentes caso a funcdo n3o seja constante). Interessa-nos a restricdo a
C da funcgdo continua f, correspondente ao quadrado da distancia a origem,
f(x,y,2) = x®+y*+2* (esta funcdo tem os mesmos extremos condicionados
que a fun¢do distancia e é significativamente mais simples).
Pelo método dos multiplicadores de Lagrange, consideramos a fun¢do escalar
g em R5 dada por

9@y, 2 ) =2+ + 2N (PP e —2) Fu(z—y).



As equagdes para os pontos de estacionaridade (condi¢des necessarias de
extremos) desta fungdo sdo

224+t +z2-2 = 0
=Y
20 +2xA = 0 & 22(1+)0) =0
204+2y\—p = 0 < 2y(1+A)—p=0
224+ A+p = 0.
Temos que x =0 ou A = —1.

Se x = 0 obtemos, das equacdes que definem C', o sistema

z+y*—2 = 0

z =y
e portanto
V+y—-2=0 y=louy= -2

ou seja obtemos os dois pontos de C', P, = (0,1,1) e P, = (0,—2, —2).
Se A= —lentdiopu=0, 2=y =1/2ex = +5/2. Obtemos os dois
pontos P3 = (v/5/2,1/2,1/2) e Py = (—/5/2,1/2,1/2).

Os valores de f nos quatro pontos sdo f(P) = 2, f(FP2) =8 e f(Ps) =
f(Py) = 7/4 pelo que o ponto de C' a maior distancia da origem é P, =

(0, —2,—2). A distancia deste ponto 3 origem é d = \/f(P;) = 2v/2.

(2) Considere a variedade de dimensio 2
M={(z,y,2) R’ : 2®+ " +2°=9; 0 <y <2}
e o campo vectorial definido em R3 por

F(a,y,2) = (ya, —y, 2y).
Calcule o fluxo de F' através de M no sentido da normal que no ponto (2,1,2)
tem a terceira componente negativa, usando:
(a) a definicdo de fluxo;
(b) o teorema da divergéncia;

(c) o teorema de Stokes.

Resolucao de (2):

(a) M é uma superficie esférica de raio 3 centrada na origem, cortada por dois
planos verticais dados pelas equagcdes y = 0 e y = 2.
Consideremos uma parametrizacdao de M definida por:

g(pv 9) = (pCOS 07 \% 9— p2,pSGH0), p 6]\/5,3[, 0 6]0727T['



A sua matriz Jacobiana é dada por

cos  —psenf
Dy(p.0)= | ~ O
sen 6 pcosf

Vemos que

D,g x Dgg = (COS 0, — —psend, 0, pcosf)

L,Sené’ x (

VI —p?

= —p—ZCOSQ,—p,—p—QSQHQ ,
/9 — p2 9 — 2

tem o sentido da normal pretendida, com a terceira componente negativa no

ponto (2,1,2) = g(2v/2, %). Ainda,

F(g(p,0)) - (Dpg x Dyg) = —p® cos* @ + p(9 — p*) — p*sen”§
=p(9—p*) = p*.

Obtemos pois que o fluxo é dado por

21 3 27 3
/ / F(g(p,0)) - (Dpg x Dyg) dpdf = / / p(9 —p*) = p*dpdf
0 NG 0 NG

2 3 9 p4 3
= / / 9p —2p°dpdh = 2 [—p2 — —} = —20m.
0 V5 2 21y

(b) Temos divF =y — 2y +y = 0. Seja T} o disco no plano y = 0 de raio
3 e centrado na origem. Seja T o disco no plano y = 2 de raio /5 e
centrado no ponto (0,2,0). Sejam ny,ny, n as normais unitdrias a 71, 75 e
M, respectivamente, exteriores ao volume D limitado por T',T; e M. Pelo
Teorema da Divergéncia temos,

0:///DdivF://MF-n—l—//TlF.nl—l—//BF.ng.

Como:
—ny=(0,-1,0)e F-n; =y*=0em T}. Logo:

T

—ny=1(0,1,0) e F'-ny = —y* = —4 em T}. Logo:

// F -ny = —4(area Ty) = —20m;
Ty

Assim, obtemos

J] Fon== [ o [ Fona=20m



Note-se que este fluxo é segundo a normal exterior a fronteira de D. No
entanto, o fluxo pedido é segundo a normal interior, logo o resultado deverd
ser —207, como o obtido na alinea (a).

(c) Sabemos que div F' = 0 e o dominio de F' é R* logo existe um potencial
vector H tal que rot H = F'. Para o determinar resolvemos o sistema:

OHs _ OHy _ o _

Ay 0z Fl =yr

O0H1 _ 0Hz __ 2
0z or F2 =Y
OHy; _ OHy __ _

Oz dy Iy = y=z.

Escolhendo H; = 0, obtemos da segunda e terceira equacdes Hs = zy> +
aly, z), Hy = zyz + By, z). A primeira equacgdo fica entdo 2zy + g—‘; —

xy — g—f = yx e pode ser resolvida tomando por exemplo o =0, 3 =10. O

potencial vector vai entdo ser H(x,vy,2) = (0, zyz, xy*). Usando o Teorema
de Stokes temos

//F-ndS:/rotH-ndS: H -dg,
M M oM

onde g é um parametrizacdo da fronteira de M, percorrida no sentido com-
pativel com a orientacdo de M dada pela normal n. Temos OM =17 UT,
onde

Fl:{(xayvz)6R33 $2+Z2:9;y:()}
Iy ={(2z,y,2) eR*: 2® + 2> =5,y =2},

e, usando a regra da mao direita, concluimos que I'; deve ser percorrida no
sentido directo e I's no sentido horario, quando observadas por exemplo do
ponto (0, —10,0). Assim, uma parametrizagdo para I'; é dada por

g1(t) = (3cost,0,3sent) 0<t<2m
e para 'y é dada por
g2(t) = (V5cost, 2, —V5sent) 0 <t<2m.
Finalmente obtemos

//F~ndS:/ H -dg
M oM

2w 2

-/ H(gi(t)) - g, () dt + 0 H(g2(t)) - g5(t) dt

27
= [T 0.0.0) g dr+
0
2w
+/ (0, —10costsent,4v5cost) - (—vV5sent,0, —v/5cost) dt
0

27 27
1 9t
- / _20cos?t dt = —20 | ~t + 2 — —20m.
; 2 1,




(3) Seja D = {(z,y) € R* : y > 0}. Considere a fungdo f : D — R definida por

2 2
zly sen(x +y) el =% 7Y
4 +y

Mostre que f é integravel em D e indique, justificando, um majorante para | [, f|.

Resolucao de (3):

A funcio f é continuaem D =R x R* e

2 2
|2y el =Y
|f] < — 5
e +y
22,2
pelo que, se mostrarmos que a fungdo h : D — R dada por h(z,y) = |$‘y;21+y2 :

é integravel, podemos concluir, pelo critério de comparagao, que f é integravel
em D.

Para mostrar que h é integravel vamos utilizar o Teorema da convergéncia
mondtona. Para tal, consideramos a sucessdo de fun¢des {hy} definidas por

1—x2—y2

1 s

By = 2+ y?

0 c.c.,

que sdo continuas num compacto e zero fora dele pelo que s3o integraveis em
R? e consequentemente em D. Além disso, esta sucessdo é mondtona crescente
(pois hy > 0) e a sucessdo dos integrais de hy, é limitada:

T rk .3 : 1—72
Og/hk _ / / r \cos@\s;n@e dr do
D o Ji r
k ) T
= /relT (/ ]cos&\sin@d@) dr
1 0

k

k % s
= / el / cos @ sin 8 df —/ cosf sinfdo | dr
- 0 s

Jun

,_
3

k 2
k - 297% . 2T k
_ / ol [ ]S 01® [sin"0 dr:/ el g
1 2 |, 2 | 1
k 2 k
k
2
- _61 - 1 <61—,%2 _ el—kQ) < E;
2 |, 2 -2

3

Conclui-se assim que h = limy_, h; € integrdvel em D e consequentemente f

também. Além disso,
/h = lim hy.
D k—oo Jp

Para encontrar um majorante de UD f‘, temos

. . 1 1,L 1-]{?2 e
< < —= s — 2 = —.
Jo o s fnm g = g (e o) =5




