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ANALISE MATEMATICA 1lI
TODOS 0OS CURSOS EXCEPTO LEC, LET, LCl, LEA, LEBM, LEFT E LMAC
TESTE 1 — 8 DE NOVEMBRO DE 2003

duragdo: hora e meia (9:00-10:30)

(1) Considere a seguinte regido de R3:

S={(z,y,2) eR*: 0<2<1,0<y<1,0<z<y’+1}.

(a) Calcule o integral /// 7y
s

[Resolucgao]
Da definicdo de S vemos que

1,1 py2+1
///xzy = /// 2%y dzdady =
s
- //xy Zy+1dxdy—//xyy + 1)dady =

= /O(y +y) Eg} OdyZ%/(y +y)dy =
1
§

(b) Dada uma fungdo integravel, f, em S escreva uma expressdo para // f da forma
S

[ (] ra)on)

[Resolugao]
Da figura
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vemos que z toma o seu valor mdximo quando y é maximo, pelo que os limites de
variacdo de z sdo, 0 < z < 2. Da figura e da condicdo y? > z — 1, vemos que ha’
dois tipos de cortes com planos perpendiculares ao eixo Oz.

0 <z <1 : Neste caso o corte com um plano z = const (a sua projecgdo no plano Ozy)
nao depende do valor de z neste intervalo e é dado pelo quadrado

2 <

1 < 2z < 2: Agora o corte ja depende do valor de z e é dado por
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B.={(r,y) eR* : 0<z <1 Vza—1<y<1}.

Concluimos ent3o que, na ordem de integracdo pedida,

1 p1opl 2 1 1
///f:///fdxdydz+// /fda:dydz.

S o Jo Jo 1 Jyve=1Jo

(2) Calcule o volume do sélido com a forma da regido
B={(r,y,2) ER? : 0<2<2— a2 +y2; 2< /a2 +y?; y>0L

[Resolugao]
O sélido B

tem simetria de rotacdo em torno do eixo z pelo que é conveniente usar coordenadas

cilindricas
x = pcos(d)
gy = psen(d)
z = =z

O médulo do Jacobiano é |det(Dg)| = p e a imagem inversa de B = B\ {(z,0, 2)
x>0, ze R} é

g_l(E):{(p,G,z)eR?’ c0<2<2—p; 2<p; 0<O<m p>0}.

O valor méximo de z corresponde a interseccdo de z = p com z = 2 — p pelo que,
Zmaz = 1. Temos entao,

T 1 2—z
Vol(B) = /1:/ p:/ / / p dpdzdf =
B g—1(B) 0 z
1 1

0
= 7r/0 5[/)2}Ziz_zdz:g/o(4—4z+z2—z2)dz:
1

S [42 — 222}0

2

.

Alternativamente: Integrando primeiro em ordem a z e depois em ordem a p, 0 < p <
2, temos de dividir g~ (B) em duas regides

0<p<l = 0<2<p

1l<p<2 = 05252 —p,
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e portanto, nesta ordem de integragéo, temos

T 1 P s 2 2—p
Vol(B) = /1:/ p:/ // pdzdpd9+/ // p dzdpdf =
B g~1(B) 0o Jo Jo o J1 Jo
1 2
= [ pEhdptn [ ol
0 1
1 2 3 3 2
= 7r/ p2dp+7r/ (20—p*)dp=rm [B} _,_{p?_ﬁ} =
0 1 3 1, 31,

1 8 1
— 41— .
(3+ 3 +3) "

(3) Um fio dado por
C={ly) €R?: y="5 o] <1}

tem densidade de massa 0 = v/1 + x2. Determine a massa M e a coordenada ycj, do
centro de massa. Diga, justificando mas sem fazer calculos, qual o valor de z¢y,.

[Resolucgao]

e Um parametro natural para o fio C

y

-1
é a coordenada z dos seus pontos,

9@ = (5,5 ); el 1.

O vector velocidade em ordem ao pardmetro é ¢'(x) = (1,x) e a sua norma,

Il (z)|| = V1 + 2. Como o(g(x)) = v/1+ 22, a massa da linha é

M= /a—/ ) 1lg'@)lldz

= /_1(1+x)d = {x+§3ll:§.

e Para a coordenada y¢ ), do centro de massa de C' temos

veu = 37 fwr =3 [ v@to@) llga)dz -

3 (1 a2 3[x3 5] 1
= - S (1+2¥)de = |5 4+ — =—.
8 /_1 2 ( ) 8 {6 10 }_1 5
e A coordenada z¢)s do centro de massa de C' é x¢jy; = 0 uma vez que tanto a linha
C, como a densidade de massa o sdo invariantes em relacao a  +— —ux.
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(4) Considere o seguinte campo de forcas definido em R3 \ {(2,0,0), z € R}:

y
y* +

+y(2® +y* + 22),

22

z
F(z,y,2) = | (z(z® +y* + 2?), —
o 2) = (el #0242, —

+ z2(2* +y* + 22)) .
(a) Mostre que F' é um campo fechado.

[Resolucgao]

Um campo de classe C* diz-se fechado se as derivadas parcias cruzadas s3o iguais

oF, OF, OF, 0F, OF. OF,

(1) or ay; oy 9z’ 0x 02

OF, OF,
—_— p— 2 p—
ox w oy
Oy (y2 + 22)? +2zy (42 + 22)? + 22y
OF, —y? — 2% + 222 —y? + 22

— Qyz=—2 % 19
0z (y2 + 22)? +eye (Y2 + 22)2 +eyz
OF, 5 OF,

g TrTe =
ox 0z

verificam-se as trés igualdades (1) pelo que o campo F' é fechado no seu dominio.

(b) Calcule o trabalho de F" ao longo da curva definida por = 0 e y?+2? = 1, percorrida
no sentido anti-horario para um observador colocado no ponto (10,0,0). Serd F'
um gradiente no seu dominio? Justifique.

[Resolugao]
Seja C' a circunferéncia definida por z = 0 e y? + 22 = 1. O campo F é uma soma
de dois campos

F = F+F
2 y
Fl('ruyuz> = (07 _y2+z27 y2+22)
Fy(z,y,2) = (z(2@®+y>+2%), y(@®+y*+2°), 2(2> +y° +2%)) .

Como o campo radial F, é fechado em R?, e R? é simplesmente conexo, Fh é
gradiente e portanto também fc F5, = 0. O caminho

zr = 0
gc - y = cos(t) 0<t<2rm
z = sen(t)
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percorre C' no sentido pedido pelo que temos

$r - j{m]{fz=;§CF1=/02WF1<gC<t>>-g'c<t> at =

= /0 (0, —sen(t), cos(t))- (0, —sen(t), cos(t)) dt =
- /27r (sen®(t) + cos*(t)) dt = /27r 1 dt =27,

F n3o é gradiente no seu dominio porque o integral de F' ao longo do caminho
fechado g¢ € diferente de zero. A igualdade a zero do integral ao longo de qualquer
caminho fechado é condicao necessaria e suficiente para que um campo vectorial seja
gradiente.

(c) Calcule o trabalho de F' ao longo do tridngulo com vértices (0,—3,0), (0,3,3) e
(0,3,—3) percorrido no sentido horario para um observador colocado no ponto
(10,0,0).

[Resolucgao]

Seja gr um caminho que percorre o tridngulo 7' com vértices (0,—3,0), (0,3,3)
e (0,3,—3) no sentido pedido. Este caminho é homotépico, no dominio de F', ao
caminho gc que percorre a circunferéncia C' da alinea anterior no sentido oposto a
gc. Logo, como F' é fechado,

j{F-dgT:—j{F-dgC:—%r.
T c

(3 val.) (5) Seja F' um campo fechado de classe C' em R?\ {0}. Mostre que existe um real k tal
que o campo vectorial

F — kG,
é um campo gradiente, onde G é o campo vectorial em R?\ {0} dado por
1
- m(ya —).

[Resolucgao]

O campo G também ¢é fechado em R?\ {0} pelo que o campo F — kG é fechado neste
conjunto para todo o k € R. Em R?\ {0} qualquer caminho fechado gr é homotépico a
um caminho que dd um ndmero inteiro, m, de voltas por uma circunferéncia C' em torno
da origem. Consideramos como positivo o sentido anti-hordrio pelo que m < 0 significa
que o caminho da |m| voltas no sentido hordrio e entdo

Fir—16)dor=m § (716,

Em particular, m = 0 significa que o caminho gr é homotdpico a um ponto (caminho
fechado trivial) e que portanto o integral §. (F — kG) - dgr é igual a zero.
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Ent3o, um campo fechado em R?\ {0} é gradiente se e s o seu integral ao longo de
C é igual a zero. Temos assim de encontrar k£ para o qual o campo

F— kG

é gradiente ou, equivalente, para o qual

fC(F—kc;): 0.

Consideremos o caminho g(t) = (cos(t),sen(t)), 0 < ¢t < 27 que representa paramétricamente
a circunferéncia C' = {(x,y) € R? : 2+ y* =1}. Temos

fCG ~dg = /0 ﬂ(sen(t), —cos(t)) - (sen(t), —cos(t)) dt = —2m.

Seja r = ¢, F' - dg. Entdo, escolhendo
r
27’

obtemos

r r
£<F+%G>-d9—r+%7{c6’~d9—r—r—

pelo que o campo

r
F+—G
* 2T
é gradiente em R?\ {0}.



