Analise Matematica IV

Electrotecnia (excepto ramo de Telecomunicagoes) e Gestao
Exercicio modelo para

25 de Maio a 1 de Junho de 2000

Exercicio. Determine u(t, z) definida em [0, +o0[x [0, +00[ tal que

%—Tt‘ — % +u =cosz,
u(0,2) = § cosz + senz, para x € [0, 2], (1)
u(t,xz) = u(t,z + 2m), parat > 0,2 > 0.

[Nota: E facil determinar uma solugdo particular da equagéo.|

Esbogo de resolugao. Vamos tentar obter uma solugao do problema usan-
do separagao de varidveis mas primeiro, tendo em conta a sugestao, tentamos
decompor a solucao do problema na forma u = up + u, em que uj é uma solu-
¢ao da equacao homogénea e u, é uma solucao particular da equagao completa.
Como o segundo membro da equagdo é sé funcao de x tentaremos arranjar u,
que s6 dependa de t, isto é, up(t,z) = g(x). Uma tal solucdo particular devera
satisfazer a equacao linear de segunda ordem e coeficientes constantes.

—g" + g = cosz. (2)

Tal equacao, usando o método do aniquilador, devera ter solucoes particulares da
forma g(z) = asenz + [ cosx para certos «, § € R. Introduzindo tal expressao
na equacio (f) obtém-se

2asenx + 23 cosr = cosx

pelo que a = 0 e 3 = 1/2, ou seja, u,(t,z) = % cosz. Assim uy, deverd satisfazer

2
o seguinte problemal]
Bt — S+ un =0,
up(0,z) = senzx, para x € [0, 27, (3)
up(t,0) = up(t,2w), parat > 0.

E a este problema que aplicamos o método de separacao de varidveis. Comega-
mos por procurar solugoes da forma

up(t,x) = Z exva(t)wa(x)
A

LObserve porque é que as condigdes iniciais mudam.
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em que A varia num conjunto contdvel e em que cada produto vy (t)wy(z) é
solugdo da equagio. Introduzindo vy (t)wy(z) na equacdo de (f]) obtemos

A (Bwa(z) — va(B)wi(z) + va(t)wa(z) =0

donde
v\(t) _ wi(z) —wa(z)

oa(t) wy ()

Como o segundo membro é uma funcao de = e o primeiro uma fungao de t

procuramos solugoes satisfazendo

ou seja

vl = vy,
wy = (A+ ws,

para uma constante A € R. Para a primeira das equagdes obtemos vy (t) = ve.

Para a segunda obtemos:

o Se A =—1 entao w_1(z) = k1x + kq.

e Se A > —1 entdo wy(z) = k1eVATIT 4 ke VAT,

e Se A < —1 entdo wy(x) = k1 cos(v—A — 1z) + ko sen(v/—\ — 1x).

Como procuramos solugoes periddicas de periodo 27 em z tentamos que wy
verifique tal propriedade. Para A = —1 tal é possivel se w_; for constante, para
A > —1 86 é possivel se w)y, for nula e para A < —1 s6 é possivel se vV—\ — 1 = m,

m € N.
Somos levados assim a considerar up(t,z) = Y

meENy

e~ (M Dt (¢, cos(ma) +

dm sen(mz)). A condigdo para up(0,2) permite entdo descobrir que obtemos

uma solugao para o problema (f) na forma

up(t,z) = e *senzx
ou, para o problema original

u(t,z) = e ?

1
Psenx + 5 cos(2z).
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