
Análise Matemática IV

Cursos de F́ısica e Matemática

Exame de Segunda Época

Setembro de 1995

Justifique todas as suas respostas

1 a) Considere a forma diferencial ω = η + ξ em que(2,0)

η = − y

x2 + y2
dx +

x

x2 + y2
dy, ξ =

y

(x− 1)2 + y2
dx− (x− 1)

(x− 1)2 + y2
dy,

Decida se ω é ou não exacta em cada um dos seguintes conjuntos:

A = {(x, y) ∈ R2 : x < 0}, B = R2 \ {(0, 0), (1, 0)}

C = R2 \ {(x, 0) ∈ R2 : 02x21}.

b) Considere T = {x = (xi)i=1,...,n ∈ Rn : ∀ixi
30,

∑n
i=1 xi

21}. Calcule(1,5) ∫
T+

dα

em que α é uma (n− 1) forma diferencial de classe C1(T ) que se anula sobre os hiperplanos
xi = 0 para i = 1, . . . , n, e cuja restrição ao hiperplano H definido por

∑n
i=1 xi = 1 satisfaz

α(x) = g(x)
n∑

i=1

dxı̂ se x ∈ H

para uma certa função g : H → R.

[Note que dxı̂ = dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn.]

2 a) Calcule(2,5) ∮
L

sen z

(z4 − 1)
dz

em que L é a linha representada parametricamente em C por z(t) = (t − π)2eit, com t ∈
[0, 2π].

b) Considere uma função anaĺıtica f : BR(0) → C, em que R > r > 0, que satisfaz a seguinte(2,5)
propriedade

1
2π

∫ 2π

0

f(reit)
rjeijt

dt = 1, para todo o j ∈ N0.

Decida se existe ou não uma tal função. Se optar pela afirmativa determine o maior valor
posśıvel para R.
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3 a) Determine a solução y(x) do problema de Cauchy(2,5) {
y′ = y

x2 ,

y(1) = a ∈ R.

Verifique as seguintes propriedades das soluções:

1. A solução pode ser prolongada ao intervalo ]0,+∞[;

2. limx→0+ y(x) = 0.

b) Considere o problema de Cauchy(2,0) {
u′ = arctg

(
u
x2

)
,

u(1) = a ∈ R.

Justifique as seguintes propriedades das soluções:

1. A solução pode ser prolongada ao intervalo ]0,+∞[;

2. limx→0+ u(x) = 0.

4 Determine a solução geral do sistema de equações diferenciais ordinárias(2,5) {
dx1
dt = x1 − 2x2,

dx2
dt = −2x1 + x2 + e−t.

5 Determine u(t, x) definida em [0, 2π[×[0,+∞] tal que(2,5) 
∂u
∂t −

∂2u
∂x2 − u = 0,

u(0, x) = sen3 x para x ∈ [0, 2π],
u(t, 0) = u(t, 2π) = 0 para t ∈ [0,+∞[.

6 Considere a função f : [−π, π] → R definida por(2,0)

f(t) = t3.

Determine os coeficientes ak e bk em

s(t) ≡
+∞∑
k=0

ak cos(kt) +
+∞∑
k=1

bk sen(kt)

de maneira a
∫ π

−π
|f(t) − s(t)|2 dt = 0. Decida se existem ou não pontos onde as séries sejam

divergentes ou s(t)f(t).


