Capitulo 1

Os problemas

1.1 R.

Apresente todos os calculos.

1.1.1 Considere os seguintes subconjuntos de R:

A:{xeR:M>l},

z—D(x+2) =
B:{(_i)n—?),neNl},
C:{weR:géZl—i}.

a) Identifique como unido de intervalos disjuntos de R os conjuntos A e C.

b) Para cada um dos conjuntos A, B e C, identifique os respectivos conjuntos
de majorantes e minorantes.

¢) Indique, caso existam em R, o supremo, o infimo, o minimo e o maximo de
cada um dos conjuntos A, B, C, CNQ, ANB, AUBe AUC.

1.1.2 Sejam A e B dois subconjuntos nao vazios de R tais que

Vecadyer y <.

a) Se B é um conjunto minorado, mostre que A também é minorado e temos
inf B <inf A.

b) Por meio de exemplos, mostre que se pode ter:
(i) B majorado e A ndo majorado.

(ii) A minorado e B néo minorado.

1.1.3 Mostre que
n™ >n-nl Vaen, -



1.2. SUCESSOES

1.2 Sucessoes
Apresente todos os calculos e justificagoes.

1.2.1 Seja a, o termo geral de uma sucessido convergente de termos em |0, 1.
Decida se é verdadeira ou falsa cada uma das seguintes afirmagoes:

a) A sucessdo de termo geral (—1)"a,, é limitada.
b) A sucesséo de termo geral (—1)"a,, é convergente.
c) A sucessao de termo geral agy,/az,41 é convergente.
d) A sucessdo de termo geral a,/n é convergente.

1.2.2 Decida se sao ou nao majoradas, minoradas, limitadas, convergentes as
sucessoes de termos gerais:

1.2.3 Considere uma sucessao definida por:
ag=1,a1 =c
Ap+2 = Qp4+10p
a) Justifique que se ¢ = 1 a sucessao converge e diverge se ¢ = —1.

b) Mostre, usando o método de indugdo matemética, que se |c| > 1 entdo |a,| >
|c| para n > 3.

c) Mostre, usando de novo o método de indugdo matemdtica e o resultado
anterior, que se |c| > 1 entdo |a,| > |c|™ para n > 3 e justifique que, neste
caso, a sucessao de termo geral a,, é divergente.

d) Estabelega resultados andlogos aos anteriores quando |¢| < 1.



1.3. SERIES

1.3 Séries

Apresente todos os calculos e justificagoes.

1.3.1 Determine a natureza (simplesmente convergente, absolutamente conver-
gente, divergente) de cada uma das seguintes séries:

a) 3. (znnilw
b) Z ser;l(;Lg)
S =

) X" (5 - )

1.3.2 Calcule a soma ou justifique a divergéncia de cada uma das seguintes
séries:

—+oo
a) 3,2 m

+oo n! n+1)!
b) n=4 |:n!+1 B (7E+1)!)-+1

1.3.3 Sejam (an)nen € (bn)nen sucesses tais que:
o (an)nen é convergente;
d ‘bn‘ < n=3/2 para n € Nj.

Discuta a natureza da série Y a,by,.

1.3.4 Estude, em funcdo de = € R, a convergéncia simples ou absoluta ou
divergéncia da série de poténcias

Z("?)w




1.4. FUNCOES

1.4 Funcoes

1.4.1 Determine o dominio, dominio de diferenciabilidade e obtenha expressoes
para as derivadas das funcoes definidas pelas férmulas

f(x) — 2arctga:
g(x) = arcsen(log x)
h(:C) — xarctgm

~ log(z® +1)
9(z) = x2+1

1.4.2 Considere ¥ : R — R definida por

et —1, sex > 0,
xzsen(l/z)arctgz, se x <O0.

a) Estude 9 quanto a continuidade.

b) Estude ¢ quanto a diferenciabilidade e obtenha uma expressao para a de-
rivada onde esta estiver definida [Observagdo: tome particular atengéo ao
que se passa para x = 0.]

1.4.3 Considere ¢ : R — R definida por

o(z) = el @@+ _ .

a) Estude ¢ quanto a diferenciabilidade e obtenha uma expressdo para ¢’ nos
pontos em que existir derivada.

b) Determine os intervalos de monotonia de ¢, indicando, se existirem, os pontos
de maximo e minimo (locais e absolutos) de .

c¢) Determine justificadamente o contradominio de ¢.



Capitulo 2

Algumas solucoes

21 R

1 (1.1.2) a) Suponhamos entdo B minorado. Seja x € A. Entéo existe y € B
tal que y < z. Mas —oo < inf B < y pois o inf B é um minorante de
B. Temos entao —oo < inf B < y < z. Como x era um era um qualquer
elemento de A concluimos que A é minorado e, em particular, que inf B é
um dos seus minorantes.

(1.1.3) Para provarmos que a desigualdade é verdadeira vamos usar o método
de indugao matemaéatica. Para n = 1 a desigualdade é trivialmente verdadeira.
Suponhamos agora que é verdadeira para um certo n € N e queremos mostrar
que é verdadeira com n substituido por n + 1.

Tentamos primeiro da seguinte forma

(n+D" =+ 1D)"n+1)>n"(n+1)>nnl(n+1)=(n+1)n

em que na segunda desigualdade se usou a hip6tese de inducao, isto é, assumiu-se
n™ > nn!. Infelizmente a desigualdade que obtivemos nao é a que procurdavamos
que seria

(n+ )" > (n+1D(n+1).

No entanto o trabalho inicial nao foi em vao pois agora podemos melhorar o
argumento facilmente da seguinte forma (corresponde a, no segundo passo, sé
minorar n + 1 por n em n — 1 factores)
n+D)" =m4+ )" n+1)2>n" Y n+1)2=n"(n+1)?2/n
>nnl(n+1)%/n=nl(n+1)* = (n+ 1)!(n + 1).



2.2. SUCESSOES

2.2 Sucessoes

3 (1.2.1) a) |(—1)"an| = |an| < 1 pelo que a sucessao ((—1)"an )nen é limitada.

b) A afirmagao é falsa porque existem sucessoes com as propriedades indicadas e
tais que ((—1)™ap)nen € divergente. Basta considerar o exemplo da sucessao
constante definida por a,, = 1/2 que torna (—1)"a, = (-1)"/2.

¢) Selima, = a # 0 terfamos lim as, /as,+1 = ¢/c = 1. A questéo é saber se no
caso de lim a,, = 0 podemos ter (asy,/as,+1) divergente. Uma maneira natu-
ral de obter um tal exemplo é observar que devemos procurar uma sucessao
em que a razao (as,/az,+1) seja de alguma forma “grande” ou por outras
palavras em que a,, — 0 muito rapidamente. Um tal exemplo é a,, = 1/n!
em que ag,/az,+1 = 2n+ 1 — +oo.

d) |an/n| < 1/n — 0 pelo que o resultado é verdadeiro sendo sempre lim a,, /n =
0.



2.3. SERIES

2.3 Séries

4 Como a sucessdo (an)nen € convergente serd limitada, isto é, existe
uma constante C' > 0 tal que |a,| < C para todo o n € N. Dai que, para todo
on €N,

by < Cn=3/2,

Como a série Zn_?’/ 2 6 convergente podemos garantir, usando convergéncia

absoluta e o critério de comparacao, que Y a,b, é convergente.
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