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I (APENAS EXAME) (4,5 val.)

Considere a matriz real A� e o vector b 2 R3 dados por

A� =

2
4
1 2 3
1 3 �1
1 2 �

3
5 ; b =

2
4
0
1
�

3
5 ;

onde �; � 2 R.

a) Discuta o sistema de equa�c~oes lineares A� x = b, e sempre que este
seja poss��vel determine a sua solu�c~ao geral.

b) Construa justi�cadamente, em fun�c~ao de �, bases para o espa�co
das linhas lin(A�), espa�co das colunas col(A�) e n�ucleo N (A�).

c) Calcule o determinante de A� e diga para que valores de � �e A�

invert��vel. Determine a matriz inversa de A� para � = 2.
d) Determine, quando A� n~ao �e invert��vel, a equa�c~ao cartesiana de

N (A�).

II (APENAS EXAME) (4 val.)

Considere, no espa�co vectorial R4, o subconjunto

S = f(x1; x2; x3; x4) : x1 = x3; x2 = 2x4g

e a fun�c~ao T : R4 ! R4 de�nida por

T (x1; x2; x3; x4) = (x1 + x2 + x3; x2 + x4; x1 + x2 + x3; 2x2 + 2x4):

a) Mostre que S �e um subespa�co de R4. Determine uma sua base e a
sua dimens~ao.

b) Mostre que T �e uma transforma�c~ao linear e determine uma sua re-
presenta�c~ao matricial.

c) Determine o n�ucleo N (T ) da transforma�c~ao T , indique a sua di-
mens~ao e uma base. A transforma�c~ao T �e invert��vel?

d) Determine a intersec�c~ao deN (T ) com S. O que pode concluir quanto
�a invertibilidade da restri�c~ao de T a S? Porquê?

III (TESTE E EXAME) (4,5 val.)

Considere a matriz

A =

2
4

2 2 �1
2 �1 2
�1 2 2

3
5 :

a) Determine os valores pr�oprios de A e respectivas multiplicidades
alg�ebrica e geom�etrica. Para cada valor pr�oprio determine o espa�co
pr�oprio associado. A matriz A �e diagonaliz�avel? Justi�que.

b) Determine a forma can�onica de Jordan J da matriz A, bem como a
correspondente matriz S tal que J = S�1AS.

c) Aproveite os resultados anteriores para calcular A100.
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IV (TESTE E EXAME) (4 val.)

Considere o espa�co linear real C0([�1; 1]) das fun�c~oes reais cont��nuas no
intervalo [�1; 1].

a) Mostre que hf; gi =
R
1

�1
f(t)g(t) dt de�ne um produto interno em

C0([�1; 1]).
Considere nas perguntas seguintes o espa�co euclidiano obtido mu-

nindo C0([�1; 1]) com o produto interno de�nido na al��nea a).
b) Seja S o subespa�co de C0([�1; 1]) gerado pelos polin�omios f1; x; x2g.

Construa, pelo processo de Gram-Schmidt, uma base ortonormada
para S.

c) Determine qual o polin�omio de S mais pr�oximo de p(x) = 5x3, bem
como a distância correspondente.

V (TESTE: apenas a). EXAME: a), b)) (3 val.)

Uma matriz complexa A 2 Mn�n(C) diz-se hermitiana se A = A�, onde
A� designa a matriz transconjugada de A. Pode mostrar-se que matrizes
hermitianas s~ao sempre diagonaliz�aveis.

a) Sejam A e B matrizes hermitianas. Mostre que A e B s~ao simul-
taneamente diagonaliz�aveis (isto �e, existe uma matriz n~ao-singular
S tal que S�1AS e S�1BS) se e s�o se AB = BA.

b) Mostre que os valores pr�oprios de uma matriz hermitiana A s~ao reais.
O conjunto das matrizes hermitianas forma um espa�co linear real?
Forma um espa�co linear complexo?


