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I (5 val.)
Considere a matriz real A dada por
1 1 -1 1
-1 -2 3 0
A= 3 1 1 5
1 -1 3 3

a) Determine a caracteristica e a dimensao do ntcleo de A.

b) Construa justificadamente bases para o espago das linhas lin(A),
espago das colunas col(4) e niicleo N (A). Qual o valor do determi-
nante de A? Justifique.

c¢) Calcule Ax, onde x = [—1 2 -1 1}T. O que conclui sobre o
vector x7 Aproveite este facto para determinar todos os valores
préoprios de A e respectivas multiplicidades algébrica e geométrica.
A matriz A é diagonalizavel? (Sug.: pode ser-lhe 1til recordar a
propriedade fundamental do traco de uma matriz.)

d) Determine uma base para N(A)+, onde o complemento ortogonal é
tomado em relagao ao produto interno usual de R”.

IT (5 val.)

Considere, no espago vectorial Max2(R), o subconjunto W definido por

ab Z}, a, b € R}.

W:{M€M2><2(R):M:|:

a) Mostre que W é um subespago linear de Max2(R). Forneca justifi-
cadamente uma base de W e diga qual a sua dimensao.

b) Seja C = _Cd

Moo (R) definida por T(M) = C' M é uma transformagao linear.
Mostre que W é invariante por T (isto é, T(W) C W). Fica pois
bem definida a restrigao de T" a W, designada por Tjyy .

c) Construa a representacao matricial da transformagao 7Tjy, da alinea
anterior em relagao a uma base de W a sua escolha.

d) Construa um isomorfismo I : W — C entre W e o espago linear
real C que preserve a multiplicagdo (isto é, tal que I(M;Msy) =
I(My)I(M;)). Dada uma matriz ndo-nula A € W e um inteiro
n > 1, o que lhe permite a existéncia deste isomorfismo afirmar
sobre o numero de solugoes em W da equagao X" = A?

(ﬂ ,com ¢, d € R. Mostre que a fungdo 7' : Mayxa(R) —

IIT (4 val.)

Considere a matriz
0 -2 -3
A=|4 -7 —4
-5 6 2



a) Determine os valores préprios de A e respectivas multiplicidades
algébrica e geométrica. Para cada valor préoprio determine o espaco
proprio associado. A matriz A é diagonalizavel? Justifique.

b) Determine justificadamente a forma canénica de Jordan J da matriz
A, bem como a correspondente matriz S tal que J = S™LAS.

IV (3 val.)
Considere, no espago linear P2(R) dos polinémios reais de grau < 2, a
fungao F' : P2(R) x P2(R) — R definida por

F(p1,p2) = p1(—1) p2(—1) + p1(0) p2(0) + p1(1) p2(1).
a) Mostre que F' define um produto interno em Ps(R).

Considere, nas questoes seguintes, o espago euclidiano P,(R), F' obtido
munindo o espaco P2(R) do produto interno F(-, ).

b) Seja po(t) = 1+t —1t>e S = L({po}} o subespaco gerado por po.
Determine S+ (complemento ortogonal de S) e construa uma sua
base ortonormada (em relagao ao produto interno definido
por F).

c) Seja q(t) = 1+ t. Determine o ponto de S mais préximo de ¢ e
a distancia de ¢ a S (em relagao ao produto interno definido
por F).

V (3 val.)
Uma matriz A € M,,»,(C) diz-se hermitiana se A = A*, onde A* designa
a matriz transposta conjugada de A. Se A é hermitiana, pode provar-se que
(1) os seus valores préprios sao reais,
(2) A édiagonalizéavel e os seus vectores proprios podem tomar-se ortonor-
mados em relagdo ao produto interno usual em C" (isto é, (z, w) =
w*z).
Pode usar os factos (1) e (2) nas questoes seguintes.
a) Seja A hermitiana e A\; < --- < A um subconjunto dos valores
préprios de A associados respectivamente aos vectores proprios or-
tonormados vi, ..., vk. Mostre que

para todo o x € L({v1,...,Vk}).
b) Prove que a fungdo G : C" x C" — C

G(z,w) = w*Az

define um produto interno se e s6 se A é hermitiana e todos os seus
valores préprios sao estritamente positivos.l

IMatrizes com esta caracterfstica dizem-se definidas positivas.



