Instituto Superior Técnico 2000/2001 — 1° semestre
Algebra Linear 1° ano das Licenciaturas em Engenharias Mecanica, Minas, Materiais e Naval
Resolucao do Exame Final (1* ¢poca) 15/1/2001

(Esta resolucao refere-se apenas a um dos enunciados propostos, todos eles similares)

1.
1)
a) Pondo X = [ e } vem
T2 Y2
_ o —1 2 X1 yl _ T yl —1 2 o 2.732 — 2y1 —2y1 —|— 2y2 — 2.731
AX XA o |: 2 1 :| |: Zo Yo :| |: To Yo 2 1 o 2.731 + 2.732 — 2y2 2y1 — 2.732
2.7,‘2 — 2y1 =0

—2y1 —|—2y2 —2x1 =0
2.731 —1—2.732 — 2y2 =0
2y1 — 2.732 =0

e hd que resolver obtendo-se X na forma X = { B2-01 0 } :

n Y2

b) Como rg(A) = dimg(imA) = 2 vem dimg V' = dimg(kerA) = 0 e como X € V significa que z = [ il } ey = [ zl }
2 2
pertencem a kerA s6 pode ser V = {0} e portanto dimg V' = 0.

¢) Da primeira questao resulta que dimg(kerT) = 2, pelo que dimg(im7’) =4 —2 = 2.

RESPOSTA.: a) X = { d;c ccl } com ¢,d em R. b) 0 c) 2

2)

a) Identificando at + b com (a,b) hd que determinar &, &, tais que (o, —2) = &;(1,1) + &,(1,—1) ou seja{ §€1 +€€2j O;
18 =~

resolvendo o sistema vem &, = —1+ 3o, &, =1+ 1o
b) Tem de ser {(a, —2),(1,a)) = —a =0 isto é a = 0.

c) Trata-se da matriz A da aplica¢do linear z — pr,z onde z = (x1,22) e u = (1,1); ora pr,z = %(1,1) pelo que
11
_ 1
IR

RESPOSTA.: a) & = —1+ 1, & =1+ 1a b)a=0 c) 1 {

SIS
N[0 =

3)
a) dim¢ V' =rg(M) e o rango (ou caracteristica) da matriz M é 2 e determina-se condensando (permutaram-se no segundo
passo as linhas 2 e 3):

1 1 i 1 1 i 1 1 i 1 1 i 1 1 i
M=|1 i 241 |~]0 i—=1 i+1 |[~] 0 -2 2i ~ 10 1 —i ~ 0 1 —i
1 -1 3i 0 -2 2i 0 i—1 i+1 0 i—1 i+1 0 0 O

pelo que dimcV = 2.

b) Atendendo & permutagdo indicada resulta que os vectores vy, v3 formam uma base uma base de V.

c) det M = 0 pois a matriz condensada tem determinante 0 e por esse facto a permutagdo de linhas e a multiplicagdo de uma

linha por —% nao afecta o calculo.

RESPOSTA.: a) 2 b) {v1,v3} c) 0

4)

a) Como a1 a2 bin b2 _ a11bi1 + a12b21  a11b12 + a12bo2
az1  a22 ba1  boo a21b11 + a22b21  az1b12 + azebas



vem tr(AB) = (a11b11 + a12b21) + (a21b12 + ag2bas) , expressdo simétrica em a e b pelo que tr(AB) = tr(BA).

b a—X b
d } tem-se det(A — AI) = det [ e d—)

¢) O trinémio A? — tr(A)\ + det(A) terd duas rafzes iguais se e s6 se o discriminante A = tr(A4)? — 4 det(A) for nulo.

b) Pondo A = | ¢ = A2 — tr(A)A + det(A) .
: |

RESPOSTA.: a) tr(AB) = tr(BA) b) a=1, = —tr(A4), v = det(A) c) tr(A4)? = 4det(A)

5)

a) Se as matrizes forem semelhantes terdo de ter o mesmo trago e o mesmo determinante pelo que no nosso caso terd de ser
l+ta=p+a ou seja 8 =1 e  um real qualquer
a—pFf=af -1 ! o qualquer.

b) A primeira matriz, que designaremos por A, serd diagonalizdvel através de uma matriz real se e s6 se for normal — i.e.
verificar AA* = A'A — e os seus valores préprios estiverem em R, de modo que teria de ter-se em particular

-~ 2 B+a

1+8% 14 Ba
[ Bta Bta

14+ B8a 14a?

e portanto necessariamente S =1 ou g = —1.

1°caso. Seja 8 = 1; os valores proprios de A sio as raizes de det(A —AI) = \* — (14+a)\+ (e —1) e o discriminante deste
trinémio ¢ A = (1 +a)? —4(a— 1) = a® — 2a + 5, pelo que A > 0 — e portanto os valores préprios de A serao reais — se e s6
se o trinémio z2 — 2x + 5 for sempre > 0 e tal é o caso pois o discriminante deste tltimo trinémio ¢ § = (—2)2 —20 = —16 < 0
e o coeficiente de z2 ¢ 1 > 0; logo o € R pode ser qualquer.

2°caso. Seja f = —1; entdo vem necessariamente o = 1.

¢) A matriz B tem polinémio caracteristico det(B—AI) = (A — 1)27 pelo que s6 hd um valor préprio que é 1 e tem multiciplidade

algébrica 11, (1) = 2; a sua multiplicidade geométrica 1, (1) ¢ a dimensao de E(1) = {z € R® : (B—1I)z = 0} ou seja a dimensdo

do espago das solugoes de [ (1) 8 } [ il } = [ 8 } , que é obviamente um espaco de dimensao 1 e portanto (1) # p,(1), o
2

que implica que a diagonalizagao nao é possivel.

RESPOSTA.: a) B =1 e a € R qualquer b) B =1e acR qualquer c) ia(1) =2, p, (1) =1
ou
f=—-lea=1
6)

a) D= [ g g } pois os valores préprios de A s8o Ay =5 e Ay = 2.

b) (1,1) é vector préprio de A; =5 e (—2,1) é vector préprio de A = 2, pelo que podemos tomar P = [ 1 =2 } .

¢) Como a solugdo geral de y/(t) = Ay(t) & y(t) = ce teremos | 7' _[at ] _[a
Gao g yt) =AYy yi) = Y2 (t) | T | coet2t | T | cpe? |

Y { z1(t) } _P{ 1 (t) } _ { 1 -2 } { y1(t) } _ { 1 (t) — 2y2(t) } _ { c1€t — 2cpe? }

y2(t) L1 ya(t) y(t) + y2(t) c1e” + coe?!

61—262:1

c1+c=2

55t _ 22t
e) Como z1(0) =1 e 22(0) = 2 teremos { }

5ebto 4 gezto

, € portanto ¢; = %, Cy = % e dai [ i;ggg } = [
3
_ c1et a) x1(to) _ §e5t° — %621‘/0
coe?t za(to) §e5t° + gthO

RESPOSTA. : a)D_{g g} b) P = { 1 —2} 0 {mgt



