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Neste breve texto o aluno pode encontrar exemplos de resolugao e os exercicios propostos para as préaticas
de Matemadtica II do Mestrado em Arquitectura. Estao previstas 13 aulas praticas de 90 minutos.

Os capftulos podem ter a seguinte distribui¢ao, que tenho seguido com pequenas variantes:

Capitulo 1 - 1 aula

Capitulo 2 - 2 aulas

Capitulo 3 - 2 aula

Capitulo 4 - 2 aulas

Capitulo 5 - 3 aulas

Capitulo 6 - 2 aulas

Capitulo 7 - 1 aula

No final das folhas estao dois testes tipo que cobrem a matéria dada na Matematica II.



Aulas Praticas de Matematica 11
Mestrado em Arquitectura
2° Semestre

Ficha 1

1 Derivadas parciais

1) Calcule as derivadas parciais e o gradiente de f : R? — R quando:

a) f(z1,z2) = 2w1 + 32 b) f(z1,79) = 222 + 4x122
¢) f(z1,22) =sin(zia3)/ (23 4+ 1) d) f(z1,22) = sin(z122) cos(z1 + z2)
e) flw1,mp) = 311072 f) f(x1,22) = log(227 + 23 + 1)

2) Calcule as derivadas parciais e o gradiente de f : R® — R quando:

a) f(x1,me,x3) = 3x1 — 4wg + X3 b) f(x1, 22, 23) = 222 + 2217273
C) f(:Cl, 9, xg) = COS(:L‘lxgxg) d) f(:L‘l, X2, 383) = sin(a:lxg)/ (COS(CL‘lwg) + 2)
e) f(w1, 2, x3) = sin(2wy — 32)e32T5%3 f) f(x1, 39, w3) = log(a] + a3 + 1)e™227

3) Seja f : R? — R? definida por f(z1,72) = (z1 cos (x3) , z1 sin (x2)).
a) Calcule a matriz jacobiana e o jacobiano de f em (a1, az2) € R2.
b) Existirdo (a1,as) € R? e (v1,v2) € R? tais que

f'((a1,a2); (v1,v2)) = (0,0)?

4) Seja f : R3 — R3 definida por f(x1, 72, 23) = (w1 cos (z2), 21 sin (z2) , x3).
a) Calcule a matriz jacobiana e o jacobiano de f em (ay,az,a3) € R3.
b) Existirdo (a1,az,a3) € R3 e (vi,v2,v3) € R? tais que

f'((a1, a2, as); (v1,v2,v3)) = (0,0,0)?



Ficha 2

2 Polinémios de Taylor de um campo escalar.

Recorde que os polinémios de Taylor sdo uma importante ferramenta para estudar o comportamento de uma
funcao f : R” — R numa vizinhanga de um dado ponto a € R™. Sao particularmente tteis na identificacao
dos pontos de médximo e minimo locais de f.
Se f : R®™ — R tem derivadas parciais continuas de qualquer ordem numa vizinhanga de um ponto
a € R™, define-se o polinémio de Taylor de ordem k da fungdo f no ponto a, com sendo:
k n i
P =@+ g Y L@ — ) (e —ay)

21 2a Gy
i=1 " jigo,.gi=l It

com a = (ay,...,an) € T = (1, ..., Tp).

2.1 O primeiro polinémio de Taylor.

Note que para k = 1 temos:

0 0
Pile) = f(0)+ g (@) —a)+o+ 5 (@) - a)
Ir1 — aq
= fla)+Df(a) : :
onde Df(a) designa a matriz jacobiana de f em a, ou seja
Df(a) = | #5(@) - FL(a)

Exercicio: Seja f : R? — R definida por f(z,y) = 22 + 32
a) Determine P;(z,y) para a = (0,0) e identifique o plano tangente ao grafico de f no ponto (0,0,0).

b) Determine P;(z,y) para a = (1,1) e identifique o plano tangente ao grafico de f no ponto (1,1,2).

Resolucao: a) Temos
@) =2 e ol (n.y) =2y

e portanto
Pi(z,y) = f(0,0)+[%(0,0) %(070)][:;}
= 0+[0 0][”;}:
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Recorde que o gréfico de f é a superficie de R3 definida por

Gf - {(xayyz)ERg;z:f(x,y)}
= {(z,y,2) e R®: 2 =2% + ¢}

Como sabemos, o grafico de P, ou seja
Gp = {(z,y,2) R’ : 2 = Pi(z,9)},

é o plano tangente em (0,0, f(0,0)) = (0,0,0) ao grafico de f. Assim basta ter em conta que P;(z,y) =0
para concluirmos que o plano tangente a Gy em (0,0,0) é dado por

Gp, = {(z,y,2) ER* : 2 =0} .

b) Para a = (1,1) temos

PGy) = S+ [ 0 Fan ]| 27

r—1

= 242 2][y_1

]:2+2(x—1)+2(y—1).

O plano tangente em (1,1, f(1,1)) = (1,1,2) ao grafico de f é dado por
Gp, = {(z,y,2) ER*: 2 =24+2(x— 1) +2(y — 1)}
Exercicio 1. Seja f : R? — R definida por f(z,y) = log(z? + y2 + 1).
a) Determine Pj(x,y) para a = (0,0) e identifique o plano tangente ao grafico de f no ponto (0,0,0).
b) Determine Pj(x,y) para a = (1,0) e identifique o plano tangente ao grafico de f no ponto (1,0,log(2)).

c) Determine P;(z,y) para a = (0, 1) e identifique o plano tangente ao grafico de f no ponto (0, 1,1log(2)).

Solugao:
a) Pi(z,y) =0, a equagao do plano tangente é: z = 0.
b) Pi(z,y) = x + log(2) — 1, a equagao do plano tangente é: z — z = log(2) — 1.
c) Pi(z,y) =y +log(2) — 1, a equagao do plano tangente é: z — y = log(2) — 1.

2.2 O segundo polinémio de Taylor.

Para descrever o segundo polinémio de Taylor é conveniente introduzir a matriz Hessiana de f no ponto
a € R"”

e OB () BT e (= S (R
e O = { () B RP LS ey () B = S ()
H{f(a) = : : . : :
QZB;U BZ‘”’;” 82; (a) aza;w
vz OB i romd CONEERRRIN ey rovd C) B C)) i




Note que se as segundas derivadas parciais de f sao continuas entao

0% f 0%f

(%iaxj Y= (")x]arz @)

pelo que H f(a) é uma matriz simétrica, ou seja H f(a) = Hf(a)®.
Com esta notagao podemos escrever:

n

1 0% f

Py(z) = P1($)+§ij 1axi8$j(a)-($i—ai)(l‘j—aj)
1 —ay
= f(a)+Df(a)
Ty — A,
T —ay
—I—%[wl—al xn—an]Hf(a)
Ty — Gn

Exercicio: Seja f : R? — R definida por f(z,y) = log(z? + y? + 1). Calcule o segundo polinémio de Taylor
de f relativo ao ponto (0,0).

Resolucao: Temos:

%( )_2795 g( )_27y
g Y = 2+ y2+17 Oy wY o222
ﬁ(x y) = 2y? — 222 + 2 an(x y) = 222 — 2% +2
Oz (z2 +y2 + 1) 0y (22 + 32 + 1)°
€
P )= 2L gy = =20
ozdy Y T ayoa Y T (22 +y2+ 1)
Logo
Df(0,0)=[ 40,00 50,0 [ =[0 0]
(6]
2 2
[ ZL0,0) ZL00)] T2 0
Hf((), ()) — 82]0 82f - 0 2 9
e portanto

Pi(z,y) = f(0,0)+ Df(0,0) [ z ]

= 0+]0 0][5]:0,

)

osdte 3 (5]

Pea) = PG +z[a v )Hf0.0)] ]



Exercicio 2. Seja f : R? — R definida por f(z,y) = (22 + 3y?) exp(1 — 22 — y?).

a) Determine Py(z,y) para a = (0,0).

(

b) Determine P(z,y) para a = (1,0).

c) Determine P5(z,y) para a = (0, 1).
(

d) Determine Py(z,y) para a = (—1,0).

e) Determine Py(z,y) para a = (0,—1).

Solugao:
a)Pz(w,y)Z%[:B y][%e 606][z]=ex2+3ey2
b) Pa(z,y) =1+ L[z —1 y]-_o4 ) _“””;1_:1—2(33—1)%21,2.
¢) Po(z,y) =3+31[z y—1] _04 _22- -yfl-:3—2x2—6(y—1)2.
d) Po(z,y) =1+31[z+1 y]-_o4 2_ x;jl-:12($+1)2+2y2.
e) Po(z,y) =3+31[z y+1] _04 _22 yil—:3—2x2—6(y+1)2.

2.3 Extremos locais.

No que se segue assumimos que f : R” — R tem terceiras derivadas parciais continuas em qualquer ponto
de R".

Dado um ponto a € R", dizemos que f tem um mdximo local em a (resp. minimo local em a) se existir
uma bola de centro em a e raio r > 0 tal que

f(a) > f(z) (resp. f(a) < f(z)) para qualquer x € B,(a).

Dizemos que a é um ponto critico de f se a matriz jacobiana de f em a for a matriz nula. Por outras
palavras, a € um ponto critico de f se

[ @ - 7 @] =0 - 0 0],

O teorema que se segue é uma consequéncia simples das definigoes:

Teoremal: Se f tem em ¢ um méaximo ou minimo local, entao ¢ é um ponto critico de f.



Notemos no entanto que podem existir pontos criticos de f que nao sao pontos de maximo nem de minimo
local. Tais pontos chamam-se pontos de sela de f.

A nocdo de segundo polinémio de Taylor desempenha um papel determinante na demonstracdo do
seguinte resultado, que em muitas situagoes permite classificar os pontos criticos de f.

Teorema 2: Para qualquer ponto critico, a, de f tem-se:
a) Se a matriz H f(a) é definida positiva, entdao f tem um minimo em a.
b) Se a matriz H f(a) é definida negativa, entdo f tem um méximo em a.
c¢) Se a matriz H f(a) é indefinida, entao a é um ponto de sela de f.

Exercicio: Identifique e classifique os pontos criticos de f : R? — R definida por

73

3
f(x,y):g—i—?—x—y.

Resolucao: Porque

of _ 2. 90f _ 2
L) =a?—1e Ligy =2 -1

temos
Df(z,y) = [ 22 -1 yz—l].

Vemos assim que os pontos criticos de f sao: (1,1),(—1,1),(1,—1) e (—1,—1). Por outro lado a matriz
hessiana de f é

2 2
Hf(z,y) = %(x,y) ai,aﬁ(x’y) |2 O
P 2wy Sy | L0 2]
0xdy \*? 92 \

tendo-se em particular:

= [2 8L - 2 0],

Hf(l,—l):[g _02] e Hf(—1,—1) = { _02 _02]

Com isto podemos concluir que f tem pontos de sela em (—1,1) e (1,—1), j4 que as matrizes Hf(—1,1) e
Hf(1,-1), tendo valores préprios com sinal contrario, sao indefinidas. No ponto (1,1) temos um minimo
local pois a matriz H f(1, 1), tendo todos os valores préprios positivos, é definida positiva. No ponto (—1, —1)
temos um méaximo local pois a matriz H f(—1,—1), tendo todos os valores préprios negativos, é definida
negativa.

Exercicio 3. Identifique e classifique os pontos criticos de f : R? — R quando:

a) f(z,y) =2 — y* + ay; b) f(z,y) = 2® — 3y + bx — 2y + 6y + 8;
¢) f(z,y) =exp(l+2* —y?); d) f(z,y) = € cosy;
e) f(z,y) =y + zsiny; f) f(z,y) = (a® + 3y?) exp(1 — 2% — ?).



2.4 Extremos absolutos

Recordemos que um cunjunto S C R" diz-se limitado se existir um ndmero r > 0 tal que
|z|| < r, para qualquer z € S.

Seja f : R™ — R uma funcao continua e S C R™ um conjunto limitado e fechado.

Nestas condi¢oes demonstra-se que existem pontos a e b de S tais que

f(a) > f(z), para qualquer = € S

f(x) > f(b), para qualquer x € S.

Dizemos entao que f(a) é o valor méximo de f em S, e que a ¢ um ponto de maximo absoluto de f em S.
Analogamente, dizemos que que f(b) é o valor minimo de f em S, e que b ¢ um ponto de minimo absoluto
de f em S.

O teorema que se segue é muitas vezes ttil na determinacao dos valores méximos e minimos de uma
funcéo f: R™ — R num conjunto S C R".

Teorema 3. Seja f: R™ — R uma fungdo com primeiras derivadas parciais continuas, e S C R™ um conjunto
limitado e fechado. Seja ainda a € S um ponto de méximo absoluto de f em S, e b € S um ponto de minimo
absoluto de f em S. Entao tem-se:

1) Se a nao pertence a fronteira de S entdo a é um ponto critico de f;

2) Se b nao pertence a fronteira de S entdo b é um ponto critico de f.

2

2
1—x y’e

Exercicio: Seja f : R? — R definida por f(x,y) = e
S={(z,y) eR*: 2” +y* <1}

Calcular o valor méximo e o valor minimo de f em S.

Resolugao: Comecemos por notar que as primeiras derivadas parciais de f:

of 1—g2_q2 of 1—g2_q2
D (z,y) Te © By (z,y) ye

s@o continuas no seu dominio, e que (0,0) é o inico ponto critico de f. Notemos também que o conjunto S
é limitado e fechado com fronteira

852{($,y)6R2:x2—|—y2:1}.

Estamos assim em condigoes de aplicar o teorema 3.
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Consideremos entdao um ponto a € S de méximo absoluto e um ponto b € S de minimo absoluto. Pelo
Teorema 3, e porque (0,0) é o unico ponto critico de f em S, temos:

(a € dS oua=(0,0)) e (bedSoub=(0,0)),

consequentemente
(f(a) =Tou f(a)=e) e (f(b)=1ou f(b)=e).

Assim, porque f(a) é o valor maximo de f em S, e f(b) é o valor minimo de f em S, teremos necessariamente

méximo de f em S = f(a) =,

minimo de f em S = f(b) =1,

como se pretendia calcular.

Exercicio: Seja f : R? — R definida por f(z,y) = el=2*~v*

, €
S={(z,y) eR*: 1 < 2?+y* <4}

Calcular o valor méximo e o valor minimo de f em S.

Resolucao: Notemos que neste caso nao existem pontos criticos de f em S. Notemos também que o conjunto
S é limitado e fechado com fronteira

89S = {(z,y) eR?: 2 + 4> = 1} U {(z,9) e R? : 2% + 4% = 4}.

Consideremos entao um ponto a € S de méximo absoluto e um ponto b € S de minimo absoluto. Pelo
Teorema 3 temos:

a€0Sebeds,
consequentemente
(flw=1louf(a)=c®) e (f(b)=1ouf(b)=e?),
e portanto
méximo de f em S = f(a) =1,
e

minimo de f em S = f(b) = e ?,

como se pretendia calcular.

11



Ficha 3

3 Curvas e caminhos.
Recorde que um caminho em R? é uma funcdo continua
c:la,b] CR — R3.
Um subconjunto C' C R? & uma curva se existir um caminho c : [a,b] — R3 tal que
C={c(t):teab]},

dizemos entao que o caminho ¢ é uma parametrizagao da curva C.

Exemplo 1. Qualquer segmento de recta é uma curva. O caminho ¢ : [0,1] — R3 definido por

c(t) = (o + t(z1 — o), yo + t(y1 — Yo), 20 + t(z1 — 20))

¢ uma parametrizacio do segmento de recta com extremidades em (g, %o, z0) € R3 e (21,91, 21) € R3.

Exemplo 2. A circunferéncia
C={(zy,2) ERS::UQ—i—yZ:lez:O}
¢ uma curva. O caminho c : [0, 27] — R? definido por
c(t) = (cos(t),sin(t),0)

é uma parametrizacao da circunferéncia.

Exemplo 3. A elipse
2 2
_ 3. vy _ —
C—{(:c,y,z)ER .;—i———lez— }
¢ uma curva. O caminho c : [0, 27] — R? definido por
c(t) = (acos(t), bsin(t),0)

¢ uma parametrizacao da elipse.

Exemplo 4. O arco de pardbola
C = {(x,y,z) eR3:y=2a2 ze[-1,1] ez:O}
é uma curva. O caminho c : [~1,1] — R3 definido por
c(t) = (t,t%,0)

é uma parametrizacao do arco de pardbola.

Exercicio 1. Determine uma parametrizagao da curva C' quando:

12



a) C é o segmento de recta de extremidades (1,0,1) e (1,2,2);
b) C:{(x,y,z)6R3:m2+y2:9ez:0};

) C={wy2) eR:H+ % =1e2=0};
d) C:{(%y,z)€R3:y:sin($),xe[07277] eZIO},

3.1 Comprimento de arco.

No que se segue admitimos que o caminho
c: [a,b] — R3
t = (alt) ) )
é continuamete diferencidvel no seu dominio. Recordemos que a matriz jacobiana de ¢ em ¢ é definida por
c1(t)

c'(t) = | &(t)
c3(t)

A esta matriz (ou ao vector (¢ (t),c5(t), c4(t))) chamamos vector velocidade de ¢ em ¢t. Notemos que se ¢ é
uma parametrizagao da curva C, entao a recta tangente a C' no ponto c(tp) tem a direcgdo do vector ¢’(tp).
Em particular a equagao vectorial da recta tangente a C' no ponto c(tg) é

r(t) = c(to) + (t — to)c'(to)-

O vector velocidade desempenha um papel fundamental no cilculo do comprimento de uma curva. Com
efeito, o espago percorrido por c¢(t) para tg <t < ¢; é dado por

[ = /tl |/ (t)]| dt = /tl \/[Cll(t)]2 + [ch ()] + [c4 (1)) dt.
to to
Exercicio 2. Calcular o comprimento da curva C quando:
a) C é parametrizada por (2 cos(t),2sin(¢),0) com 0 < ¢ < 2m;
b) C é parametrizada por (2 cos(t), 2sin(t),t) com 0 < t < 27;
c) C ¢é parametrizada por (¢,t2,0) com —1 <t < 1.

Sugestao para a alinea c¢): Verifique que
/mdx = % [x\/m+ a®log(z 4+ V22 + QQ)} + k.
Nota 1 Sabemos que a formula de mudanca de varidvel na primitiva é
I= /f(t) dt = /f(t (w))t' (u) du, quando se fazt =1t (u).

Seja f Va2 +t2dt, como calcular esta primitiva? Hd diferentes caminhos, vamos utilizar uma substituicao
do tipo

t = asinhu,

u = log (t—i— V2 +a2> —loga.

13



et—e ¥

Nota: a expressao em sequndo lugar deduz-se sabendo que t = asinhu = a*——, temos assim

2

a
2t:ae“——u<:>2te“:ae“—a@aeQu—Qte“—azo,

(&

que é uma equagdo do sequndo grau para €. Queremos u como funcdo de t. Aplicando a formula resolvente
destas equacdes teremos

2t & V4t2 + 402 1

et = + 2a :—<t+\/t2+a2>,
2a a

note-se que apenas a raiz positiva faz sentido. O resultado obtém-se aplicando o logaritmo

1
u = log — <t+\/t2+a2) zlog(t+\/t2+a2) —loga.
a

Vamos utilizar a férmula da mudanc¢a de varidvel na primitiva I :

I:/\/a2+t2 dt:/\/a2+(asinhu)2 (asinhu)’ du:/\/a2 (1 + sinh®u) acoshu du.

Da férmula fundamental da trigonometria hiperbolica temos que cosh? u — sinh? u = 1, de onde a primitiva

acima se simplifica para
I = / Va2 cosh? u a coshu du = a® /cosh2 u du.

Como

U —u\ 2 2u —2u
coshQu:(6 te > _° te +

a primitiva fica

2u —2u 9 2u _ p—2u inh 2
I:a2/<e+e+> du:a2<H+u>+K:a2<Sm u+u>+K.

4 2

Aqui notamos que

sinh2u  e?% — e 2u le —e Het +e ¢

4 8 2 2 2

de onde resulta que a primitiva pretendida é
2

1
I =a? <2 sinh u cosh v + ;) + K = % (sinhu 1—|—sinh2u+u) + K.

Neste ponto é mecessdrio regressar & varidvel t, sabemos como u se relaciona com t, sabemos ainda que
sinhu = é o que resulta imediatamente em

2 t $2
P 2( 142 b1og (t+ VET@) —loga) + K
a a

S|

2 t 2 t2 2
S Y s +log<t+\/t2+a2> +K—a—loga
2 \a a? 2
1
_ 5(t\/a2+t2+a2log(t+\/t2+a2))+k:
1
= 5(t\/tZ’Jra?Jranog(t+\/7t2+a2>)+l<:.

14



3.2 Torsao e curvatura.

Seja ¢ : [a,b] — R3 um caminho com derivadas de qualquer ordem e tal que
Hc'(s)” =1le ||c”(s)” # 0, para qualquer s.

Nestas condi¢oes podemos definir os vectores

T/(s)

= ™) e B(s) = T(s) x N(s),

a que chamamos respectivamente, vector tangente unitario, vector normal e vector binormal no ponto c(s).
Note-se que os vectores T(s), N(s) e B(s) sao unitdrios e ortogonais entre si, ou seja constituem uma base
ortonormada de R3. Demonstra-se em particular que existem nimeros reais unicos x e 7 tais que

T'(s) = kN(s), N'(s) = —kT(s) + 7B(s) e B'(s) = —7N(s).

Aos nimeros k e 7 chamamos respectivamente curvatura e torsdo de ¢ no ponto c(s).

Exercicio 3. Demonstre que a curvatura de uma circunferéncia em qualquer dos seus pontos coincide com
o inverso do seu raio.

Exercicio 4. Demonstre que se uma curva estd contida num plano entao tem torsao nula em qualquer ponto.

3.3 Notas e exercicios complementares sobre curvas e sua parametrizagao

Comprimento de arco. Seja 7 (t) = (z (t),y (t), z (t)) o vector posigao sobre uma curva -y, parametrizado
por t € [0, A].
O comprimento de arco sobre a curva, medido desde ( =0 até { =t, é

s<t>=/ 70 Hdc /W 10+

Exemplo 1. Seja a hélice

t = rcost
y(t) = rsint , te[0,4],
t = at

z(t) = —rsint
3'/(t) = rcost ,tel0,4],

(t) = a

obtém-se 7 (¢)

o2 o2
E logo \/:J: ) +vy )+ z () = \/(—=rsin¢)* + (rcos ) + a? = V2 + a2. Assim o comprimento de arco

é
t
t):/\/r2+a2dC:t r2 + a?.
0

Representagao candénica. Nesta representacao utiliza-se o comprimento de arco como pardmetro na
representagao paramétrica da curva. Dada uma parametrizagao calcula-se s = s (t), resolve-se para t = t (s)
(inverte-se) e substitui-se ¢ como fungao de s na representagao original.
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Exemplo 1. (continuagao) Neste caso s como fungao de ¢ é

s(t)y=t Vr2+a?,

ou seja, invertendo
s

t(s) = ——.
V12 + a?
. . ~ L . L, — . o~ .
Substitui-se nas equagoes paramétricas e obtém-se 7 (s), 0 vector posi¢ao sobre a curva 7 cujas coordenadas

sao
S

x(s) = TC?SW
y(S) = rsnl\/ﬂiitﬁ 7S€[O>L]7
z(s) = Saw

ré+a

em que L = s(A) é o comprimento total da curva.
Vecto_}r tangente unitdrio. Derivando a parametrizacio 7 (s) em ordem a s obtemos o vector tangente
unitédrio ¢ (s) = 77 (s).
Exemplo 1 (cont.). Na curva v o vector tangente unitério é dado por

te (s) = I: (s) = — \/T2T+a2 sin \/T28+a2
ty(s)=y'(s) = \/Tzr_,_az cos \/Tzs_,_az , s€[0,L].
L) =) = e

. . - . , «, .
Exercicio 5. Verifique que ¢ (s), no exemplo considerado, ¢ unitério.
Vector normal principal e primeira férmula de Frenet-Serret. Obtém-se o vector normal & curva

. — ~ el . oy oos
derivando ¢ (s) em ordem a s; no entanto, em geral, este vector ndo é unitédrio, para obter o vector unitério

N — . . N =
normal & curva 7 (s), ou vector normal principal, recorremos a expressao

F = L) T
ni\s)= =

H?/ (3>H 177 ()]
A quantidade (s) = H?’ (s)’ = || 7" (s)|| tem um papel muito importante na teoria das curvas, é a

curvatura de v em s. A expressao da normal principal pode escrever-se

1 (s)

(5)= i

que é a primeiro férmula de Frenet-Serret, usualmente escrita T (s) =k(s) T (s)
Exemplo 1 (cont.). Na curva v o vector normal unitdrio é obtido derivando o vector ¢ (s) :

xu (s) g7 COS W
y (s) = sz_az sin \/7"28+a2 , s€[0,L]
2 (s) = 0



O vector (2" (s),y" (s),2" (s)) tem a norma « (s) :

R(s) = (@ () + (v () + (2" (5))°

T S T . S

2

. 2
- Y (ta)
N
r2 4+ a?’

que é a curvatura (constante) da hélice circular.

A normal principal, 7 (s) = sz%;”, tem representacao

ng (s) = —cos \/rzs+7a2
ny(s) = —sini— , s€ [0, L]
n,(s) = 0

é
Binormal e segunda férmula de Frenet-Serret. O vector binormal unitdrio b (s) é ortogonal aos
— . . — 2 . . .
vectores tangente ¢ (s) e normal principal 7 (s). E obtido muito simplesmente recorrendo ao produto

externo de t (s) e de 7 (s) .
b (s)=t (s)x 7 (s).

N
Os trés vectores: ¢ (s), 7 (s) e b (s) formam um triedro ordenado.
A torgao é obtida a partir da segunda férmula de Frenet-Serret

Exemplo 1 (cont.). Célculo da binormal para a hélice circular:

— —
b(s) = t(s)xmn(s)
B : s s
1 Vo COS mrar
S : S
e — X —
Jizraz | TP Ve SN et
a 0
1 asin o ——
S
= e —Qa COS
/2 1 a? Vr24a?
T

N
A torgao é obtida recorrendo apenas a uma coordenada da segunda férmula de Frenet-Serret, b’ (s) =
7(s) T (s), usando primeira coordenada

a S

b =
x (S) ,',.2 + (l2 cos /Tz ¥ (1/727

esta grandeza terd de igualar —7 (s) ny (s), ou seja

a S S
COS = —T7I(S — COS —/————=
r2+a® \/r2+a2 (5) < \/r2+a2>



de onde se conclui que
a

T(s) = a2
Nota - é evidente que qualquer coordenada da 2% equacao de Frenet-Serret serve para calcular a torgao.
Exercicio 6. Calcular a tor¢ao recorrendo a 2* coordenada, by (s), da binormal e & 2% coordenada da
normal, n, (s).
Terceira férmula de Frenet-Serret. A terceira férmula de Frenet-Serret relacciona todas as grandezas
importantes no estudo de curvas, pode ser utilizada para confirmar cédlculos ou quando uma das grandezas
¢ dificil de obter sabendo todas as outras:

—

T (s)=—r(s) £ (s)+7(s) b (s).

Exercicio 7. Confirmar a terceira férmula de Frenet-Serret para a hélice circular.

Exercicio 8. Seja uma escada de caracol que vence uma altura de 3m. Pretende-se um espelho por
degrau de 20cm. A escada desenvolve-se em torno de um pilar com 1m de raio e tem 2m de raio exterior.
Calcule:

a) O numero de degraus.

b) A constante a.

c¢) O cobertor interior e exterior de cada degrau.

d) A curvatura interior e exterior das hélices que limitam a escada.

e) A torcao interior e exterior das hélices que limitam a escada.

Que conclusoes tira? A escada é confortdvel e segura para o utilizador?
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Ficha 4

4 Integrais duplos e triplos.

4.1 Integrais duplos

Exemplo 2 Calcule o integral duplo

// (z%y + 2y°x)dady, com R = [0,1] x [~1,0].
R

Sabemos que

/ /R (2%y + 2y32)dzdy = / 01 ( /01(1:2y—|— 2y33;)dac> dy = /0 ! ( /01 (22 + 25%2) dy> .

Assim, porque

1
/ (z%y + 2y°z)dz = [2%y + 2y3x}é = (% + y3) -0= % +9°,
0

0 1
// (z2y + 2y3x)dedy = / < (z2y + 2y3:c)dx> dy
R 1 \Jo

obtemos

Alternativamente, porque

0 2.2 470 2 2

2
/(m2y+2y3x)dy=[$y+ xy] :0—<x+x>:—x -5
—1 -1

obtemos

1 0
// (z2y + 2y3z)dedy = / / (z%y + 2y3x)dy> dz
R 0 -1

Exercicio 1. Calcule os integrais duplos:
a) //(3x2y + 8zy® + 2)dxdy, com R = [0,1] x [0, 1].
R
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b) (122y° + 3y~ 1)dady, com R = [—1,1] x [1,2].
J
c) // cos(x + y)dzdy, com R = [0, 7] x [0, 7).
d) //(a:yex+y)dxdy, com R =[0,1] x [-1,0].

Exemplo 3

Calcular o volume do sdlido
S ={(z,y,z) ER3:z€[0,1]Ay€[0,2]A0< 2 < "ty

Consideremos a fungao f : [0,1] x [0,2] — R™, definida por f(x,y) = e*T¥. Note que S é o conjunto dos
pontos do espaco que ficam por baizo do grdafico de f. Logo teremos

Volume(S) = / f(z,y)dzdy, com R =10,1] x [0,2],
R

| /O:wdy) @
(

[ex-H/

e portanto

Volume(S) =

Alternativamente, teriamos

Volme(S) = /0 i < /0 le“yda:) dy
(

Exercicio 2 Calcule o volume do sélido S definido por:
S:{(x,y,z)€R3:0§x§1/\0§y§1/\O§z§x2+y2}.
Exercicio 3 Calcule o volume do sélido S definido por:

S:{(m,y,z)€R3:0§:E§1/\0§y§1/\m3—|—y3§z§m2—|—y2}.

20



Exemplo 4 Calcule o integral

//xydmdy, com S = {(z,y) € R?: 2% <y
S

Sabemos que

Assim, porque

temos

Alternativamente temos

e portanto

1 vy
//acyda:dy = / / xydx | dy
S 0 y

Exercicio 4 Calcule o integral / / (22 + y?)dzdy quando:

a) S={(z,y) eR*:0<z <1A0<y<a};
b)S:{(a:,y)€R2:0§x§1/\x3§y§$2};
) S={(z,y) eR?: 0<y <1A0 <z <y}

21
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Exemplo 5 Calcule, mediante wma mudanca de varidveis adequada, o integral
//(:1:2 + y?)dzdy, com S = {(z,y) € (z,y) € R?: 2?2 + 42 < 4},
S

Consideremos a transformacao T : [0, +0oc] x [0,27] — R2, definida por
T(r,0) = (rcosf,rsind).
Sabemos que

// (o, y)dady = / / F(T(r,0)). [det (DT (r, )| drdd,
S T-1(S)

onde
T71S) = {(r,0) €0, +00] x [0,27] : T(r,0) € S}
= {(r,0) €[0,+00] x [0,27] : (rcosf,rsinf) € S}
= {(r, 0) € [0, +00] x [0,27] : (rcos ) + (rsin)? < 4}
= {(r,0) €[0,+00] x [0,27] : r* < 4}
= [0,2] x [0,27],

cosf) —rsinf

det (DT'(r,0)) = det [ sind  rcosd

} = 7(cos0)? + r(sin)* = r.

Assim, porque f(x,y) = x2 +y2%, temos f(T(r,0)) = f (rcos@,rsin@) = r2, e portanto

/ / (22 + %) dody — / / F(T(r,0)). [det (DT (r, 0))| drdd
5 [0,2][0,27]

= / / 2 |r| drdf

[0,2] % [0,27]

2 27
= /( / r3d6)dr
0 0
2
= /27r1"3d7‘
0

= 8.

Exercicio 5 Mediante uma mudancga de varidveis adequada, calcule:

) [ zdody, com 5 = {(2.0) € (w9) € B2 a? 42 <1,
S

b) //\/mdwdy, com S={(z,y) € (z,y) eER?*:z>0ey>0ea?+y? <1}
S

c) //63”2+y2dxdy, com S = {(z,y) € (z,y) e R?: 1 < 2?2 +y? < 4}.
S
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Exemplo 6 Seja S = [0,1] x [0,1] uma placa bidimensional com densidade de massa f(x,y) = e*TY.
Calcular a massa e o centro de massa de S.

Sabemos que a massa da placa, e as coordenadas do seu centro de massa, (c1,c2), sao dadas por

[[et@wasts [ [urwsay
cg = —2 )

)

massa(S) massa(S)

massa(S) = //f(a:,y)d:ndy, c1 =
S

Logo, das iqualdades:

J[ 1@ty — | K / ey = (e~ 1)2,
S
//xf(:v, y)dzdy = /01(/013:em+ydy)da; =e—1,
S

//yf(w, y)dady = /01(/01yex+ydy)d:v =e—1,
S

e—1 1
S) = (e —1)2 = ¢y = — .
massa(S) = (e —1)° ec1 = co e 1 e-1

obtemos

4.2 Integrais triplos

Exemplo 7 Calcular o integral triplo

[ v s, com 2= 0.1 1 0

Recorde que o cdlculo de um integral triplo pode reduzir-se ao cdlculo de um integral duplo. Mais pre-
cisamente, se considerarmos as fungées a : Ry = [0,1] x [-1,1] — R, b : Ry = [0,1] x [-1,0] — R,
c¢: Ry =[-1,1] x [-1,0] — R, definidas respectivamente por
0 1 1
awy) = [ @ry+debo) = [ @yt ) = [ @y
-1 -1 0

entao temos

///P(:C +y + 2)dxdydz = //Rla(a:,y)dxdy = //RQb(a:,z)da:dz = //RSC(%Z)dydz'

Assim, porque
2

0 0
z 1
a(:n,y):/l(:n—l—y+z)dz: [mz—l—yz+2] =0- (—m—y+) =r+y— -,
- -1
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vem

([ +vs isivis = |
/

= (22 — 1) dx
[ ],
(1-1)-0

= 0.

Alternativamente, podiamos calcular

1
1
c(y,z):/ (x+y+z)dx:[g+my+$z] :§+y+270,
0

///]D(x+y+z)d:rdydz = //Rgc( 2)dydz
I,

1
<+y+z>dydz
5 \2

0
( < +y-|—z>dz>dy
-1
1 z 0
f—i-yz—k dy
2 1

1

/
[l

- /(- (——y+§>>dy
‘

e portanto

1

"‘»—I

ydy

i

L\’)M—t|

= 0,

como anteriormente.
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Exercicio 6. Calcule os integrais triplos:

a) ///(myz)dwdydz, com P =[-1,0] x [0,1] x [-1,1].
P
b) /{/e”y“'zd:ﬁdydz, com P = [0,1] x [0,1] x [0,1].

c) /// cos(x + y + z)dzdydz, com P = [0,2x] x [0, 7] x [—,0].
P

Exemplo 8 Calcular o integral

///(:U—I—y—i—Qz)dxdydz, comS’:{(x,y,z)ER?’:(:U,y)E[O,l] x [0,1] €0§Z§£C2+1}.
S

Note que neste caso o dominio de integragao, S, nao é um paralelipipedo. Se considererarmos um paralelipipedo
P que contenha S, seja por exemplo P = [0,1] x [0,1] x [0,2], temos

///g(x +y + z)dvdydz = ///Pﬂw, y, 2)dedydsz,

onde f: P =0,1] x [0,1] x [0,2] — R estd definida por

. B r+y+zse(r,y,z) €S
f($7y7z)_{ 0 se (x,y,z) GP e ($,yaz)¢s '

Para calcular o integral

///pf(ﬁ’ y, z)dzdydz,

podemos considerar a fungdo a : R =1[0,1] x [0,1] — R, definida por

2~
a(z,y) = /Of(x,yw)dz
z2+1

0

= [wz +yz + zﬂgzﬂ

= (e +1) +yE@2+1)+ (@2 +1)%) =0
= 2+ vyt 2%+ +y+ 1
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Sabemos que

// Pf(m,y,z)dwdydz = // a(z,y)dzdy

= // st 23 +ya? + 202 + x4y + 1)dady

1 1
= /< (zt 4 2% 4 ya? + 222 —I—x—l—y—l—l)dx)dy
0 0
- /1 5+x—+£+2i+m—2+x v )
~ ) 5 1 3 g T
Lrr1 1
= =+ + + +-4+y+1 dy
o \\5 2
WACE 1”)
, \3”

2 157
- o]
3 0
2
3

157

60

Exercicio 7 Calcular o integral

///:dedydz, comS:{(z,y,z)ERS:(m,y)G[O,l] x[0,1] e0<z<az+1}.
S

Exercicio 8 Calcular o integral

///ydxdydz, com S = {(x,y,z) €R3: (x,y) €[0,1] x [0,1] ey3—|—1§z§y2—|—1}.
S
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Ficha 5

5 Integrais de linha e integrais de superficie.

5.1 Integrais de linha

Exemplo 1 Seja f : R3 — R o campo escalar definido por f(z,y,2) = 22 +y> + 2z, e c: [0,27] — R3 o
caminho definido por ¢(t) = (cos(t),sin(t), 2t). Pretende-se calcular o integral de linha de f ao longo de c.
Recorde que o integral de linha de um campo escalar f : R> — R ao longo de um caminho c¢ : [a, b] — R3

representa-se por
/ fds
C

b
/ fds = / Fe®) || )] de.

e define-se por

Neste caso concreto temos:

¢(t) = (—sin(t),cos(t),2), [[¢/(1)]| = y/sin2(t) + cos?(t) + 4 = V/5, para t € [0, 2n]

f(e(t)) = f(cos(t),sin(t), 2t) = cos®(t) + sin®(t) + 2t = 1 + 2t, para t € [0, 27] .
Logo

2
/ fas = [ et o) o

- /QW (14 2t) V5dt
0
= VB[(t+2)] = V5 (21 + 4n?) .

Exercicio 1 Calcule o integral de linha do campo escalar f : R3 — R ao longo do caminho ¢ : [a,b] — R?
quando:

a) f(z,y,2) =22 +y> + 22 e c(t) = (sin(t), cos(t), t) com ¢ € [0,27]. Solugdo: 72 (2 + 57%).

b) f(z,y,2) =z +y+ z e c(t) = (cos(t),sin(t),t) com t € [0,27]. Solugdo: 272v/2.

¢) f(z,y,2) =zcos(z) e c(t) = (t,t%,0) com t € [0,1]. Solugdo: 5v/5 — 5.

Exemplo 2 Seja F' : R3 — R3 o campo vectorial definido por F(z,y,2) = (z,—y, 2), e ¢ : [0,7/2] — R o

caminho definido por ¢(t) = (cos(t),sin(t),0). Pretende-se calcular o integral de linha de F' ao longo de c.
Recorde que o integral de linha de um campo escalar F' : R® — R? ao longo de um caminho c : [a, b] — R3

representa o trabalho realizado pelo campo F' quando uma particula percorre o caminho c. Este integral

denota-se por
/ F.ds
c

/c Fds = / " F(e(t). ().

e define-se por

27



Neste caso concreto temos:

d(t) = (—sin(t), cos(t),0), F(c(t)) = F(cos(t),sin(t),0) = (cos(t), —sin(t),0), para t € [0,7/2],

e portanto
F(c(t)).c(t) = (cos(t),—sin(t),0).(—sin(t),cos(t),0)
= —cos(t)sin(t) — sin(t) cos(t) + 0
= —2cos(t)sin(t)
Logo

/CF.ds = /OWF(c(t)).c’(t)dt
_ /O " 9 cos(t) sin(t)dt

- [COSZ(t)]g/Q = 0052(77/2) — cos2(0) =—1.

Exercicio 2 Calcule o integral de linha do campo vectorial F : R? — R? ao longo do caminho ¢ : [a,b] — R3
quando:
a) F(w,y, ): ($2 ry, )a (t)
b) F(z,y,2) = (cos(2),e", ),
¢) F(x,y,2) = (z,y,2), ():

(t,12,1) com ¢ € [0,1]. Solugdo: 1.
1
(t) = (1 t,e’) com t € [0,2]. Solucdo: 2e + 1e* — 3.
in

(t),cos(t),t) com t € [0,27]. Solugao: 27r

(si

Exemplo 3 Considere o campo vectorial F(x,y, z) = (yz cos(zyz), xz cos(zyz), zy cos(xyz)).
a) Mostre que existe ¢ : R3 — R tal que V¢ = F.
b) Calcule o integral de linha de F ao longo do caminho ¢(t) = (sin(t), 2sin(t)e!~™/2,12/7), t € [0,7/2].

a) Determinemos ¢ : R®> — R tal que V¢ = F. Por outras palavras pretendemos determinar a solucio
¢ : R? = R do sistema de equacoes

(glﬁ(x, y,2) = yz cos(zyz)

a—f;(x,y,z) = zzcos(zyz) . (1)
0

% (0,y, 2) = oy cos(oy?)

Porque
2 (0,1,2) = = cos(a2) & 9z, y,2) = sin(ayz) + ey, 2)

vemos que ¢(x,y, z) = sin(zyz) + c(y, z) € solucao do sistema (1) se e s6 se c(y, z) € tal que

Jdc

{ xzsin(zyz) + g; (y,2) = zz cos(zyz)
wysin(zyz) + 55 (y, z) = xy cos(wyz)

ou ainda {

Isto significa que existem solugdes de (1) e todas elas sdo da forma

o(x,y, z) = sin(xyz) + ¢, onde ¢ designa uma constante real.
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b) Na alinea anterior ficou demonstrado que o campo escalar ¢(x,y, z) = sin(zyz) é tal que
Ve =F.

Podemos entao recorrer a igualdade

/ F.ds = ¢(c(b)) — ¢(c(a)),

c

vélida para qualquer caminho c : [a,b] — R3, para calcular o integral pretendido. Porque
c(t) = (sin(t), 2sin(t)e="/2,£2/7), com t € [0,7/2],

temos

¢(0) = (0,0,0) e ¢(r/2) = (1,2,7/4),

consequentemente

/ Fds = é(c(r/2)) — é(c(0))

= Qb(lv 277T/4) - ¢(0’ 0)
= sin(7/2) —sin(0) = 1.

Exercicio 3 Considere o campo vectorial F'(zx,y, z) = (y, z,0).
a) Mostre que existe ¢ : R3 — R tal que V¢ = F. Solucdo: ¢(z,y,z) = zy + c.
b) Calcule o integral de linha de F ao longo do caminho c(t) = (t*/4,sin3(tr/2),0), t € [0, 1].

Solucao: %.

Exercicio 4 Considere o campo vectorial F(z,y,z) = (waz, z2z, :1:2y).
a) Mostre que existe ¢ : R3 — R tal que V¢ = F. Solucao: ¢(z,y,2) = z2yz +c.
b) Calcule o integral linha de F' ao longo de um caminho com ponto inicial (1, 1,1) e ponto final (1,2,4).
Solugao: 7.

Exercicio 5 Considere o campo gravitacional

GMz GMy GM=z

F(xvyaz):_( 3 3 3 )
(2?2 +y2 +22)2 (2?2 +y? +22)2 (22 +y? +22)2

)

onde G e M designam constantes positivas.

a) Mostre que existe ¢ : R3\ {(0,0,0)} — R tal que V¢ = F. Solucio: ¢(x,y,2) = c+GM/\/22 + y2 + 22.
b) Mostre que o trabalho realizado por F' ao longo de um caminho com inicio em (z1,y1,21) e fim em

(z2,Y2, 22) apenas depende de \/x7 + 7 + 27 e \/23 + y3 + 23.
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5.2 Integrais de superficie

Exemplo 4. Considere a superficie

S:{(xvyaz)€R3:z:$2+y2/\x2+y2gl}‘

Pretende-se calcular a drea de S, e a massa que esta superficie teria se a sua densidade de massa fosse dada
por f(z,y,2) =4z + 1.
Comecemos por recordar que se

O [a,b] X [c,d — R3
(u,v) - (X(u,v),Y (u,v), Z(u,v))

é uma parametrizacao de S entao a drea de S é dada por

b pd
Area(S) = / / | T (w, ) x Ty (u, v)|| dvdu, (2)

onde Ty, (u,v) x T, (u,v) denota o produto externo dos vectores tangentes a superficie

Ty (u,v) = <%§j(u,v), %(u,v), %(u,v)) e Ty (u,v) = <%}5(u, v), %(u,v), g—i(u, U)) .

Recorde ainda que se f : S — R designa a densidade de massa da superficie, entao a massa de S é dada
pelo integral de f ao longo de S, ou seja

Massa(S) = //Sde (3)
b pd
= / / f(X(u,v),Y (u,v), Z(u,v)) | Ty (u,v) X Ty (u,v)|| dvdu.

Comecemos entdo por notar que a aplicacao

®: [0,1] x [0,27] — R3
(r,0) — (rcosf,rsin6,r?)

é uma parametrizagao de S. Os correspondentes vectores tangentes sao dados por
T, (r,0) = (cosf,sin6,2r) e Ty (r,0) = (—rsinb,rcosb,0),
tendo-se ainda

€1 €9 €3
T, (r,0) x Ty (r,0) = det cos 0 sinf  2r | = (—2r?cos, —2r*sinf,r)
—rsinf rcosf 0

T (r,0) x Ty (r,0)|| = V/4rt + 12 = r/4r2 + 1.
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Podemos entao concluir por (2) que
, 1 2
Area(S) = / / T3 (r,8) x Ty (r,0)|| dOdr
0o Jo
1 2
= / rv/ 4r? + 1d0dr
0o Jo
1
= 2ry/4r2 + 1dr

[(47«2 n 1)3/2}; - (@— 1) .

T il
6 6
)

Para calcular a massa basta ter em conta (3

27
Massa(S) = / / f (rcosO,rsind,r?) || T, (r,0) x Ty (r,0)| dodr
0o Jo

1 2m
= / / (47 + 1) r/4r2 + 1dfdr

1 27
- / / (4r% +1)** dodr
0 0

1
= /27r7’(4r +1)3/2d
0

1
= 27 &r (4r2 + 1)3/2 dr

8 Jo
:Z(lof—i)

1
(47‘2 + 1)5/ 2
5/2

Exercicio 6 Sabendo que uma superficie cénica ¢ parametrizada por @ : [0, 3] x [0,27] — R3, com ®(r, ) =
(27 cos(0), 2rsin(), r), calcule:

a) Represente numa figura a superficie.

b) A érea da superficie S. Solugao: /527

¢) A massa da superficie S se esta tiver densidade de massa dada por f(z,y, z) = z. Solugao: 4v/13x.

m
4

0

Exercicio 7 Considere a calote esférica S = {(a:, y,2) ER3 a2 492+ 22 =4 N2> O}.

Sabendo que esta superficie ¢ parametrizada por @ : [0,7/2] x [0,27] — R3, com
D0, ¢) = (2sin(0) cos(¢), 2 sin(0) sin(¢), 2 cos(f)),

calcule:
a) A drea da superficie S.
b) A massa da superficie S se esta tiver densidade de massa dada por f(z,y,z) = z.

Res. a) E necessario calcular
[[as
S
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Devido & simetria esférica do problema utiliza-se o sistema de coordenadas esféricas,

r = rsinfcoso
y = rsinfsing
z = rcos 6.

A parametrizacdo ® da calote esférica sera obtida fazendo, precisamente r = 2 nestas equacdes com
0 €[0,7/2] e ¢ € [0,27]. Os vectores tangentes a superficie serao (no caso de toda a parametrizacao de uma
superficie esférica):

Ty (0,0) = (rcosfcosa@,rcosbsinp, —rsinb)
0,6) = (—rsinfsing,rsinfcose,0),

o produto vectorial fundamental é:

r cos 6 cos ¢ —rsinfsin ¢ 2 sin? 6 cos ¢
P0,¢)=Ty(0,¢) x T,(0,¢) = | rcosfsing | x | rsinfcos¢ | = | r?sin®fsin¢ |,
—rsin 6 0 72 cos 0 sin 0

cuja norma é

1Ty (0,8) x Ty (0, 9)| =r*sind

e que no nosso caso é 4sinf. O integral de drea é

2t T -
A= //dS - / /2 45in 0dfde = 2r.A. [ cos 0] = 8,
S 0 0

o que é metade da drea da esfera de raio 2 que seria 167.
Res. b) Neste caso toda a mecanica do célculo do integral é igual & da alinea a) mas agora com uma
funcao integranda, que em coordenadas esféricas vale z = f(6,¢) = 2cosf. O integral é

27 T z
M = //de:/ /22c0594sin9d0d¢:87r/2QSin9c050d9
S 0 0 0

= 87r/2 sin 20d0 = 87 [—00829] ’ = 8.
0 2 0

5.3 Teoremas de Stokes e Gauss

Exercicio 8 Considere a calote esférica S = {(x, y,2) ER3 a2 + 2+ 22 =1 A2 > 0} e F : R? — R3 definido
por F(z,y,z) = (y, —x, e**).

a) Calcule o rotacional de F.

b) Sabendo que S é parametrizada por ® : [0, 7/2] x [0,27] — R3, com

D0, ¢) = (sin(@) cos(¢), sin(#) sin(¢), cos(h)),

mostre que

//S(VXF).(Jl—é'——/O%/O

[VE]

sin(0) cos(0) <sin(0) cos(¢)esin(0) cos(@) cos(@) 2> dode.

32



c¢) Conclua pelo teorema de Stokes que

2 %
/ /2 sin(0) cos(0) <sin(9) cos(¢p)esn(0) cos(0) cos(d) 2) dod¢ = 2.
o Jo

9 9
dr fl (mv Y, Z) ox Y 0
Resa) V x F(x,y,2z) = 9| 2(z,y, 2 =| 2 | x| -z | =] —ze=
Y Y
) 92 fg(a:,y,z) 92 e —2
Res b) E necessério calcular V x F' sobre a superficie, ou seja, com a parametrizagao indicada:
0
V x F (9’ ¢) — — COS eecosesin9cos¢
-2

Recordamos que a parametrizagao utiliza de novo as coordenadas esféricas com r = 1, logo o produto
vectorial fundamental ja foi calculado no exercicio anterior,

sin? @ sin ¢

— _— . o

dS =ndS =P (0,¢)d0d¢ = | sin“fOcos¢ | dOdp.
cosfsinf

Assim
R o I 0 sin? @ sin ¢
// (Vx F)dS = / / — cos fecosOsinbcosd | | qin2 fcosd | dOde
s 0 Jo -2 cos fsin 6

m g .
= —/ / cos fsin § (sin 0 cos pecosOsinbcosd | 2) dfde¢.
0o Jo

Res ¢) O integral pedido é, como visto na alinea anterior:

I — /02”/075 sin(#) cos(0) (sin(ﬁ) cos()esn(®) cos(®) cos(9) | 2) dfdop = —//S(V X F)CIS>v

Recordando o teorema de Stokes, uma vez que tanto F, como a circunferéncia de raio 1, estao nas condigoes

do teorema
N
fp.ds - //(v « F).d8
S

os

Neste caso podemos utilizar qualquer superficie que seja circunscrita no sentido positivo pela circunferéncia.
A superficie mais simples possivel ¢ o circulo unitdrio S = {(l‘, y,2) ER3: a2 492 =1Az= O}. A parame-

_
trizacdo nem sequer é importante porque sobre esta superficie V x F' = (0,0, —2) e dS = ndS = (0,0,1) dS.

Assim
0 0
//(VxF).ﬁdS:// 0 [.]0 dSz—Q//dSz—%,
S1 S1 _2 ]‘ S1

porque a drea do circulo unitdrio é w. O integral I é o simétrico de —27. A resposta é [ = 2.
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Exercicio 9 Considere o campo vectorial F : R3 — R3 definido por F(z,y,z) = (0,0, z(z — 1)e¥®”).

n

a) Calcule a divergéncia de F.

b) Mostre que se S é a superficie orientada representada na figura, entao / / F.dS =0.
S
b) Conclua pelo teorema de Gauss que

1 1 1 ,
/ / / (2z — 1) " Ydxdydz = 0.
0 Jo Jo
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Ficha 6

6 Equacoes diferenciais.

Exercicio 1 Determine a solucao de cada um dos seguintes problemas:
a) y/ - Sin(x)y =0e y(O) = 1. Solugao: y(q:) — el—cos(z)
x3
b) v + ($2 + 1) y=0cy(0) =e. Solucdo: y(z) =e'~ 357

c) ey’ —y =0ey(0) = 1. Solucio: y(z) =el=¢"

d) i /(cos(x) +2) —xzy = 0 e y(0) = eL. Solugao: y(z) = v +esinateose—2

Exercicio 2 Considere a equagao diferencial linar nao homogénea

Y +a(@)y = b(x), (4)

onde a: R —Reb: R — R designam fungoes continuas. Considere a fungao p: R — R definida por
(o) = expl [ o (z) da),

onde, como habitualmente, [ a(x)dz designa uma primitiva de a.
a) Mostre que (uy)" = p (3 + ay), para qualquer funcio diferencidvel y : R — R.
b) Mostre que y : R — R é uma solucao de (4) se e s6 se py é primitiva de ub.
c) Mostre que y : R — R é uma solucao de (4) se e s6 se existir uma constante ¢ € R tal que

~ Ju(z)b(x)da c
R O)

Exercicio 3 Com base no exercicio anterior, determine a solugao de cada um dos seguintes problemas:
X

a)y +y=1ey(0) =0. Solugdo: y(z) =1—e"".
b) v + 2zy = x e y(0) = 1. Solugao: y(z) = % + %671‘2'
¢)y +y=u=xey(0)=0. Solugao: y(z) =e* 4z — 1.

Exercicio 4 Considere a equagao diferencial
cos(z) + 2yy’ = 0. (5)

a) Mostre que a equagao é exacta.
b) Determine ¢ : R? — R tal que V.¢(x,y) = (cos(x),2y).
c¢) Mostre que uma fungao diferencidvel y : |a,b[ — R é solucao de (5) se e s6 se a fungao
Ja,b[ — R
z = d(z,y(z))

¢ constante.
d) Determine a tnica fung¢ao y : R — R que é solugao de (5) e verifica y(0) = 2.
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Solucao: y(z) = /4 — sin(z).

Exercicio 5 Considere a equagao diferencial
2z + e¥y’ = 0. (6)

a) Mostre que a equagao ¢ exacta.
b) Determine ¢ : R? — R tal que V.¢(z,y) = (2, ¢Y).
c¢) Mostre que uma fungao diferencidvel y : |a,b[ — R é solucao de (6) se e s6 se a fungao

la,b] — R
z = ¢(z,y(z))

¢ constante.
d) Determine a tnica funcdo y : |—1,1[ — R que é solucao de (6) e verifica y(0) = 0.
Solugao: y(z) = log(1 — x?).

Exercicio 6 Considere a equagao diferencial
ye™ — 1+ xe™y' = 0. (7)

a) Mostre que a equagao é exacta.
b) Determine ¢ : R? — R tal que V.¢(z,y) = (ye*¥ — 1, ze™).
¢) Mostre que uma fungao diferencidvel y : Ja,b[ — R é solugao de (7) se e s6 se a fungao

la,b] — R
z = ¢(x,y(z))

¢ constante.
d) Determine a tnica funcao y : ]0, +oo[ — R que é solugao de (7) e verifica y(1) = 0.
Solucao: y(z) = log(x)/x.

Exercicio 7 Considere o sistema de equagoes diferenciais:

3y1 — 4y = Y}
8
{2y1—3y2:y§ ®

a) Determine uma matriz diagonal D e uma matriz de mudanga de P tais que

_ 1 13 —4
A=PDP ,(:omA—[2 E

b) Calcule exp(zA).
¢) Determine a tnica solucao (yi1(x),y2(x)) de (8) que verifica (y1(0),y2(0)) = (1,1).

Solugao: D =
(y1(2), y2(2))

1 0 21 2¢" —e™" —2e" 427"
0 —1] F= [1 1]’em*xA)_'[ew—e—w —e" 42" }
(e”

II.—|
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Exercicio 8 Considere o sistema de equagoes diferenciais

dyy — 2y2 = yll (9)
Y1 — Y2 = U

a) Determine uma matriz diagonal D e uma matriz de mudanga de P tais que

A=PDP! com A= 42 .
3 -1

b) Calcule exp(zA).

c¢) Determine a tnica solucao (y1(x),y2(x)) de (9) que verifica (y1(0),y2(0)) = (—1,2).

- 20 1 2 [ —2e 4+ 3e? 2" — 2e*
Solugdo: D = [ 0 1 }P_ [ 13 ],exp(xA)— { ~3¢” + 32" 3¢* — 2¢% ]
(y1 (), y2(x)) = (6% — Te?®, 9e® — Te??).

Exercicio 9 Utilize o método da separagao de varidveis para resolver os problemas:
a) % = %—? e u(0,z) = e2® — 3%, Solucdo: u(t,r) = e¥+2r — 3+,

b) % = % e u(t,0) = 2e72 + 3e’. Solugdo: u(t,r) = 2e~21727 4 3elte,

c) %Z = 2% e u(t,0) = 2et + e~ 2. Solucio: u(t,r) = 2e'2 4 ¢=2-42,

d) g—z = % +u e u(0,z) = e — 2%, Solucio: u(t,r) = e® — 27,

e) %Z = 2% + 3u e u(t,0) = et + 2e72. Solucio: u(t,z) = e®* + 2e(4#=1/2,
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Ficha 7

7 Complementos

Exercicio 1

a) Desenhe com régua e esquadro um rectangulo dourado com base 10cm.

b) Desenhe uma espiral de razao dourada com compasso inscrita no rectangulo anterior.

¢) Deduza a expressao para a razao dourada sabendo que quando se retira um quadrado com lados iguais
a altura do rectangulo, o rectangulo remanescente mantém a mesma proporgao entre a nova base (altura do
rectangulo original) e a nova altura.

T O
=]
L)

Exercicio 2 Desenhe com régua e compasso um quadrado de lado I, a diagonal é v/2I. Com este método
obtenha as raizes de 3, 4 e 5.

Exercicio 3

a) Sabendo que no inicio de um ano ha 1 casal de coelhos recém nascidos e que estes se reproduzem
dando origem a outro casal quando atingem 2 meses, reproduzindo-se entao todos os meses, quantos casais
de coelhos ha ao fim de um ano?

b) Explique o que é uma sequéncia de Fibonacci. Dé dois exemplos de sequéncias de Fibonacci.

Exercicio 4. Sabendo que o Modulor de Le Corbusier tem como base 183 cm para a sequéncia vermelha
{My (j)} ez € 2.26 para a sequéncia azul {M, (j)} Sabendo que os termos das sequéncias satisfazem as
relagOes recorréncia

JEL

=
—~
(=)
SN—
I

1.829¢cm

1++5
2 )

My,(n+1) = ®M,(n+1), em que & =

M, (0) = 2.260cm

1++5

M,(n+1) = ®M,(n+1), em que & = 5

calcule:

a) Uma tabela, elaborada da forma que quiser, (de preferéncia com gosto artistico como na figura de
Le Corbusier anexa) em que sejam explicitos os termos da sequéncia azul M, (—5), M, (—4), M, (-3),
M, (=2), My (—1), My (0), My (1), M, (2), My (3), M, (4), M, (5) e da sequéncia vermelha M, (j), j =
—5,...,0,...5.
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2
Exemplo de res.: M, (1) = ® x M, (0) = 25/5 x 1.802, M, (2) = &2 x M, (0) = (1+2\@> x 1.892,

M, (—1) = ® x M, (0) = (1+2—\/5) ' 1.892,

b) Dé exemplos de objectos de utilizagdo humana, e em particular na arquitectura, que se enquadrem
nas dimensoes fornecidas pelo Modulor de Le Corbusier.

¢) Deduza uma férmula geral para o Modulor de Le Corbusier.

d) Prove que o Modulor é uma sequéncia de Fibonacci.

EED

1 1
128 204

i FLE

Tabela com elementos das "séries"vermelha e azul de Le Corbusier.

$Y, = 0.101940 P4 = 0.125961
$Y . = 0.164938 ®°, = 0.203805
P, = 0.26687 P, = 0.329757
PV, = 0.431796 %, = 0.533547
dY, = 0.698645 P, = 0.863279
®Y, =1.13041 &, = 1.39679
®Y = 1.829 P = 2.26

Y = 295932 Y = 3.65668
Py — 478818 P4 =5.91651
Oy = 7.74728 L = 9.57291
PY = 12.5351 4 — 15.489

39



8 Teste Tipo 1 de Matemadtica II - Resolucao

1. Considere a seguinte fungdo f : R? — R3 definida por f(z1,z2,73) = (22 sin (22) , 2% cos (z2) , 23).

(a)

0 0 0 .

gTﬁ Tg gTJcC; 271 sin (z2) 23 cos (m2) 0
Df (z1, 9, x3) = a—ﬁ o 85;2 = | 2z1cos(x2) —a?sin(z2) O

ofs Ofs Ofs 0 0 213

a.'El 8$2 8:133
(b) J(z1,22,23) = det Df (z1,29,x3) = —41‘?.%‘3

(¢) Para que o sistema

2a;1 sin (v9) a?cos(az) O vy 0
2a1 cos (a2) —a?sin(az) 0 vg | =10
0 0 2a3 U3 0

tenha solugbes diferentes de zero para todos os vectores (vi,ve,v3) em R3 ¢ necessario que
J (z1,m2,23) = 0, por consequéncia, para além das solugdes triviais, tem de se ter —4ajaz = 0,
ou seja: no plano a; = 0 ou no plano ag = 0. Note-se que se a3 # 0 = v3 = 0 e que se
a1 #0= vy = vy =0.

2. Problemas de extremos e polinémio de Taylor.

(a) fR* =R,  f(z,y) =2+ 2y* — 2%y

i.

f:m (070)$2 + fyy (07 0)

£(0,0) + £ (0,0)x + £, (0,0) y +
= 0+0+0+2%+24%+0.

P(z,y)

ii. (1v. ) Identifique e classifique o ponto (0,0) de f.
Como as primeiras derivadas se anulam e a matriz hessiana H (0,0) é

H<0,0>=[§ ﬂ

logo definida positiva (tem valores préprios positivos), entao f (z,y) tem um minimo local
m (0,0).
(b) Como h (x,y), uma fungao infinitamente diferencidvel, ndo tem tem zeros da derivada no interior
de S, que ¢ um conjunto compacto, os extremos encontram-se na fronteira. Como a funcao assume
a mesma imagem sobre cada circunferéncia de raio r centrada na origem basta calcular h (x,y)
em 22 4+ 32 = 6, em que vale e 2 e em 2% + y?> = 4, em que vale 1, valor superior ao anterior.
Assim h assume o seu méximo absoluto na circunferéncia S; = {(z,y) e R?:2? +y®> =4} e o
seu minimo absoluto é atingido na circunferéncia Sy = {(z,y) € R? : 2 + y* = 6}.

/ H ‘df /t \/16+9Sm2 (€) + 9 cos? (£)dE = 5t.
0

Entre 0 e 27 serd s (2m) = 107.
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i. Como t = £, teremos c (s) = (%, 3sin(£),3cos(£)) e T(s) = ¢/ (s) = (3, 2 cos(£), — 2 sin(£)).
ii. Primeiro hd que derivar T(s), T'(s) = (0, — 5 sin(£), —5= cos(£)). Segundo, calcular a norma
IT'(s)l| = \/ 5 = 55 N(s) = gy = (0, —sin($), — cos(%))
iii.
4
Bls) = T(s) x N(s) = (5, 3 cos(5), 3 sin(2)) x (0, —sin(3), — cos(;))

€1 €2 €3
3 4 4
= | 3 3Zcos(f) —2sin(g) |= —f,fcos(f),—fsin(f) .
. 3 A 55 ) ) )
0 —sin(§) —cos(3)

E um vector unitdrio porque é o produto externo de dois vectores unitarios. (Alternativa-
mente podia-se calcular a norma e verificar que era 1).

(b) Das férmulas de Frechet sabemos que a curvatura  é apenas a norma ||T'(s)|| = & calculada na

alinea b) ii. Das terceira férmula de Frechet podemos calcular a tor¢ao 7 = — usando, por

J
. N;i(s)
exemplo, uma das componentes diferentes de zero, j, de cada um destes vectores: como B’(s) =
4 o s
o= sin(2)

(0, —% sin(§), —2% cos(%)). Usando a componente 2 pode constatar-se que 7 = —_E5ST§§ =

4 ’
25"
Nota - as férmulas de Frenet sao:T'(s) = kIN(s), N'(s) = —kT(s) + 7B(s) e B'(s) = —7N(s).

3. Integrais multiplos e centréides.

1,1 1,1 1,1
/ / (x +y)dzdy = / / xdxdy + / / ydxdy = 0,
—1J-1 -1J-1 -1J-1

uma vez que se tratam de integrais de funcées fmpares em regioes simétricas em torno da origem.

z3 2 z8 . " 1
) [[ @+ dedy = [ do |7 @04 vy dy = fy o [y + 5] = o P = (%] = &
S

(a) Nota-se que

(c¢) Faz-se a mudanga para coordenadas polares.

r = rcosf

y = rsind.

2

O jacobiano da transformagao é r. O valor da funcao integranda é r“. A regidao S é o quarto

quadrante, correspondente a %ﬂ' <0 <2m e0<r<2. Ficamos com

2 2 2
//(a:z +y?)dxdy = / / r3dfdr = TF/ Pdr =T [
0 3771' 2 0 2
S

(d) E necessério calcular os pontos de interseccio da pardbola com o eixo dos zz, 4 — 22 = 0 <
r=-2Vx=2.

Calcular o centréide corresponde a calcular o centro de massa com uma densidade unitdria.

|

2
] = 2.
0
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Vejamos as coordenadas z e y

[ [sasan /S/yddy |

)

Lo = Yyc =
//dmdy //dmdy
S S

Por causa da simetria do problema o primeiro integral é nulo, a pardbola é simétrica relativamente

ao eixo dos yy, ou seja relativamente a recta x = 0

E necessdrio calcular apenas y¢

/ ==

4—x2 4—a?
//yda:dy = / dx/ ydy—/ dx [] =
_9 2
2 5 3 2
x 4z
= Z_y == - = =
/_2<2 T +8)dm LO 3 —1—833]_2
28
- 35
e ainda
2 4—z2 2
//d:vdy = / dx/ dy:/ (4—x2)dx
-2 0 -2
S
$3]2 95
= |4z — — = —.
31, 3
Dividindo os valores obtemos 58

Yo = 35— §
25 ‘
Z 5

R.: (zc,yc) =

9 Teste Tipo 2 de Matematica II - Resolucao

1. Integrais de linha
) Calcule o integral de linha do campo escalar f : R? — R ao longo do caminho ¢ : [a, b] — R3

(a) (2v
quando:
f(z,y,2) =, c(t) = (2sin(t), 2 cos(t),2) com t € [0, 7]
R.: A fungao integranda é x = 2sin(t). A derivada da parametrizagao é % = (2cos(t), —2sin(t),0)
a sua norma vale
dC(t) 2 2
‘ o H—\/(2cos(t)) + (—2sin(¢ \/4(:05 (t) + 4sin?(t) = V4 =

O integral é simplesmente:
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/W 2 sin()2 dt — 4/ﬂ sin(t) dt = 4 [ cos(E)]F = 4[1 — (=1)] = 8.
0 0

(b) Considere o campo vectorial F(z,y, z) = (2z + yz, 2y + xz, xy).

i. (2v.) Mostre que existe ¢ (z,y, z) : R® — R tal que V¢ (z,y, 2) = F. Calcule ¢ (z,y, 2).
R.: O rotacional de F' deve ser zero para existir um potencial. Assim:

2 Fi(z,y,2) 8F3(8$’y’z) _ 3F2gf7y,2) . 0
2 ?h Yy z —
Vx F = 85 X FQ({L‘, v, Z) — 8F1(8x,y7z) . 8F3(8x7y7z) _ y—y _ 0 |
Z T
oz F3(x7 Y, Z) an(a:E,y,z) o 3F1g1?,y,z) y— s 0
z Y

como rotF = 0 existe ¢ (z,y, z) tal que Vo (z,y,z) = F(z,y, 2).
Para obter o potencial podemos primitivar por exemplo F} (x,y, z) em ordem a x :

¢><x,y,z>=/F1<x,y,z>dx+c<y,z>=/<2x+yz>dx+c<y,z>=x2+xyz+cl<y,z>.

Fazendo o mesmo em ordem a y para Fs (z,y, z) temos:

as(a:,y,z)=/Fz<x,y,z>dy+cg<m,z>=/<2y+m>dy+c<m,z>=y2+xyz+cz<x,z>.

Fazendo o mesmo em ordem a z para F3 (z,y, z) temos:

6 (2,9, 2) =/F3<m,y,z>dz+cs (z,9) =/a:ydz+cg<x,y> — oyz + Cs (n,y).

Comparando o mesmo potencial ¢ (x,y, z) obtido em cada um dos casos determinamos as
fungodes C (y, 2), Ca (x,2) e Cs (z,y) :

¢(m,y,z):xyz+a:2+C’1(y,z):myz+02(:v,z)+y2:xyz—i-Cg(a:,y).

Neste caso C1 (y,2) = y°> + ¢, Ca(x,2) = 22+ c e Cs(z,y) = 22 + y* + ¢, fazendo ¢ = 0
obtemos o potencial: ¢ (z,y, 2) = zyz + 2 + y?

ii. (1v.) Calcule o integral de linha de F' quando o ponto inicial é (1,1,1) e o ponto final é
(2,1,3).
R.: Basta calcular ¢ (z2,y2, 22) — ¢ (z1,y1,21) = 2.1.3 + 22 + 12 — (1.1.1 +12 + 12) = 8.
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2. Integrais de superficie

(a)

(2v.) Seja a superficie
V={(z,y,2) eER*:a? +y* =2 e 0< 2 <2}

e a fungao densidade de massa p(x,y, z) = z. Calcule a massa do cone.
R.: E necessario calcular a norma do produto vectorial fundamental. Uma parametrizacio do

cone sera:

Tz = rcosf

O (r,0)=< y = rsinf 0<r<2 0<0<2m,

z = r

logo
0 —rsinf —rcos 6 —rcos 6
o® (r,0) 0 (r,0 cos
P (r,0) = a(r’ ) X 8(2’ ) = | sinf [ x| rcosf | = —rsinf = | —rsinf
" 1 0 rcos2 0 + rsin? 0 T

é
A norma de P (r,0) é

H?(T‘,H)H = \/(—rc080)2+(—rsin9)2+r2 = Vr2cos20 +12sin20 + 12 = /12 + 12 = V2r2 = /

A densidade p (r,6) = r, vindo a massa do cone dada pelo integral:

2 2 2 372
164/2
/ / rA/2r drdf = 2%\@/ r2 dr = 2mV/2 [T] = 6\[7r‘
o Jo 0 3 1o 3

(2v.) Considere S = {(az,y,z) ER3: 22492 +22 = 9} uma esfera orientada com a normal a

—
apontar para o exterior da superficie. Seja F' = (z,y, 2).

1:// F -7 ds,
S

— o, . .
1 representa o vector normal unitdrio a S. Calcule este integral.

R.: E um dos exercicios mais simples do teste. Como a esfera é uma superficie fechada, regular
e orientdvel e a funcao é diferencidvel, o teorema de Gauss afirma:

// ?’-st—///div?dv,
S
1%

onde V é o volume do sélido encerrado pela superficie esférica de raio 3. A divergéncia de

—
Fl(x, y,z) é 6F1(83§:’y’z) + 8F2(82’y’z) + BF‘Q’(gz’y’z) = % + % + % =141+ 1= 3. Assim o integral
vale

4
// F-WdS:///div?dvz///wvz3///dV:3vol(esfera):337r33=1087r.
S
14 14 |4

3. Resolva as equagoes diferenciais
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(a)

(2v.) ¢y (t)+ty(t) =t, comy(0) =1.
R.: E uma equacio diferencial linear de primeira ordem do tipo 4/ (t) + a (t) y(t) = b(t) (mas

também é separdvel e pode ser resolvida de outra forma). O factor integrante ¢ u (t) = e/ 1 = ez,
a solucao é

1 2 2 _t? 2 _i2
y(t):m C’te—i—/b(t)u(t)dt =e 2 Cte+/te2dt =e 2 (Ctet+e? | =€ 2(Cte+1l.

O problema de Cauchy tem solugao
y(0)=1=Cte+1=1« Cte=0.

Ou seja y (t) = 1.
2v.) ty (&) +ty(t)=(1+) y(t), comy(l) =e.
R.: Esta é uma equagao separdvel

ty () +tyt) = QL+ yO ety ®)=—ty®)+1+8) y@t) ety ()= 1—-t+) y(t
y)  1-t+t Y@ 1
v © t Tywm i

primitivam-se ambos os membros e obtém-se

+2 2 2
log |y (t)| = log|t| — t + 7+ Cte < y(t) = eloglil—t+5+Cte ) (t) = Ate™ttT

Cte

em que A = e~*. O problema de Cauchy tem solugao

2
y (1) —eoe=Ale T s e=Acr o A=,

(2v.) Uma casa estava a uma temperatura (7' (0)) de dez graus no inicio da manha. Entretanto
a temperatura exterior (Te,:) € de 30 graus. A constante de inércia térmica é de o = 0.3465h7 1.

Quanto tempo demorou a casa a atingir os vinte graus?

Para resolver o problema necessita de saber que log% ~ —(,693 e a equacao diferencial a resolver
. dT(1)
€~

R.: Primeiro héd que resolver a equagao diferencial, que é uma equagao separdvel:

dT (t)
dt

= —a (T (t) — Teyt). Considere como unidade a hora.

B dr(t)
== (T () ~Tew) © iy —va5 =

primitivndo ambos os membros obtém-se

log [T (t) — Tewt| = —at+Ctes T (t) — Ty = e 0t
r (t) = Toeut + Aeiat,

Cte substituimos as constantes conhecidas

em que A =¢e
T (t) = 30 + Ae0-3465¢,

Falta resolver o problema de Cauchy, em ¢t = 0 a temperatura era de 10°C', logo

T(0) =10=30+ Ac® & A = —20°C.
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A solucao fica
T (t) = 30 — 20 0-3465¢

o tempo que a casa demora a atingir os 20°C é obtido resolvendo a equagao

log% ~ —0,693

20 = 30 — 20 —0.3465¢ o —0.3465¢ _ _
¢ ¢ 03465 —0.3465

St = = 2horas.

1
2
4. (1v.) Desenhe uma espiral com cinco trocos inscrita num rectangulo dourado com lado menor de 8cm.
5. (1v.) Tendo como unidade dez centimetros, represente com régua e compasso as raizes de cinco e seis.

6. (1.v.) Indique, segundo o modulor de Le Corbusier, quais seriam, no seu entender, as alturas de uma
secretdria, um estirador, a altura do assento de uma cadeira e de uma mesa de cabeceira. Indique quais
os elementos do modulor usado e se pertencem & sequéncia encarnada (base= 1.829m) ou sequéncia
azul (base= 2.26m).

R.: A sequéncia do modulor vermelho é a coluna da esquerda, a do Modulor Azul corresponde & coluna
da direita

®Y = 0.101940 Pz = 0.125961
PV = 0.164938 P, = 0.203805
@Y, = 0.26687 D, = 0.329757
PV, = 0.431796 %, = 0.533547
®Y, = 0.698645 P, = 0.863279
&Y, =1.13041 P, = 1.39679
oY = 1.829 o2 = 2.26
Y = 295932 Y = 3.65668
Oy = 478818 P4 =5.91651
Oy = 774728 P = 9.57291

v =12.5351  ®% = 15.489

A secretaria que tenho em casa corresponde a ®%; = 0.533547m, o meu estirador corresponde a
®Y, = 0.698645m (outras medidas poderiam ser aceitdveis) o assento terd a altura ®¥ ; = 0.431796m
e a mesa de cabeceira poderd ser de ®? ;5 = 0.533547m se o leito for ligeiramente inferior em altura.

7. (2v.) Demonstre que a sequéncia do modulor de Le Corbusier é de Fibonacci.

R.: Basta considerar que qualquer termo da série azul ou vermelha obedece & relacao
(I)nzd)X@n—l; 71627

em que ¢ = 1+2‘/5 é a razao dourada. Na sequéncia vermelha temos ®y = 1.829m e na vermelha

o = 2.26m. Repare que ¢ = ¢ + 1, assim, por exemplo para todo o n temos

Dy =¢* X Py Py =(d+1) X Bpn & Oy =¢Ppo+ Py & Py = Py + Ppa,

logo o enésimo termo da sequéncia é a adigao dos dois termos anteriores. O termo de ordem zero é a
base de cada uma das sequéncias, 1.829m e 2.26m. O termos de ordem 1 podem-se ver na tabela do
exercicio 6. As sequéncias podem-se calcular até qualquer ordem, em ambos os casos, de forma tinica
sabendo que sao sequéncias de Fibonacci.
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