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Grupo 1 5 valores

1. Um sistema de deteccao de utilizacoes fraudulentas de cartoes de crédito regista, em cada dia e para
cada cartao, o nimero de concelhos em que cada cartao é usado e se movimenta quantias elevadas.
Dados histéricos indicam que 1% das utilizagoes didrias sao fraudulentas e que, de entre essas, em 30%
dos casos sao movimentadas quantias elevadas e o cartao é utilizado em mais do que dois concelhos no

mesmo dia. A probabilidade deste tiltimo acontecimento baixa para 1% entre as utilizacoes legitimas.

(a) Calcule a probabilidade de, num qualquer dia, um cartao de crédito ter sido usado fraudulen- (1.0)
tamente sabendo que foi utilizado em mais do que dois concelhos e que movimentou quantias
elevadas.

Relativamente a um qualquer dia sejam F' =“um cartao é utilizado fraudulentamente”, C' =“um
cartao é usado em mais do que dois concelhos” e EF =“um cartao movimenta quantias elevadas”.
Tem-se que P(F) =0.01, P(CNE|F)=0.30e P(CNE | F)=0.01.

P(CNE|F)P(F) 0.3x0.01
P(F F)= = ~ 0.2 P E)=P E
(F|CNE) PCNE) 0.0129 0.233, uma vez que P(CNE) (CNE|

F)P(F)+ P(CNE | F)P(F) = 0.30 x 0.01 + 0.01 x 0.99 = 0.0129.

(b) Determine a probabilidade de ter ocorrido uma utilizagdo fraudulenta de um cartdo que nao (1.5)
foi usado em mais do que dois concelhos ou ndo movimentou quantias elevadas num certo dia.
Compare o resultado obtido com o da alinea anterior e comente.

P(F | CUE) = P(C_‘UE_:‘ | F)P(F) _ P(CNE|F)P(F) _ [1-P(CNE|F)P(F) _
P(CUE) P(CNE) 1-P(CNE)
0.7x0.01  0.007 ~ 0.007L.

1-0.0129  0.9871
P(F|CNE

Como #
P(F|CUE)
sido usado fraudulentamente dado que foi usado em mais do que dois concelhos num dia e
movimentou quantias elevadas do que um outro cartao que nao satisfaz alguma dessas duas

~ 33, podemos afirmar que é 33 vezes mais provavel que um cartao tenha

condigoes.

2. Num acelerador de particulas é utilizado um dispositivo para detectar um tipo de particula cuja
detecgao é particularmente dificil. De facto, cada particula desse tipo tem uma probabilidade de 0.8

de nao ser detectada pelo dispositivo ao percorrer o acelerador.

(a) Admitindo que o acelerador tem um tnico desses dispositivos, calcule a probabilidade de que (1.0)
seja necessaria a passagem de pelo menos 10 particulas pelo acelerador até que ocorra a primeira
deteccao.

Seja X =“numero de particulas que passam pelo acelerador atd ocorrer a primeira detecgao”.
Admitindo que as particulas sao detectadas ou nao independentemente umas das outras, tem-
se que X representa o numero de realizagoes independentes de uma prova de Bernoulli até se

observar o primeiro sucesso e, assim, X ~ Geo(0.2).
P(X>10)=1-P(X<10)=1-P(X<9)=1-Fx(9) =(1-0.2)? ~0.134.
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(b) Counsiderando que n dispositivos séo colocados ao longo do acelerador, determine qual o menor (1.5)
valor de n para que a probabilidade de uma particula ser detectada por pelo menos um dos
dispositivos seja no minimo de 0.9.

Seja Y =“numero de dispositivos que detectam uma particula de entre os n colocados no acaele-
rador”. Admitindo que os dispositivos funcionam independentemente tem-se que Y ~ Bi(n, 0.2).
PY>1)=1-PY<1)=1-PY=0)=1- fy(0)=1-0.8". Entdo, P(Y > 1) > 09 <
1—-0.8">0.9 < n > 10.32 = sao necessarios pelo menos 11 dispositivos.

Grupo 11 5 valores ‘

1. Um cabo de sustentagdo de uma ponte suspensa é constituido por um feixe de 500 fios de ago. Admita
que as duragoes dos fios de aco, em anos, sao variaveis aleatorias independentes com distribuicao

exponencial de valor esperado 500.

(a) Calcule a probabilidade de um fio de ago durar no méximo 120 anos sabendo que j4 estd em uso  (1.0)
hé mais de 70.
Seja X “dura(;ao de um fio de ago” com X ~ Exp(1/500) P(X <120 X >70)=1—-P(X >
120 | X > 70) =1 — P(X > 50) = Fx(50) = [° se~ 50 dz = 1 — ¢! ~ 0.095.

x pela falta de memoria da distribuicao exponencial.

(b) Obtenha um valor aproximado do quantil de probabilidade 0.9 para a média das duragdes dos (1.5)
fios de ago que compoem um cabo de sustentagao da ponte.
500
Zi:l Xi

500
se um valor aproximado de F'y 1(0.9). Uma vez que F'g nao é conhecida temos, pelo T. L. C.,

Seja X = a média das duracoes dos 500 fios de ago que compoem um cabo. Pretende-

que _ B
X-EX] _ X-500,

= A N(0,1) & X 2 N (500, 500).
v Var[X]/500 V500 ©.1) ( )
21(0.9) & N(1500 500)(0-9) (= 500 + /5009~ (0.9) = 500 + /500 x 1.2816) ~ 528.66 anos.

2. Sejam X e Y variaveis aleatorias relacionadas com a medigao da rugosidade superficial de um tipo de
papel por dois métodos e cuja funcao densidade de probabilidade conjunta tem a forma
kE, 0<z<4,y>0,z—-1<y<z+1;

fX,Y(xvy) = L.
0, caso contrario.

(a) Mostre que k = 2/15 e calcule Fx y(1,2). (1.0)

Tem-se que fo "k dyda + f14 f;jll kdydz = 3. Entdo, f+oo f fxy(z,y)dyde =1 &
Lhk—leok=2
Fxy(1,2)=P(X <1,Y <2) = [1[* fxy(z,y)dyde= [} [T 2 dyde =1

(b) Defina a funcao densidade de probabilidade marginal de X e mostre que Fy|x—1(1/2) = 1/4 (se (1.5)
nao determinou fx(z), use o facto de fx (1) =4/15).

fOxH Zdy=2(@=z+1), 0<z<
fx(z) = [ fxy(z,y)dy = ffrll 15dy—i5 <z <4
0, caso contrario.

0<y <2
frix=1(y) = fxfiigl)y)

1
2
0, caso contrario.

FY|X 1(1/2) = f fY|X 1(v) dl/—fl/Qle/—*
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