Variedades e Extremos Condicionados (Resolugdo Sumaria)

3 de Maio de 2013

1. Mostre que os seguintes conjuntos sdo variedades e indique a respectiva dimensio:

()

{(z,y,2) €R3: a2 492 — 22 =1};
Resolucdo: O conjunto é F~(0), onde

F(z,y,2) =a* +y> -2 — 1.

Uma vez que
DF(wayaz) == |: 213 2y —2z ]

s6 ndo tem caracteristica maxima (i.e., 1) no ponto (0, 0,0), que n3o pertence a F'~1(0)
(porque F'(0,0,0) = —1), vemos que cada ponto de F~1(0) possui uma vizinhanca na
qual a caracteristica de DF é méaxima. Portanto F~1(0) é uma variedade de dimensio
3—1=2.

{(z,y,2) eR3: 2+ ¢y’ = +y+2=1};

Resolucdo: O conjunto é F~1(0), onde

F(x,y,z):(:E2+y2—1,:p—|—y—|—z—1).

Uma vez que

2¢ 2y O
DF(z,y,2) =
1 1 1

s6 ndo tem caracteristica maxima (i.e., 2) quando z = y = 0, e visto que os pontos
desta forma n3o pertencem a F~1(0) (porque F(0,0,2) = (—1,z + 1)), vemos que
cada ponto de F~1(0) possui uma vizinhanca na qual a caracteristica de DF é maxima.
Portanto F~1(0) é uma variedade de dimensdo 3 — 2 = 1.

{(z,y,z,w) € RY: z = ¥V 1w = cos(zy)}.
Resolucdo: Basta notar que este conjunto é o grafico da funcio O f : R? — R?
dada por

flz,y) = (ex2+92,cos(wy)) .

Portanto o conjunto é uma variedade de dimensao 2.

2. Calcule o espaco tangente e o espaco normal a cada uma das variedades seguintes nos
pontos indicados:



(@) {(z,y,2) eR3:2? +y* — 22 =1}, em (1,0,0);
Resolucdo: Olhando para a linha da matriz Jacobiana da fun¢do F' calculada no
exercicio anterior, sabemos que o espaco normal serd dado por

T(%’()’O)M = span{(2,0,0)} = span{(1,0,0)},
onde M designa a variedade. Logo
T(I,O,O)M = Span{(ov 1, 0)7 (07 0, 1)}
(b) {(z,9,2) ER¥:a® +y? =x +y+2 =1}, em (%, 2,1 2);

Resolucdo: Olhando para as linhas da matriz Jacobiana da funcdo F calculada no
exercicio anterior, sabemos que o espaco normal serd dado por

Tz 5, ypyM = span{(v2,v2,0), (1,1, 1)} = span{(1,1,0), (1,1, 1)},
2 072

onde M designa a variedade. Logo

T

(§7§,1—\/§)M:{(a’b’0) €ER¥:a+b=a+btc=0}=

= {(a,—a,0) : a € R} = span{(1,—1,0)}.

(©) {(z,y,z,w) € R*: z = e+ w = cos(zy)}, em (0,0,1,1).
Resolugdo: Podemos escrever o conjunto como F~1(0), onde

F(x,y,z,w) = (z — etV — cos(zy)).
Uma vez que

—2xe®’ Y _2yer™ Tyt 1 0
DF(z,y,z,w) = ,
ysen(zy) axsen(xy) 0 1
vemos que o espa¢o normal serd dado por
T(tvo’lvl)M = span{(0,0,1,0),(0,0,0,1)},
onde M designa a variedade. Logo
T(0,0,1,1)M = span{(1,0,0,0),(0,1,0,0)}.
3. Escreva a equacdo do plano ortogonal a curva
{(z,y,2) e R®: 22 + 9> — 2% = 1,3z + 4y — 52 = 0}

no ponto (%,—%,0).

Resolugdo: A curva é dada por F~1(0), onde

F(z,y,2) = (22 + 9% — 2% — 1,3z + 4y — 52).



Uma vez que
20 2y —2z
DF(z,y,2) = :
3 4 =5

o espaco normal serd dado por

TJ_

8§ 6
(g,_g,O)M = Span{(g7—

37

onde M designa a curva. O espago tangente serd entdo dado por

0),(3,4,—5)} = span{(4,—3,0), (3,4, —5)},

T s M = {(a,b,¢) € R* : 4a — 3b = 3a + 4b — 5¢ = 0} =

5

4
50
4 5
= {((1, gav ga) tac R} = Span{(3747 5)}7

e portanto o vector (3,4,5) serd ortogonal ao plano pedido. Consequentemente, a equagao
deste plano devera ser
3r+4y+52=d

para algum d € R. Uma vez que o ponto (%, —%,0) tem que satisfazer a equacdo do plano,

concluimos que d = 0, e portanto a equagdo é

3x 4+ 4y + 5z = 0.

. Escreva 4 como uma soma de 4 nimeros reais positivos cujo produto seja maximo.

Queremos maximizar a funcio

sob a restricdo
z+y+z+w=4.

De acordo com a regra dos multiplicadores de Lagrange, devemos procurar os pontos criticos
da fung¢ao
F(Z’,y727'u}) :wy2w+)\(x+y+z+w_4)

Uma vez que
VF = (yzw + A\, zzw + A\, zyw + A\, zyz + A),

os possiveis pontos de maximo deverdo satisfazer

yzw + A =0
rzw+A=0
zyw+ A =0
ryz+A=0
r+yt+z+w=4

Se alguma das varidveis for zero, o produto serd zero e portanto ndo serd maximo; assumindo
xyzw # 0, teremos A # 0 e portanto dividindo as quatro primeiras equagdes membro a
membro obtém-se z =y = z = w, e da dltima equacdovem z =y =z =w = 1.



A regido do hiperplano x +y + z + w = 4 na qual z,y,z,w > 0 é compacta. Portanto
sabemos que o maximo da fun¢do f naquela regido existe; logo, tem que ser o ponto
(17 17 17 1)

. Que dimensdes devera ter uma caixa rectangular de volume V, aberta numa das faces, por
forma a que a drea da sua superficie seja minima?

Resolucdo: Sejam x,y,z > 0 as dimensdes da caixa. O volume da caixa serd
V =zyz.
Supondo que a face aberta é a face de lados x,y, vemos que a area da caixa serd
A(z,y,2) = 2y + 2x2 + 2yz.

O problema é minimizar a funcdo A sob a restricdo xyz = V. De acordo com a regra dos
multiplicadores de Lagrange, devemos procurar os pontos criticos da funcdo

F(z,y,2) = 2y + 2xz 4+ 2yz + AMayz — V).

Uma vez que
VF = (y+ 22+ M\yz,x + 2z + A\rz, 22 + 2y + Avy),

os possiveis pontos de minimo deverdo satisfazer

(Y4 2:4 Az =0 Lol =0
z+2z4 Axz =0 142l 4a=0
22 + 2y + Ary =0 - 2. +21+2=0
xyz =V xyz =V

1
e portanto x = y = 2z, donde z = (%)3. Por outras palavras, a caixa deverd ter base

quadrada e altura igual a metade do lado do quadrado.

. Determine o comprimento dos semieixos da elipse de equacio 522 4 S8zy + 5y% = 9 (Su-
gestao: Recorde que os eixos de uma elipse a intersectam nos pontos em que a distancia
ao centro é maxima/minima).

Resolugdo: De acordo com a sugestdo, basta achar os extremos (do quadrado) da distancia
ao centro da elipse. Uma vez que a elispe é claramente simétrica em relagdo a origem (se
(z,y) satisfaz a equagdo entdo (—z, —y) também a satisfaz), devemos ent3o encontrar os
extremos da funcio

flx,y) = a* + ¢

sob a restricdo
522 + 8xy + 5y? = 0.

De acordo com a regra dos multiplicadores de Lagrange, devemos procurar os pontos criticos
da fungdo
F(z,y) = 2* + y* + A\(52% + 8zy + 5y* — 9).



Uma vez que
VF = (22 + 10Az + 8)y, 2y + 8\x + 10)\y),

0s possiveis pontos de extremo deverdo satisfazer

22 + 10 Az +8 Ay =0
2y +8Az 4+ 10Ay =0
522 + 8xy + 5y =9

Claramente nem (0,0) ndo é uma possivel solucdo, uma vez que ndo é um ponto da elipse;
portanto a tnica forma de podermos ter

145X 4 x 0
4 1+5A Y 0
é ser
145X 4 5
det =0< (1450 —16=0< 145\ = +4.
4 145X

Portanto obtemos = = =4y, e substituindo na equacdo da elipse vem
1 9
10£U2:|:81’2:9<:>l’2:§ ou :L'2:§

correspondendo as distancias a origem
2, % 2\ 5
(m —I-y)2 :(23: )2 =1 ou 3.

Como a elipse é compacta e f continua, f tem que possuir mdximo e minimo ao longo da
elipse, e de acordo com o teorema acerca dos extremos condicionados tais pontos devem ser
escolhidos de entre os pontos determinados acima. Como f sé assume dois valores nesses
pontos, um tem que ser 0 maximo e o outro o minimo. Portanto os comprimentos dos
semieixos da elipse sao 1 e 3.

. Calcule o maximo e o minimo da fungdo f(z,y, z) = x —2y+ 22 na regido 2% +y> +22 < 9.

Resolugdo: Uma vez que a bola fechada 22 + y? + 22 < 9 é compacta e f é continua, f
possui maximo e minimo nesta regido. Uma vez que

Vf(ﬂj,y, Z) = (17 _272) 7é 07

vemos que f n3o possui qualquer extremo local na bola aberta 2% + y? + 22 < 9, pelo que
0 maximo e o minimo terdo que estar na fronteira 22 + 4%+ 22 = 9. De acordo com a regra
dos multiplicadores de Lagrange, devemos procurar os pontos criticos da fungdo

Fla,y.2) = o — 2y + 22 + A(2” + % + 2% - 9).

Uma vez que
VF = (142\x,—2+2\y,2+ 2)\z),



os possiveis pontos de minimo deverdo satisfazer

142 z=0 T =—3 z=7Fl

—2+2\y=0 y=x y = £2
= -

242Xz2=0 z:—% z=F2

2 2 2 _ 9 _ _ 1

kZL"“Z/ + z =9 m—9 k)\_ii

Portanto o maximo e o minimo serdo necessariamente os pontos (1,—2,2) e (—1,2, —2).
(Isto alids poderia ver-se imediatamente observando que a fungdo f é simplesmente o pro-
duto interno com o vector fixo (1,—2,2)).



