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Exercicios Resolvidos

Derivadas

Exercicio 1 Considere a func¢ao f:R?\{(0,0)} — R definida pela expressio

fog) = | Gy @ +F) @9 # 0,0,

0, (z,y) = (0,0).
Calcule as derivadas parciais

Of i1 oy. Of
%(1,0)7 ay(O,O).

Resolucao: Para calcular g—i(l, 0) podemos simplesmente derivar f em ordem a x e obte-
mos

of 2ay(2® +y?)* — 2%y (2® + y*)2x z*y
5 Y) = (1 ) sin(2? +y%) + sl cos(” + y?)
e, portanto,
of
~L(1,0) = 0.
5 (1 0)

Para calcular a segunda derivada parcial usamos a definicao e obtemos

of . v .. f(0,h) = £(0,0)
g, 0 0) =l h

=0.

Exercicio 2 Considere a fungao f(x,y) = /22 + y>.
a) Calcule a derivada de f no ponto (0,1).

b) Calcule a derivada de f no ponto (1,0) seqgundo o vector v = (1,1).

Resolucgao:



a) Sendo g(az y) = T e g(:c y) = Y temos
or Y= g oy Y S e o
Df(0,1)=Vf(0,1) = (%(0,1),%(0,1)) =(0,1).

b) D, f(1,0) = Vf(1,0)-v=(1,0)-(1,1) =1

Exercicio 3 Considere a funcao f(z,y) = In(z? + y?).
a) Caracterize topologicamente o dominio de f.

b) Descreva os conjuntos de nivel de f.

¢) Calcule a derivada de f no ponto (0,1).

d) Calcule as derivadas direccionais de f no ponto (1,0).

Resolucgao:

a) Dado que deveremos ter x° 4+ y* > 0, o dominio de f é o conjunto aberto, nao limitado
e conexo R?\ {(0,0)}.

b) Cada conjunto de nivel C, de f serd caracterizado pela condi¢ao f(x,y) = «, em que
a € R. Assim, teremos

Ca — {(l’,y) - RQ . 111(1‘2 +y2) = OZ} — {(aj’y) c RQ : 12 +y2 — ea}
e, portanto, os conjuntos de nivel de f serao as circunferéncias centradas na origem.

c) Note-se que as derivadas parciais de f s@o continuas no dominio de f e, portanto, a
fungao f é diferencidvel e a sua derivada no ponto (0, 1) sera representada pela matriz

pron=[ 0.0 o0 | =[5 2] =[0 2]

] (0,1)
Alternativamente, teremos

Df(0,1) = Vf(0,1) = (0,2).

d) Seja w = (u,v) € R? um vector unitario qualquer. Entdo, a derivada de f segundo w
sera dada por

Duf(,0) = | 2 ;Tyyg](lvo){ﬂ:[a o}{ﬂzzu



Exercicio 4 Considere a funcio f(z,y,z) = e*yz e seja g : R? — R3 uma funcdio de
classe C1 tal que g(0,0) = (0,1,2) e

1 2
Dg(0,0) = |3 4
01

Calcule a derivada direccional D,(f o g)(0,0) em que ¥ = (1, 2).

Resolucgao: Pelo Teorema da Funcao Composta temos

D(fg)(0,0) = Df(g(0,0)Dg(0,0)
— Df(0,1,2)Dg(0,0)

12
= |%0,1,2) §0,1,2) %(0,1,2)] 3 4
0 1
0 o o
Dado quea—izemyz,%:emZ7£:€xy7 entao

1 2
D(fog)(0,0)=1[2 2 1] |3 4| =[8 13].
0 1

Sendo ||v|| = v/5, obtemos

Dy(f09)(0,0) = D(f cg)(0,0)

- |
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Exercicio 5 Considere as funcoes:

f(l’,y,Z):(Z,—I‘2,—y2> € g(l’,y,Z):l’—l-y—l—Z.
Sejam v = (1,2,3) e u=(2,3,3).



a) Calcule as matrizes Jacobianas de f, g e go f.

b) Calcule as sequintes derivadas direccionais:

af af 5
%(17 1’ 1)7 %(anv 1)a %(07 1a0)7

d(go f)
ou

(2,0,1).

c) Determine a direc¢ao de crescimento mdzimo de g o f no ponto (1,0, 1).

d) Determine a recta normal ao paraboldide
P = {(:E)y)z) € Rg o Z—;L'Q _y2 — 3}’

no ponto (1,1,5).

Resolucao:
a) Temos,
0 0 1
Df(z,y,z)=1| -2z 0 0 |,
0 -2y 0
e
Dg(z,y,z)=[1 1 1].
Temos também, go f(x,y,2) = g(f(x,y,2)) = 2 — 2* — y*, pelo que

D(go f)(z,y,2) = —2¢ —2y 1].

Note-se que as derivadas parciais de f, g, g o f sao continuas pelo que estas fungoes sao

diferenciaveis.
b) Temos:
o 0 0 1 1 3
S LLD) =D L) w=] -2 0 0| |2}=]-2};
v 0 —2 0 3 —4
00 1 2 1
of 2
5-(0,0.1) =Df(0,0.1)-u= | 0 0 0 31=101;
“ 00 0 L 0
5 1
£90,1,0)= Dg(0,1,0)-v=[1 1 1]-| 2 | =6.
ov 3



dgo f)
ou

(2,0,1) = D(go f)(2,0,1)-u=[ -4 0 1]-

o= O DN
I
[
|

¢) A direcgao de crescimento méximo é dada por V(go f)(1,0,1) = (=2,0,1), ou, norma-

lizando, por (—%,0, %)

d) P é o conjunto de nivel do campo escalar g o f dado por g o f(z,y,z) = 3. Logo, o
vector V(go f)(1,1,5) = (—=2,—2,1) é normal a P em (1,1,5). A recta normal a P em
(1,1,5) é entao dada por

{<x7y7z)€R3II‘—1:_2<z_5>; ;
= {(z,y,2) eR®:x+2:=11; z =y}

Exercicio 6 Determine a recta normal e o plano tangente ao cone

C:{(xayaz)eR3: Z:3_\/m}

no ponto (3,4, —2).

Resolugao: Consideramos a funcao F'(z,y, z) = z++/2? + y2. Vemos que C' = {(z,y, 2) €
R3 : F(x,y,2) = 3} logo C é uma superficie de nivel de F. Logo, em cada ponto, o
gradiente de F' da-nos a direccao normal ao cone nesse ponto. Assim temos

_ L Y
VF(x’y’z)_(\/$‘2+y2’\/{[2+y271>

e VF(3,4,-2) = (%, %, 1). Portanto a recta normal a C' no ponto (3,4, —2) é dada por

3 4
R = {(az,y,z) ER?: (1,y,2) = (3,4, —2) + A (5’5’1) ;A ER} ,
donde se conclui que as equacgoes cartesianas que definem a recta sao
or —32—21=0; by —42 —12 = 0.

O plano tangente é dado pela equacao
3 4
—-3,y—4 2)-l=,=,1])=0
("Ij ) y ) z _'_ ) (5 ) 5 ) ) )

bt



ou seja,

3 4
g(az—3)—|—g(y—4)—|—(z+2):0 < 3r+4y+5z=15.

Exercicio 7 Determine o plano normal a linha
L={(z,y,2) eR®: 2 =2%; y =0},

no ponto (2,0,4).

Resolugao: Note-se que L é o conjunto dos pontos, em R3, da forma (z,0,z?%), com
x € R3. Portanto, é a linha descrita pela funcao v : R — R3, de classe C! e definida por
Y(t) = (£,0,£%).

Assim, temos 7/(t) = (1,0,2t) e y(2) = (2,0,4).

Sabendo que o vector 7/(2) = (1,0,4) é, por defini¢ao, tangente a L no ponto y(2) =
(2,0,4), o correspondente plano normal serd dado pela equagao

(1,0,4) - (z — 2,y,2—4) =0,

ou seja,
r—2+4(z—4)=0& 2+ 4z =18.



