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Resolucao abreviada

1. Considere o conjunto M = {(z,y,2) € R® : 22 —xy + 9> + 22 = 2}.

(a) Mostre que M é uma variedade e determine a sua dimens3o.
Resolugdo: M é um conjunto de nivel da fungio F(z,y, 2) = 2° —xy+y?+ 22,
de classe C''. A matriz DF(z,y,z) = [2x —y, —x+ 2y, 2z| tem caracteristica
igual a 1 em todos os pontos de M, porque o Unico ponto onde a caracteristica
éigual a 0 é (z,y,2) = (0,0,0) ¢ M. Logo M é uma variedade. A dimens3o
de M é3—carDF =3 —-1=2.

v] (b) Obtenha uma base do espago tangente a M no ponto (—1,—1,1).
Resolucdo: O vector linha DF(—1,—1,1) = [—1,—1,2] constitui uma base
do espagco normal a M nesse ponto. Portanto, resolvendo a equacgdo linear
—x—y+22z =0, obtém-se uma base do espago tangente: {(—1,1,0),(2,0,1)}.

(c) Admitindo que a fun¢do f dada por f(z,y,z) = x + y tem valor maximo em
M, calcule esse valor através do método dos multiplicadores de Lagrange.

Resolucao: Os pontos de extremo de f em M pertencem ao conjunto de
solugBes, para (z,y, z), do sistema de equagdes:

A2z —y)

A2y — o)

A(22)
2opy+yi+22=2

1
1
0
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sendo A € R uma incédgnita adicional. Da terceira equa¢ao deduz-se que z = 0,
sendo A = 0 incompativel com a primeira equacdo. As primeiras duas equacoes
implicam 2z —y = 2y —x, ou seja ¢ = y. Da quarta equacio tem-se entdo 2% =
2. As duas solucdes para (x,, ) sdo portanto (v/2,1/2,0) e (—v/2, —v/2,0),
ou seja o valor maximo de f em M é f(1/2,1/2,0) = 22 .

2. Seja f a funcdo dada pela expressao

f(x,y)z( : 69”2‘1’2)-

xy+ 1’

Justifique que f n3o é injectiva no seu dominio. Mostre que, restrita a uma vizinhanca
do ponto (1,1), f tem inversa local g de classe C?, e calcule Dg(2,1).



Resolugdo: f ndo é injectiva, pois f(1,1) = (2,1) = f(—1,—1). A Jacobiana de
I

—4y —4x
(zy+1)2 (zy+1)2

Df(x,y) = . .
e 7Y —2ye Y

tem entradas continuas, portanto f € C'. Tem-se ainda:

deth(l,l):‘ _21 :; ‘:47&0.

Assim, pelo teorema da fung3o inversa, restrita a uma vizinhan¢a do ponto (1,1), f
tem inversa local ¢ de classe C*. O teorema implica ainda:

pee ) =pran =5 5 4= 20 L

3. Considere o campo vectorial definido por H(x,y,2) = (y2, 2zy + 22,2yz) .

[1,5 v] (a) Calcule um potencial escalar para o campo H.
Resolucdo: Resolvendo Vi = H obtém-se que ¢(z,vy,2) = zy* + yz? é um
potencial escalar de classe C! para H.

[1v] (b) Calcule o trabalho de H ao longo do caminho
v(t) = (sen(1 — %), tcos(1 —t*),1+1t) , com t € [-1,1].

Resolucao: Pelo teorema fundamental do célculo para integrais de linha e
usando a alinea anterior:

LH*MZwWOD—MW4D=w@L%—¢@—L®=4-

4. Seja

M ={(z,y,2) €R® : z=22"+2y*, 2 <2},
L={(z,y,2) eR® : 2 + 92 =1, 2 =2},

e considere o campo vectorial ' : R? — R3 definido por
F(z,y,2)=(y —x,—x,2) .

[2 v] (a) Calcule o trabalho de F' ao longo de L, no sentido hordrio visto do ponto
(0,0,10).
Resolucdo: Usando a definigdo de trabalho, como g(t) = (cos(t),sen(t),2),
com t €]0,2x[, é uma parametrizacdo de L no sentido contrdrio ao pedido,
obtém-se

W = —/0 ’ F(g(t))-¢'(t)dt = —/0 W(—l + sen(t) cos(t))dt = 27 .
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(b) Calcule o fluxo de F' através de M no sentido da normal unitria com terceira
componente negativa, usando o Teorema da Divergéncia.
Resolugdo: Seja T' = {(z,y,2) : 22+ y* <1,z = 2)} e seja D o sélido
limitado pelas superficies M e T'. Seja ainda ny = (0,0,1) e ny; a normal a M
dada no enunciado. Aplicando o teorema da divergéncia, como 0D = M U T,
fica

[ v [[ £ [ #ae [[ Ponam [ 50

pois divF = 0 e as normais ny e n); sao exteriores, portanto,

//MF'”M:—//TF-(O,OJ)=—//T2:—2A'rea(T):_27T_

(c) Mostre que F' = rot(A), com A(z,y,z) = (—xz,2z,3y?), e determine o
trabalho de A ao longo de L no sentido anti-hordrio visto do ponto (0,0, 10).
Resolucao: Aplicando a definicdo de rotacional ao campo A fica

rot(A) = 0A3 B 0Ay, 0A B 0A3 0A, B 0A,
0y 0z 0z or = Ox oy
Uma vez que L é o bordo de M, aplicamos o teorema de Stokes a superficie M

e usamos o resultado do fluxo obtido em (b). A normal unitdria a M compativel
com o sentido de L dado é a simétrica da normal ny,, ja usada em (b), logo

/LA~dg:—//Mrot(A)-nM:—//MF-nM:QW.

=(y—x,—z,2).

5. Seja F': D — R uma funcido de classe C*, definida num dominio aberto D C R™.

Seja a € D tal que F(a) =0e (,?Ti(a) # 0. Nestas condi¢Ges, o teorema da fungdo
implicita implica que o conjunto dado por F(z) = 0 é o grafico de uma fungdo
f:S =R, onde S C R"! com f de classe C*', numa vizinhanca do ponto a.
Mostre que, sendo I de classe C?, entdo f é de classe C2?. Obtenha uma expressio
para a entrada ij da matriz Hessiana de f no ponto (ai,as,...,a,_1) em termos
das derivadas de F' no ponto a.

Resolucao: Pelo teorema da fung¢do implicita, as derivadas de f de primeira ordem,
df/0x;, 1 =1,...,n— 1, sdo dadas em S por:

( ) af ( ) g_i»:(IIJ st 7xn—17 f(xlvnwxn—l))
* L1yeeoypn-1) = — :
8% ’ T gx_}i(xlu ceey Tn—1, f(xlv“'vzn—l))
As funcdes OF /0xz;, com i =1,...,n, pertencem a classe C'!, uma vez que F € C*.
Portanto f € C?, porque as fun¢des Of/dx;, com i = 1,...,n — 1, sdo de classe

C', sendo obtidas das derivadas OF/0x; e [ € C!, através de operacdes lineares,
multiplicacdo, divisdo e composicao.

Derivando a equagdo (x) em ordem z;, usando o teorema da fun¢do composta, e

. p: ~ . 02 f S
substituindo (), obtém-se a expressdo pedida para Fesom, (ay,...,a,_1), substituindo
o ponto a = (ai,...,a,_1, f(ai,.an—1)) NO segundo membro da equacdo:

5 __9?°F OF 8%°F OF 0°F OF 0%F OF OF
0 f . Oxj0x; Oxn 0rndx; Ox; 0x0xn Ox; 0x2 Ox; Ox;
O, OF \? - OF \3
Ox;0z; (%) (%)



