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Resolução abreviada

1. Considere o conjunto M = {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 − xy + y2 + z2 = 2} .

(a) Mostre que M é uma variedade e determine a sua dimensão.[2 v]

Resolução: M é um conjunto de ńıvel da função F (x, y, z) = x2−xy+y2+z2,
de classe C1. A matriz DF (x, y, z) = [2x−y , −x+2y , 2z] tem caracteŕıstica
igual a 1 em todos os pontos de M , porque o único ponto onde a caracteŕıstica
é igual a 0 é (x, y, z) = (0, 0, 0) /∈ M . Logo M é uma variedade. A dimensão
de M é 3− carDF = 3− 1 = 2.

(b) Obtenha uma base do espaço tangente a M no ponto (−1,−1, 1).[2,5 v]

Resolução: O vector linha DF (−1,−1, 1) = [−1,−1, 2] constitúı uma base
do espaço normal a M nesse ponto. Portanto, resolvendo a equação linear
−x−y+2z = 0, obtém-se uma base do espaço tangente: {(−1, 1, 0), (2, 0, 1)}.

(c) Admitindo que a função f dada por f(x, y, z) = x + y tem valor máximo em[2 v]
M , calcule esse valor através do método dos multiplicadores de Lagrange.

Resolução: Os pontos de extremo de f em M pertencem ao conjunto de
soluções, para (x, y, z), do sistema de equações:
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1 = λ(2x− y)

1 = λ(2y − x)

0 = λ(2z)

x2 − xy + y2 + z2 = 2

sendo λ ∈ R uma incógnita adicional. Da terceira equação deduz-se que z = 0,
sendo λ = 0 incompat́ıvel com a primeira equação. As primeiras duas equações
implicam 2x−y = 2y−x, ou seja x = y. Da quarta equação tem-se então x2 =
2. As duas soluções para (x, y, z) são portanto (
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ou seja o valor máximo de f em M é f(
√
2,
√
2, 0) = 2

√
2 .

2. Seja f a função dada pela expressão[2 v]

f(x, y) =

(
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)

.

Justifique que f não é injectiva no seu doḿınio. Mostre que, restrita a uma vizinhança
do ponto (1, 1), f tem inversa local g de classe C1, e calcule Dg(2, 1).



Resolução: f não é injectiva, pois f(1, 1) = (2, 1) = f(−1,−1). A Jacobiana de
f :
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tem entradas cont́ınuas, portanto f ∈ C1. Tem-se ainda:
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Assim, pelo teorema da função inversa, restrita a uma vizinhança do ponto (1, 1), f
tem inversa local g de classe C1. O teorema implica ainda:

Dg(2, 1) = [Df(1, 1)]−1 =
1

4

[

−2 1
−2 −1
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=

[
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−1/2 −1/4

]

·

3. Considere o campo vectorial definido por H(x, y, z) = (y2, 2xy + z2, 2yz) .

(a) Calcule um potencial escalar para o campo H.[1,5 v]

Resolução: Resolvendo ∇ϕ = H obtém-se que ϕ(x, y, z) = xy2 + yz2 é um
potencial escalar de classe C1 para H.

(b) Calcule o trabalho de H ao longo do caminho[1 v]

γ(t) = (sen(1− t2), t cos(1− t2), 1 + t) , com t ∈ [−1, 1].

Resolução: Pelo teorema fundamental do cálculo para integrais de linha e
usando a aĺınea anterior:

∫

C

H · dγ = ϕ(γ(1))− ϕ(γ(−1)) = ϕ(0, 1, 2)− ϕ(0,−1, 0) = 4 .

4. Seja

M = {(x, y, z) ∈ R
3 : z = 2x2 + 2y2 , z < 2} ,

L = {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 = 1 , z = 2} ,

e considere o campo vectorial F : R3 −→ R
3 definido por

F (x, y, z) = (y − x,−x, z) .

(a) Calcule o trabalho de F ao longo de L, no sentido horário visto do ponto[2 v]
(0, 0, 10).

Resolução: Usando a definição de trabalho, como g(t) = (cos(t), sen(t), 2),
com t ∈]0, 2π[, é uma parametrização de L no sentido contrário ao pedido,
obtém-se

W = −
∫ 2π

0

F (g(t)) · g′(t)dt = −
∫ 2π

0

(−1 + sen(t) cos(t))dt = 2π .



(b) Calcule o fluxo de F através de M no sentido da normal unitária com terceira[2 v]
componente negativa, usando o Teorema da Divergência.

Resolução: Seja T = {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 1 , z = 2)} e seja D o sólido
limitado pelas superf́ıcies M e T . Seja ainda nT = (0, 0, 1) e nM a normal a M
dada no enunciado. Aplicando o teorema da divergência, como ∂D = M ∪ T ,
fica
∫∫∫

D

div(F ) =

∫∫

M

F · nM +

∫∫

T

F · nT ⇔
∫∫

M

F · nM = −
∫∫

T

F · nT ,

pois divF = 0 e as normais nT e nM são exteriores, portanto,
∫∫

M

F · nM = −
∫∫

T

F · (0, 0, 1) = −
∫∫

T

2 = −2Área(T ) = −2π .

(c) Mostre que F = rot(A), com A(x, y, z) = (−xz, xz, 1
2
y2), e determine o[2 v]

trabalho de A ao longo de L no sentido anti-horário visto do ponto (0, 0, 10).

Resolução: Aplicando a definição de rotacional ao campo A fica

rot(A) =

(
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− ∂A2

∂z
,
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∂x
,
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− ∂A1
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)

= (y − x,−x, z) .

Uma vez que L é o bordo de M , aplicamos o teorema de Stokes à superf́ıcie M
e usamos o resultado do fluxo obtido em (b). A normal unitária a M compat́ıvel
com o sentido de L dado é a simétrica da normal nM , já usada em (b), logo

∫

L

A · dg = −
∫∫

M

rot(A) · nM = −
∫∫

M

F · nM = 2π .

5. Seja F : D → R uma função de classe C1, definida num doḿınio aberto D ⊂ R
n.[3 v]

Seja a ∈ D tal que F (a) = 0 e ∂F
∂xn

(a) 6= 0. Nestas condições, o teorema da função
impĺıcita implica que o conjunto dado por F (x) = 0 é o gráfico de uma função
f : S → R, onde S ⊂ R

n−1, com f de classe C1, numa vizinhança do ponto a.
Mostre que, sendo F de classe C2, então f é de classe C2. Obtenha uma expressão
para a entrada ij da matriz Hessiana de f no ponto (a1, a2, . . . , an−1) em termos
das derivadas de F no ponto a.

Resolução: Pelo teorema da função impĺıcita, as derivadas de f de primeira ordem,
∂f/∂xi, i = 1, . . . , n− 1, são dadas em S por:

(∗) ∂f

∂xi

(x1, . . . , xn−1) = −
∂F
∂xi

(x1, . . . , xn−1, f(x1,...,xn−1))
∂F
∂xn

(x1, . . . , xn−1, f(x1,...,xn−1))
·

As funções ∂F/∂xi, com i = 1, . . . , n, pertencem à classe C1, uma vez que F ∈ C2.
Portanto f ∈ C2, porque as funções ∂f/∂xi, com i = 1, . . . , n − 1, são de classe
C1, sendo obtidas das derivadas ∂F/∂xi e f ∈ C1, através de operações lineares,
multiplicação, divisão e composição.

Derivando a equação (∗) em ordem xj, usando o teorema da função composta, e

substituindo (∗), obtém-se a expressão pedida para ∂2f

∂xj∂xi
(a1, . . . , an−1), substituindo

o ponto a = (a1, . . . , an−1, f(a1,...,an−1)) no segundo membro da equação:

∂2f
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=
− ∂2F
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∂F
∂xn

+ ∂2F
∂xn∂xi

∂F
∂xj

+ ∂2F
∂xj∂xn

∂F
∂xi

( ∂F
∂xn

)
2

−
∂2F
∂x2

n

∂F
∂xi

∂F
∂xj

( ∂F
∂xn

)
3

·


