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Resolucao abreviada

1. Considere o conjunto M = {(z,y,2) € R® : 22 + xy + y? + 2% = 4}.

(a) Mostre que M é uma variedade e determine a sua dimens3o.
Resolugdo: M é um conjunto de nivel da fungio F(z,y, 2) = 2? +xy+y? + 22,
de classe C'. A matriz DF(x,y,2) = [2z +y,  + 2y, 22| tem caracteristica
igual a 1 em todos os pontos de M, porque o Unico ponto onde a caracteristica
éigual a 0 é (z,y,2) = (0,0,0) ¢ M. Logo M é uma variedade. A dimens3o
de M é3 —carDF =3—1=2.

v] (b) Obtenha uma base do espago tangente a M no ponto (—1,—1,1).

Resolucdo: O vector linha DF(—1,—1,1) = [—3, —3, 2] constitui uma base do
espaco normal a M nesse ponto. Portanto, resolvendo a equacao linear —3x —
3y + 2z = 0, obtém-se uma base do espaco tangente: {(—1,1,0),(2,0,3)}.

(c) Admitindo que a fun¢do f dada por f(z,y,z) = z — y tem valor maximo em
M, calcule esse valor através do método dos multiplicadores de Lagrange.

Resolucao: Os pontos de extremo de f em M pertencem ao conjunto de
solugdes, para (z,y,z), do sistema de equagdes:

1=X2x +y)

—1=X2y+2)

0= \(22)

22 4+ay+yi 422 =4
sendo A € R uma incégnita adicional. Da terceira equa¢ao deduz-se que z = 0,
sendo A = 0 incompativel com a primeira equa¢do. As primeiras duas equagdes
implicam 2z+y = —(2y+z), ou seja x = —y. Da quarta equagdo tem-se entdo
x? = 4. As duas solugdes para (r,y, z) sdo portanto (2,—2,0) e (—2,2,0), ou
seja o valor maximo de fem M é f(2,—2,0) =4 .

2. Mostre que o sistema de equacoes:

-z =1

ey2 -z = 1

determina y e z em fungdo de z, (y,z) = f(z), com f € C', numa vizinhanca do
ponto (1,1,1). Calcule Df(1).



Resolucdo: O sistema corresponde a equagdo F'(z,y, z) = (0,0), onde F(x,y,z) =

(xyil — 2z —1,ev""** — 1), com matriz derivada no ponto (1,1,1):
—4 —4x
(xy+g)2 (zy+1)2 -1 -1 -1 -1
DF(1,1,1) = _
2_22 2—22 _
0 2yeY —2zeY .11) 0 2 2

Tem-se: 1) F € C*, pois as entradas de DF(z,y, z) sdo continuas; 2) F(1,1,1) =
(0.0); 3) det DE,.(1.1,1) = | '~
implicita, o sistema determina y e z em fungdo de z, (y,z) = f(z), com f € C1,
numa vizinhanga do ponto (1,1,1). O teorema implica ainda:
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3. Considere o campo vectorial definido por H(z,y,2) = (2xe¥ + 2%, %Y, 2x2).

=4 # 0. Assim, pelo teorema da fungdo

[1,5 v] (a) Calcule um potencial escalar para o campo H.
Resolucdo: Resolvendo Vo = H obtém-se que o(z,y,2) = x%e¥ + x2% é um
potencial escalar de classe C'! para H.

[1v] (b) Calcule o trabalho de H ao longo do caminho (t) = ((t + 1)e!, > — 1,te"" 1),
comt € [—1,1].
Resolucao: Pelo teorema fundamental do célculo para integrais de linha e
usando a alinea anterior:

/C H - dy = p(1(1)) — p(1(~1)) = 9(2€,0,1) — (0,0, 1) = 4¢* + 2 .

4. Seja

S={(z,y,2) €R® : * +y* =2*, 1 <z< 2},
L={(z,y,2) eR® : 2 + 9 =4, 2 =2}

e considere o campo vectorial F': R? — R? definido por

[2 v] (a) Usando o Teorema da Divergéncia, calcule o fluxo de F' através de S no sentido
da normal unitdria n com terceira componente negativa.
Resolucdo: Sejam T = {(z,y,2) : * +¢y* <1,z=1}, Th = {(x,9,2) :
2?2 +1y*> <4, 2=2)} e D osélido limitado pelas superficies S, T} e T,. Sejam
ainda ny, = (0,0, —1), np, = (0,0,1) e ng a normal a S dada no enunciado.
Aplicando o teorema da divergéncia, como 0D = S UT; U Ty, fica
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pois as normais np,, np, € ng sao exteriores. Como divE = 0, a igualdade
anterior é equivalente a

//SF%S:—//TlF-(O,O,—l)—//TQF.(O’O’Q
:_//T2_//T (—4) = —2Area(T)) + 4Area(Ty) = 147 .

(b) Calcule o trabalho de F" ao longo de L percorrido uma vez no sentido anti-horario
quando visto de (0,0, 10), usando a definigdo.
Resolugao: Usando a definigdo de trabalho, como g(t) = (2 cos(t), 2sen(t), 2),
com t €]0, 27|, é uma parametrizagdo de L no sentido pedido, obtém-se

/LF~dg:/02WF(g(t))-g’(t)dt:/o%(—él)dt: 8.

(c) Calcule o fluxo de rot(F’) através de S no sentido da normal unitdria n com
terceira componente positiva.
Resolugdo: Seja C = {(z,y,2) : 2> +y* =1, 2 =1}. Como o bordo de S é
L U C, aplicando o teorema de Stokes a .S, com os sentidos determinados pela
regra da mao direita, fica

//Srot(F)-n:—/LF-dg—F/cF-dg,

onde C' e L s3o percorridos no sentido anti-horario quando vistos de (0,0, 10).
O trabalho ao longo de L foi calculado em (b). Para o trabalho ao longo de C'
usamos a parametrizagdo g(t) = (cos(t),sen(t), 1), com t €]0, 27|, que percorre
C no sentido anti-hordrio quando visto de cima, e obtemos fc F-dg =0, donde

[[grot(F) - n = 8.

5. Seja f : D — R? uma funcio de classe C!, definida num dominio aberto D C R?,

com matriz derivada

a(r,y) Blz,y)

Di@ o) =1 \(2y) b(a.y)

Seja (a,b) € D tal que detDf(a,b) # 0. Nestas condi¢des, o teorema da fungdo
inversa implica que f admite uma inversa g(u,v) de classe C'', numa vizinhanca
do ponto (u,v) = (¢,d) = f(a,b). Mostre que, sendo f de classe C?, entdo g é
de classe C%. Supondo que detDf(z,y) = 1 (constante), obtenha uma expressio
para % no ponto (¢, d), em termos dos valores das fungdes «, f3, v, & e das suas

u2
derivadas no ponto (a,b).

Resolucao: Pelo teorema da fungdo inversa, nessa vizinhanca a matriz Jacobiana de
g é dada por:

Dg(u,v) = [Df(g(u,v))] " = (a6 — By)(g9(u,v)) | —7(9(uw,v))  alg(u,v))



As funcdes o, 3, 7y, d pertencem 2 classe C'*, uma vez que f € C?. Portanto g € C?,
porque as entradas de Dg(u,v) sdo de classe C!, sendo obtidas de «, 3, 7, d e
g € C1, através de operacdes lineares, multiplicacio, divisio e composicio.

Com a condi¢do adicional «d — 3y = 1 (constante), tem-se:

6 Py =g v), D) = —lg(uv)).

Derivando a primeira equagdo em ordem u, no ponto (u,v) = (c¢,d), usando o
teorema da fung¢do composta e (x), obtem-se:

Tl = Sled) g ed + 5 gle )G

90 94
= a—x(a, b)d(a,b) — (9_y(a7 b)y(a,b).



