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Apresente e justifique todos os calculos

1. Considere a funcdo dada por

o) o @Y #0.0)
xr,Yy)=
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(2 val.) (a) Mostre que f é continua na origem.
Resolugao: Se (z,y) # (0,0) tem-se
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(2 val.) (b) Calcule 8_(0 0) e 5 ——(0,0) e mostre que f é diferenciavel na origem.
v y

Resolugao: Como f(z,0) = f(0,y) = 0 para quaisquer z,y € R conclui-se que
no ponto (0,0) se tem of — g—; = (), e portanto a matriz Jacobiana nesse ponto é

oz
Df(0,0) =[0 0]. Portanto f é diferencidvel na origem porque
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(1 val.) (c) Calcule 5y "% restantes pontos de R” e diga, justificando, se f é de classe C".
Y
Resolugao: Tem-se, se (x,y) # (0,0),
of 222y 4293
a_(xay) = 4 2 4 2\2
Yy xt 42y (2t + 2y?)

Se x # 0 obtém-se ﬂ(3:, r?) = % e portanto f n3o é de classe C! porque g—

Oy
continua na origem devido a ter-se g—]yc((), 0)=0.



(2 val.) 2. Seja f : R* — R? diferencidvel no ponto (1,1) com matriz Jacobiana nesse ponto

DﬂLD:[;i].

. 0
Sendo g : R? — R? definida por g(x,y) = f(e®,z + y + 1), calcule %(0,0)_
x
Resolucao: Pela regra da cadeia tem-se
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(3 val.) 3. Determine e classifique os pontos criticos da funcdo definida por f(z,y) = (senx)?+ 2.

Resolucdo: Temos D f(z,y) = [2senzcosz 2y| = [sen(2z) 2y]. Entdo

D) =0 0 = {0

e 0s pontos criticos sdo todos da forma (z,y) = (km/2,0) com k € Z. A matriz Hessiana
é, paracada k € Z,

9 [ 2cos(2z) ©
D f(xu y) - I 0 2
) 2 0 . .
D f(km,0) = 0 2 } (definida positiva)
2 [ _2 O . .
D f(r/2+ km,0) = 0 92 (indefinida) ,

pelo que, para cada k € Z, o ponto (km,0) é de minimo e o ponto (7/2 + k7, 0) é de
sela.

4. Considere o conjunto definido por
S={(z,y,2)eR*: 0<az<1;1y’<z<2+y}

(3 val.) a) Escreva uma expressdo para o volume de S em termos de integrais iterados da forma

[([([dz)dy)dz e da forma [([([ dz)dy)d=.



(2 val.)
(2 val.) 5.
(3 val.) 6.

Resolucao:

vol(S) = Ai(/i(/;iyldz)dy)dx 4 |
wits) - | (/“;(/0 Mx)dy)m/l (/j(/ﬁ Mx)dy)dz

b) Sabendo que a fun¢3o densidade de massa é dada por f(x,y, z) = 2z, calcule a massa

de S.
1 2 2+y 9
massa(S) = / (/ (/ 2z dz) dy) dr = —
0 -1 y? 2

Usando uma mudanca de coordenadas apropriada calcule o volume do sélido

B={(z,y,2) ER*: Va2 + 22 <y <2 — 2 — 2*}.

Resolucao:

Resolucdo: Em coordenadas cilindricas (y, p, 0) tem-se:

x = pcosb
y=y
2z = psenf

e o volume é dado por

i)~ [ ([ ([ o)) 0=

Seja u : R? — R uma funcio de classe C? tal que

0%u N 0u -

or?  Oy?
em todos os pontos de R?. Supondo que u = 0 na fronteira do disco unitdrio D =
{(z,y) € R? : 2% + y*> < 1}, mostre que u < 0 em D.

Resolucao: Como u é uma fungdo continua e D é um conjunto compacto sabemos,
pelo Teorema de Weierstrass, que a funcdo u tem maximo e minimo absolutos em D. Os
extremos no interior do disco correspondem a pontos de estacionaridade de u, que sao
classificados usando a matriz Hessiana:

Pu u

2 _ Oz2 Oydx
D 'LL(ZC, y) = 92u & .

oydxr  Oy?




O trago da matriz Hessiana é a soma dos valores préprios e neste caso sabemos, por
hipdtese que é positivo, portanto pelo menos um dos valores préprios é positivo. Logo
nao podemos ter um ponto de maximo no interior de ). Donde podemos concluir que o
maximo pertence entdo a fronteira de D. Como u = 0 na fronteira de D este é o valor
maximo de u, ou seja, u < 0.



