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Calculo Diferencial e Integral 11

Exame 1/Teste 2 - 21.Jun.2010 - 13h
(Apresente e justifique todos os célculos)

1. Considere a funcdo

2 _ 2
_ Yy
f(xvy) - (SL’— 1)2_'_y27
definida em D = R?\ {(1,0)}.
(1 val.) a) Diga, justificando, se f tem limite no ponto (1,0).
(1 val.) b) Calcule a derivada de f segundo o vector (2,0) no ponto (1,1).

(1 val.) c) Seja g : D — R? definida por

g(z,y) = (Y 4y — 1, fz,y) +1).

Justifique que f o g é diferencidvel no ponto (1,1) e calcule D(f o g)(1,1).

Resolucgao:
(a)

— 1)e? 2
lim f(z,y)= lim (20—2)y2 = lim %
(z,9)—(1,0) @y)—(1,0) (. —1)2 4+ 32 (@y)—00) 22 +y
2
= Ilim =x- % =0
(z,y)—(0,0) e +y

2

pois | Fzl <lex— 0.

(b) Como a fungio f é de classe C'* no seu dominio temos

g—éa,n = DfL )T = | ) FE) | [ 0 ] :
onde
Of (o V@D 4y) — 2w -y’
or ((x —1)2 +12)? oy (=122
Of e =Uylla =12 +y?) —2w-Dy*  _ 2w-D%
dy " (x - 12+ 22 an  (@=1D2492% 0
Assim,

%(1,1):[1 0][(2)}:2.



(c) A fungdo f é diferencidvel no ponto g(1,1) = (1,1) uma vez que é o quociente de
polinémios e o denominador ndo se anula. Por outro lado, a funcao g é diferencidvel no
ponto (1, 1) por ser a composi¢do de fun¢des diferencidveis. Logo, f o g é diferencidvel
no ponto (1,1) e, pela regra de derivagdo da fun¢do composta, temos

D(fog)(1,1) = Df(g(1,1))Dg(1,1).

Como f(1,1) =0 temos g(1,1) = (1,1). Além disso,

991 9y of —2f(z, _99f —2f(=,
fa 8_y1 —2¢le f(zy) Qaye fley) 4 q
Dyg(z,y) = = :
992 092 of of
oz Oy oz 9y
pelo que

Assim,

D(fog)(1,1)=Df(1,1)Dg(1,1) = [ 1 0]{‘12 H:[—z 1].

(1 val.) 2. Mostre que F' : R? — R? dada por F(x,y) = (cos(z) — y* z + sen(wy)), admite uma
funcdo inversa F'~! de classe C'' numa vizinhanca do ponto (7, 1). Calcule DF~'(—2, 7).

Resolucao: Como F ¢é de classe C! e

| —sinz 2y
DF(z,y) = [ 1 T COS Y }

temos
0 -2
1 —7

detDF(W,l):det{ }:27&0,
pelo que o teorema da funcio inversa garante a existéncia de inversa /'~ numa vizinhanca
do ponto (,1). Além disso, como F'(m,1) = (=2, 7), temos

1

BE

DFY(~2,7) = (DF(r, 1))~} = {

NI



(1,5 val.) 3. Considere a funcdo g : R? — R, definida por g(z,y) = 32% — 3xy + y3. Determine os
pontos de maximo ou minimo local de g.

Resolugao: Os pontos de estacionaridade s3o as solu¢des do sistema

% = 6z — 3y =0 y =2z
= =

2—520 —3r+3y2=0 y? = .

Este sistema tem por solu¢des os pontos (z,y) = (0,0) e (1/4,1/2). A matriz Hessiana de

ge i ;
6 -3
HH@) = | 5 o
e portanto ) _

apo.0 =5

donde se vé que (0,0) é um ponto de sela (det H(f)(0,0) = —9 < 0). Além disso,

H(f)(1/4,1/2) = {_63 _33}

pelo que (1/4,1/2) é um ponto de minimo, uma vez que

det H(f)(1/4,1/2)=9>0 e trH(f)(1/4,1/2)=9>0.

4. Seja I : R® — R dada por F(x,y,2) = zy® + 2y + 2°z.

(1 val.) a) Mostre que a equagdo F(x,vy,z) = 0 determina y como func3o de z e z, de classe C,
ou seja, y = g(x, z), numa vizinhanga do ponto (—1,—1,1), e calcule Dg(—1,1).
(1 val.) b) Mostre que o conjunto S = {(z,y,2z) € R® : F(z,y,z) = 0} é uma variedade e
determine a respectiva dimensao.
(1 val.) c) Determine uma base para o espago tangente a S em (—1,—1,1).
Resolugao:

(a) Como F édeclasse C!, F(—1,—-1,1)=0e %—5(—1, —1,1) = 3wy®+2_, _,, = —1#
0 temos, pelo teorema da fungdo implicita, que a equagdo F'(z,y, z) = 0 determina y
como fungdo y = g(x, z) numa vizinhanga do ponto (=1, —1,1). Além disso,




(b) Como
DF(z,y,2) = [ y* 422z 3ay*+2 2? |

tem caracteristica 1 em todos os pontos de S (o vector (y® + 22, 3zy* + 2, 2%) nunca
se anula pois, se z = 0, temos DF'(0,y, 2z) = [ v 20 ]) conclui-se que o conjunto
de nivel,

S ={(z,y,2) € R®: F(z,y,2) =0},

da funcdo F' (de classe C') é uma variedade diferencidvel de dimensdo 2 em R?.

(c) Considerando a fungdo F' da alinea anterior temos que espago normal de S no ponto
(—1,—1,1) é gerado pelo vector VF = (y3 + 222, 3xy? + 2, 2?) nesse ponto. Assim,

TSt ={a(-3,-1,1) e R*: a e R} = L{(-3,-1,1)}.

O espago tangente nesse ponto é o complemento ortogonal do espago anterior e por-
tanto é definido pela equacdo (—3,—1,1) - (a,b,¢) =0 < ¢ = 3a + b, ou seja,

T(,l,,l,l)S = {(CL, b, 3a + b) S Rg . CL,b S R} =L {(1,0, 3), (0, 1, 1)} .

(1,5 val.) 5. Considere a fun¢do definida por

L se (z, 0,0),
f<x7y):{\/m (z,y) # (0,0)
0 se (z,y) = (0,0).

D& um exemplo de uma fungdo g : R® — R? diferencidvel em (0,0, 0), com ¢(0,0,0) = (0,0)
e %(O, 0,0) = (1,0) tal que fog seja diferencidvel em (0,0, 0) ou mostre que uma tal fungio

nao pode existir.

Resolugao: Se tal fungdo existisse teriamos

6(‘7(;; 9) (0,0,0) = fllli% (f2g)(h,0,0) ; (f09)(0,0,0)
_ |y L 0.0) = FO.0) _yp,, 9(h,0,0))
b0 h = A

pois ¢(0,0,0) = (0,0) e f(0,0) = 0. Como g ndo é constante numa vizinhanga de (0, 0)
temos

gl(h,0,0)
J(g(h,0,0)) =
(9(00:0)) V9i(h,0,0) + g3(h,0,0)
e entao
Oz o0 h h=0 h\/g3(h,0,0) + g3(h,0,0)



Por outro lado, como

991

@ B oz B 1

or N g - 0 ’
Dz

temos % =1 e entao
h — h
1 = lim gl( 7070) 91(07070) — lim gl( 7070).
h—0 h h—0 h

Como g é continua temos

lim [lg(h, 0, 0)[|* = [|(0,0,0)|* = 0
—0

e entao
1
8(fog)(0,0,0):nmgl(h’o’o)- 1 “ s e
o hso h V93 (1,0,0) + ¢3(h,0,0) 0

Conclui-se assim que é impossivel encontrar uma fun¢do g nas condi¢des do enunciado de
forma a que f o g seja diferencidvel em (0,0, 0).



Teste 2

(1,5 val.) 6. Determine os valores méximo e minimo que a fun¢do g(z,y, z) = x —y assume na variedade

C={(r,y.2) R :atytz=0, 2" +y’+2>=2).

Resolucao: Pelo método dos multiplicadores de Lagrange, obtemos o sistema

(1:>\1+2>\21‘
—1:)\1+2>\2y
0:)\1—|—2)\22
r+y+z=0

\x2+y2+22:2.

Somando as trés primeiras equacdes e tendo em conta a quarta, teremos A\; = 0. A terceira
equacao passa a ser Az = 0.

O caso em que Ay = 0 ndo ocorre porque a primeira equagdo passaria a ser 1 = 0.

Resta o caso em que z = 0 e, tendo em conta as duas Ultimas equagdes, obtemos

r4+y=0; 2% =1.

Portanto, os extremos da fungdo continua g na variedade compacta C' serdo os pontos
(=1,1,0) e (1,—1,0). Sendo g(—1,1,0) = =2 e g(1,—1,0) = 2, o valor méximo é 2 e o
valor minimo é —2.

(2 val.) 7. Considere o conjunto

V=A(ry,2) eR*:2>0;y>0; 2>0; 2+y+2<2;z+y<1}
Escreva expressdes para o volume de V' em termos de integrais iterados da forma [ ( ([ dz)dy)d=
e [([([dz)dy)dx
Resolugao: E claro que 0 <z<2.Sendorx+y<lex+y<2-— 2z temos dois casos:

() z+y<lsel<2—-—z&0<z<1.
(b)) z+y<2—zsel<z<2.



(1,5 val.)

(1,5 val.)

8.

9.

Portanto,

voly(V) = /01 (/01 (/01_y dx) dy) dz + /12 (/OQ_Z (/OQ_Z_y dx) dy) dz.

Da definicdo de V, obtemos

O0<z<l;0<y<l—z;0<2<2—-2—y

voly(V) = /0 1 ( /0 o ( /0 T dz) dy) da.

Calcule o momento de inércia em torno do eixo Ox da superficie representada pelo conjunto

e, portanto

S={r,y,2)eR: z=02";2°<1;0<y<1}

e com densidade de massa o(z,y,2) = \/JW'

Resolucao: Da definicao de S uma boa parametrizacio sera
g(z,y) = (z,y,2%); —-l<zax<l;0<y<l.
donde se conclui facilmente que

V/det DgTDg = /1 + 422.

Portanto, o momento de inércia serd dado pelo integral
1 1
16
2, 4
de ) dy = —.
[ L estas) o=

Use o teorema de Stokes para calcular o trabalho realizado pelo campo F(z,y,z) =
(2,5, —x) ao longo da linha definida pelas equagdes y = 1 ; x? + 22 = 1 e descrita,
uma vez, no sentido anti-horario quando vista do ponto (0, 10, 0).

Resolucao: A linha dada é o bordo do circulo
S={r,y,2)eR:y=1; 2>+ <1}

com orienta¢do induzida pela normal v = (0, 1,0).

Pelo teorema de Stokes, o trabalho realizado pelo campo F' é o fluxo do rotacional de F
através de S segundo a normal v e, sendo rot F' = (0,2,0), serd o integral,

//Smtp.,,://szzzﬂ.



(2 val.) 10. Seja F : R* — R? o campo vectorial definido por F(x,y, z) = (xf(2), —yf(z), 2) em que
f:R — R é uma funcio de classe C'. Calcule o fluxo do campo F através da superficie

W={(z,y,2) ER*: z=2—2?—4?, 0< 2 < 1}
na direccdo da normal com terceira componente positiva.
Resolugao: Seja V' o dominio definido por
V=_z,y,2) eR*:2<2—2*—9y*; 0<z<1}.
E claro que a fronteira de V' é a unido de trés superficies, ou seja,
oV =W UTyUTy,

em que,
Ty={z,y,2) €eR*: 2 + 9 <2; 2 =0}

Th={ry2) eR 2 +y*<1; z=1}.

Sendo div F' = 1, pelo teorema da divergéncia, temos

Volg(V):// F-yemt+// F-Vext—l—// F vy
%% To Ty

/ /W Fve = voly(V) — volo(T7)

_ /0% (/01 (/O 2Zpdp>dz)d0—7r

e, portanto,

(1,5 val.) 11. Seja M a superficie que é imagem da fun¢do ¢: [—1, 1] x [0,27] — R definida por
g(t,0) = ((2+tcosE)cosb, (2+tcos ) senb, tsen?)

e F: R3\ {(0,0,2): 2 € R} — R? o campo vectorial definido pela expressio

Yy X
F(.T,y,Z) = <_$2+y27$2+y2’z) :

8




Calcule rot F' e o trabalho realizado por F' ao longo de M percorrido num sentido que
parece o anti-hordrio quando visto do ponto (0,0,10) e explique porque o resultado que
obtém n3o contradiz o Teorema de Stokes.

Resolucao: E facil concluir que rot F = (0,0,0) (ou seja, F' é um campo fechado).
E facil identificar a superficie M usando coordenadas cilindricas: a interseccdo de M com o
semi-plano (r, z) para um dado 6 fixo é a linha parametrizada pelas equa¢des

z:tseng, r:2+tcosg, —1<t<1

que é o segmento de recta de com comprimento 2 centrado no ponto (7, z) = (2,0) que faz
um angulo de g com o eixo dos 77.

A medida que 6 varia de 0 a 27, o angulo que o segmento de recta faz com o eixo dos 77
varia de 0 a 7 e portanto M é uma banda de Mobius. Uma vez que M nao é orientdvel
(ndo existe uma normal unitria a M que varie continuamente) o Teorema de Stokes n3o é
aplicdvel e portanto ndo se pode concluir do facto de ser rot F' = 0 que o trabalho realizado
por F' ao longo do bordo de M seja nulo.

O bordo de M é a imagem das extremidades dos segmentos de recta, isto é,

Note-se que JM tem uma Unica componente que "da duas voltas” em torno do eixo dos
zz. De facto, a imagem por g de cada um dos intervalos {—1} x [0,27] e {1} x [0, 27] ndo
é uma linha fechada, mas g(—1,27) = ¢(1,0) e g(—1,0) = g(1, 27) logo a unido das duas
imagens € uma linha fechada.

Pode calcular-se o trabalho de F' ao longo de OM de vaérias formas. A que dd mais trabalho
é simplesmente substituir na parametrizacio que se obtém fazendot = —1 et = 1 na
expressao para g e aplicar a férmula para o calculo do integral de linha.

Alternativamente, uma vez que I’ é fechado e o caminho que percorre M no sentido
indicado é homotdpico ao caminho

g(0) = (2cos6,2sen6,0), 0<6<A4r

(o "equador” da banda de Mdbius percorrido duas vezes no sentido anti-hordrio) temos
A
/ F.dr= / F(2cos6,2sen6,0) - (—2senf,2cosf,0)dd = 4.
oM 0

Note-se que é facil escrever uma expressdo para a homotopia em questdo usando a funcao
g dada (essencialmente, a restricdo de g a 0 < ¢t < 1 (respectivamente a —1 < ¢ < () da
uma homotopia entre "metade do bordo” e o "equador”’ da banda de Mobius percorrido
uma Unica vez).



FInalmente, o resultado anterior pode ainda ser obtido sem invocar a invariancia do integral
de campos fechados ao longo de caminhos homotdpicos aplicando o Teorema de Stokes a
superficie que se obtém " cortando a banda de Mobius ao longo do equador”. Esta superficie
¢ uma deformacdo de um cilindro e portanto orientavel. Uma das componentes do bordo do
"cilindro” é o bordo da banda de Mobius, enquanto que a segunda componente do bordo
do cilindro é enrolada duas vezes ao longo do "equador” da banda de Mobius.
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