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Resolugao abreviada

1. Considere o conjunto
M = {(z,y,2) € R® :y(1+2?) — 2* + 3 =0}.

[1.0] a) Mostre que M ¢é uma variedade, e indique a sua dimensao.

Resolugdao: M é um conjunto de nivel da funcdo F : R® — R definida por F(z,y,z) =
y(1 4+ 2?) — z*. A matriz derivada

DF(z,y,2) = 22y, 1 + 2%, —427]
tem entradas continuas, portanto F' € C!. Tem-se ainda
V(z,y,2) e M car DF(z,y,2) = 1,
pois 1 + 22 > 1 > 0. Portanto M é uma variedade, e a dimensao de M é
dim(M)=3—-car DF =3—-1=2.
[1.0] b) Indique uma base do espaco tangente a M no ponto (1,—1,1).

Resolucao:
DF(1,-1,1) = [-2, 2, —4]

portanto {(—2,2,—4)} é uma base do espaco normal a M no ponto (1,—1,1). Tem-se
—204+2y—42=0 & z=y-—-2z < (v,y,2)=y(1,1,0)+2(-2,0,1).

Assim, uma base do espago tangente a M no ponto (1, —1,1) é dada por {(1,1,0), (—2,0,1)}.

. 1+22) - 24 = . .
[2.0] c) Mostre que o sistema de equagoes { u ;_3x_)z +z2 +3 B 8 determina x e y em fungao
de z, ou seja, (z,y) = f(2), com f € C!, numa vizinhanca do ponto (1,—1,1), e calcule
Df(1).

Resolucao: O sistema é equivalente & equagdo F(x,y,2) = (0,0), onde F : R?® — R? ¢
definida por F(x,y,2) = (y(1 + 2?) — 24 + 3,93 — 2 + 2). Calcule-se

| 22y 1 + 22 —423 | -2 2 -4
DF(x,y’Z)_[ 0 3y2 -1 :|’ DF(la_l’l)_[ 0 3 _1:|'
. . —2 2 .
Verifica-se: (1) F' € C*; (2) F(1,-1,1) = (0,0); (3) det 03|~ —6 # 0. Assim, pelo

teorema da fungao implicita, o sistema determine x e y em fungao de z, (z,y) = f(z), com
f € C', numa vizinhanga do ponto (1,—1,1). Tem-se ainda que a matriz derivada da fungao
implicita é dada por:

-1
2 2 4] 13 —21[ -4 ~5/3
pro—=[ 5] (5] =s0 2[R ][]
[2.0] 2. Determine os extremos absolutos da funcdo f dada por f(z,y) = 222 + y? no conjunto

D ={(z,y) €eR*: 22 + (y +1)® < 4}.



Resolugao: Pelo teorema de Weierstrass f (continua) tem minimo e maximo absoluto em D
(compacto). f tem um ponto estacionério (0,0) € D. Procura-se os outros candidatos a pontos
de extremo de f na fronteira de D pelo método dos multiplicadores de Lagrange:

dr = A2z = (z=0)V(A=2) = (z=0A(y=1)V(y=-3))
2u=A2(y+1) Y
2+ (y+1)?% =4 (y=—=2) A (z = +V3)

Fazendo uma comparacao dos valores de f:

(x,y) H (070) ‘ (071) ‘ (07 _3) ‘ (\/§7_2) ‘ (_\/§7_2)
f@y)| o | 1| 9 | 10 | 10

conclui-se que f tem minimo absoluto 0 em (0,0) e maximo absoluto 10 em (+v/3, —2).

3. Considere os campos vetoriais

F(z,y) = (1?12,log(1 + :C2)> i G(z,y) =(0,z).

[1.0] a) Determine qual dos dois campos é conservativo e indique o respetivo potencial escalar.

Resolugao: O campo G nao é conservativo porque nao é fechado: 1 = % =+ 88—(;1 =0.
O campo F é conservativo porque é o gradiente da funcio escalar ¢(z,y) = ylog(l + z?).

[3.0] b) Use o teorema de Green para calcular o trabalho realizado por cada um dos campos G e
F — G, ao longo da linha definida pela equacao 22 4+ y? = 1 e descrita no sentido positivo.

Resolucao: Seja L a linha definida pela equacio 22 +y? = 1. Aplicando o teorema de Green
ao campo G no disco D definido por z? + y? < 1, tem-se:

/LG = voly(D) = 7.

Dado que F' é conservativo, tem-se

/L(F—G):—/LG:—W.

4. Considere a superficie

[1.0] a) Calcule a drea de S;
Resolugao: Consideremos a seguinte parametrizacao para S:
9(p,0) = (pcos b, psen, p°), (p,0) €0, 1[x]0, 2x[.

Temos

2m 1 2 1
VQ(S)://Slz/O /0 \/deththdpdﬁz/O /0 oV 1+ 4p?dpdf

(1 + 4p2)3/2] 1

—2
T 12

- %(53/2 ~1).
0



[2.0] b) Calcule [[qrot F'-n, onde n = (ng,ny,n.) é a normal unitéria tal que n, < 0 e F é o campo

22

F(z,y,z) = (xe ,yezQ,Qxy).

Resolugao: Pelo Teorema de Stokes [ grot F'-n = /. 55 I dv, onde v é uma parametrizagao
que percorre 05 no sentido obtido de n pela regra da méo direita. Neste caso, o sentido obtido
é o horario quando visto de cima. A parametrizacdo () = (cosf,senf,1),0 € [0,27], tem
o sentido contrario ao pretendido, portanto

//rotF-n:— F-da
S oS
27

= —/ (e* cos B, el sen @, 2sen cosh) - (—sen b, cosb,0) db
0

2
:—/ 0df = 0.
0

5. Considere o campo F(x,y,2) = (z3y%e*, —1?y3e?, 1 + 22) e o sélido
V={(z,y,2) eR*: 2 +¢y* < 1, 0< z < 1 — (2% +¢*)?}.
[2.0] a) Calcule [[;;, F - n, onde n é a normal unitéria exterior a V.

Resolugao: Pelo Teorema da divergéncia,

/AVF'n:///VdiWF):o,

pois div(F) = 3z%y%e* — 3z2y%e* = 0.
[2.0] b) Calcule [[¢ F -n, onde S é a superficie

e n é a normal unitaria exterior a V.

Resolugao: Temos 0V = SUT, onde T = {(z,y,2) € R®: 22 + y? < 1, z = 0}, logo, pela
alinea anterior,

[ o [l [
:‘//TF'<0’0’—1>=//T<1+902>

2 1 2T 1 1
:/ / (1—|—T200829)rdrd9:/ (= + - cos?6)do = —.
o Jo o 2 4 4

[3.0] 6. Seja |D| = sup{||x — y| : x,y € D} o didmetro do conjunto D C R".

Seja F : R? — R3 um campo vetorial de classe C!, e (D},) uma sucessdo de dominios regulares
contendo um dado ponto p, tais que klim |Dy| = 0. Mostre que
—00

1
v (p) kL)H;o VOlg(Dk) /aDk "

sendo v a normal unitaria e exterior a Dj. Conclua que div F' é independente do sistema de
coordenadas.

Resolucao: Seja f : R3 — R uma funcdo continua.



Sendo f continua, dado € > 0 existe k tal que, para todo X € Dy, se tem |f(X) — f(p)|] < e.
Portanto,

ff‘
Dy,

v013

Ho) = lim o B0 vols( Dk / /

Aplicando o teorema da divergéncia ao campo F' e fazendo f = div F, tem-se

div . divF = 1 £
v F(p) = K00 volz (D) vols( Dk / / /D;c v o0 voly (D) vols( Dk //M)k )

Dado que o integral é invariante perante mudancas de varidveis conclui-se que div F' é indepen-
dente do sistema de coordenadas.

ou seja,



