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(Resolucao abreviada)

1. Considere a funcdo f : R? — R definida por

2 (2? +y)
— 0,0
ron = Lo e £ 00
0, se (z,y) = (0,0)
[2,0] a) Calcule as derivadas g—i(O, 0) e 2—5(0,0).
Resposta:
of ot
g (00) = lim - =0.
9,
Dado que f(0,y) = f(0,0) = 0, tem-se 8_5(0’ 0)=0.
[2,0] b) Determine o conjunto de pontos em que a fungdo f é diferenciavel.
Resposta:
Notando que
f(z,y)] a’ |z]

2 2
= x4+ <z +
\/m x2+y4 \/m( |y|) = |y|
e tendo em conta a alinea anterior, conclui-se que f é diferencidvel na origem. Invocando as
propriedades das fun¢des diferencidveis, f é diferencidvel em qualquer ponto (x,y) # (0,0).
Portanto, f é diferencidvel em R2.

2. Seja f: R? — R uma funcio diferencidvel.

[1,0] a) Supondo que a derivada de f no ponto (1,1) segundo o vector (1,2) é 5, e segundo o
vector (—2,1) é 10, calcule Vf(1,1).

Resposta:
Sendo Vf(1,1) = (a,b), tem-se

a+2b=5
—2a+0=10
ou seja, Vf(1,1) = (—=3,4).

[1,0] b) Seja g : R — R a fung3o definida por g(t) = f(t,t*). Justifique que g é diferencidvel e
determine ¢'(2) sabendo que V f(2,4) = (3,5).



Resposta:

A fungdo h : R — RR? definida por h(t) = (t,t?) é diferencidvel e, pelo teorema da fun¢do
composta, a funcao g = f o h é também diferenciavel e tem-se

¢'(2) = Vf(2,4)R'(2) = (3,5) - (1,4) = 23.

[2,5] 3. Determine e classifique os pontos de estacionaridade da funcdo f : R? — R definida por
flz,y) = 2® — 22 — y* 4+ 2y*.

Resposta:

Pontos de estacionaridade: (1,0), (1,—3), (1,3) obtidos de

Vf(z,y) =2z —2,—2y+8y*) = (0,0).

Classificacao dos pontos de estacionaridade:

Da matriz Hessiana

2 0
Hz,y) = [0 2+ 24y2]

H(1.0) = [g _02} H(l,i%): B ﬂ

tem-se

1 1
e, portanto, (1,0) é ponto de sela de f e (1, —5), (1, 5) s3o pontos de minimo de f.

[25] 4. Sendo f:R? — R uma fung3o continua, escreva o integral fol (fi f(z, y)dy) dx em termos
de integrais iterados da forma [ ([ ---dz) dy.

Resposta:

/_01 </_1y f@9) dx) ay+ /01 </;§f(x,y) d:c) dy

5. Considere o conjunto definido por

S:{(x,y,z)€R3:x2+y2—1<z<1—\/x2+y2}.

[3,0] a) Escreva expressdes para o volume de S em termos de integrais iterados da forma

[([([ dz)dy)dz e da forma [([([ dx)dy)d=.

Resposta:
1 Vi—z? 1-+/22 442
Vol(S):/ / / ldz | dy | dx
-1 —/1—a? z2+y2—1

0 142 \ 1+z—y? 1 1-2 (1—2)2—y2
vol(.S) :/ / / ldx | dy dz—l—/ / / ldx | dy | dz
-1 —/1+z —/14+z—y? 0 z—1 -/ (1—2)2—y2

[3,0] b) Calcule o volume de S, usando uma mudanga de varidveis apropriada.



Resposta:

T = pcosy ¢ €10,27]
Yy = psenyp p>0
z = =z PP—1l<z<1l-—p

vol(S) = /Ozﬂ (/01 (/p:_lppdz) dp) dyp = gw

[3,0] 6. Seja Br(0) = {(21,...,2,) € R" : 23+ -+ 22 < R*} a n-bola de raio R > 0. Mostre que
para qualquer n € N o n-volume de Bg(0) é igual a

(ﬁ /Oﬂ(senz/})idd)) R™.

[Sugestdo: verifique que a funcdo g : R™ x ]0, 7] — R""! definida por g(z1,...,7,,0) =
(1,..., 2, Rcost) é uma mudanca de varidveis e use indu¢do em n.|
Resposta:

Para cada n € N e cada R > 0 denotemos por B}, a n-bola de raio R centrada na origem, e

por V,,(B}) o seu n-volume:
V,(BY) = / I
j

A base da indugdo é a afirmacao, para n = 1, de que para qualquer R > 0 se tem

= (U / W(senw)idw> R
Vi(BY) = (/Owsenwd@b) R

Ent3o a base da indu¢3o é verdadeira, uma vez que Bj, = | — R, R| e ambos os lados da
equagao anterior sao iguais a 2R.

ou seja,

Para o passo da indugcao assumiremos como hipétese que para um dado n € N fixo se tem,

para qualquer R > 0,
(11 [ envyiaw) &,
=170

e usaremos esta hipdtese para demonstrar que, também para qualquer R > 0, se tem

n+1
Vo1 (BEY) = (H / (sen 1))’ d¢> R

0 que terminara a demonstracao.
A condicido
2 2 R?
£L’1+"'—|—5L’n+1 <

implica que os valores possiveis de x, 1 sdo os do intervalo | — R, R[. E, para cada 7,41 €
| — R, R], a condi¢do pode ser rescrita como

2 2 2 2
l’1+"'—|—l’n<R _xn+1,



e portanto € equivalente a assergdo de que o vector (xy,...,x,) € R" pertence a n-bola B},
em que R = \/R? — 22 _,.

Usando a mudanga de varidveis g (com ¢ € ]0,7[ e portanto sent > 0) obtém-se R’ =
V/R? — (Rcos9)? = Rsent, e o Jacobiano é

L] 0
0 ‘ —Rsenv

\deth(azl,...,xn,lpﬂ:‘det{ ”:Rsenq/;:R’,

(Nota: a fun¢do g é de facto uma mudanga de varidveis porque é injectiva no dominio

considerado — uma vez que o coseno é uma funcdo estritamente decrescente no intervalo
10, 7] —, e é uma fungdo de classe C'™ cujo Jacobiano n3o se anula em nenhum ponto do
dominio.)

Entdo, assumindo a hipdtese de indugao, temos

Va(BL,)

R
Vn+1(B;1+1) = / //1d![’1dl‘n dxn+1
-R
= / (/-u/ldxl...dxn)Rsenwdw
0

= / Vn<BIgsenw>Rsenwdw

0

Nao depende de v

_ /OW <ﬁ /Oﬂ(seng)ic%)(Rsenw)” Rsen  di)

= - 7Tsen ‘ "R sen ¢))" !

= (Hl/o( §)d€>/OR (sen )"+ dop
n+1 T

= (H /O (senw)idw> R



