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Calculo Diferencial e Integral 11

Exercicios de Auto-Avaliacao
(Continuidade. Diferenciabilidade)

1. Caracterize topologicamente os seguintes conjuntos:
a) A={(z,y) eR*:2® +y*> > 1}.
b) B={(z,y,2) ER*:w+y+2#1}.
c) CUD, sendo

C = {(z,y,2)€ER}:2=0;2=y; -1<z<1}
D = {(z,y,2)€R3:z2=1;20=—y; -1<z<1}.

d) B={(z,y,2) eR?:a” + 22 =y < 1}.
e) F:{(xvyaz)eRg:y2+22<$2+1; *1<SC<1}
f) G={(z,y,2) ER?:2? 4y + 22 <15 2> /% +y2}.

2. Calcule ou mostre que ndo existem os limites seguintes:
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3. Estude a continuidade das fungGes seguintes:
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4. Calcule o gradiente de cada uma das seguintes fung¢des:
a) f(z,y) = 2® + y*sin(zy);
b) f(x.y) = e cosy.

5. Para cada uma das fun¢Ges seguintes determine a direc¢ao segundo a qual a respectiva derivada
direccional é mdxima no ponto indicado:

a) f(x,y,2) =2*y*2"; (1,1,1)
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b) f(x,y,2) = log(x® +2y* — 32%) ; (1,1,0).

. Utilizando a definicdo, calcule a derivada direccional da fung¢io f(z,y) = 22 + y? segundo o

vector v = (1,1) no ponto (1, 2).

. Sejam f:R? = R? e g : R? = R? as funcdes definidas por

fla,y) = (€772 sin(y + 22)),
g(u,v,w) = (u+ 2% + 3w, 20 — u?).
a

b

) Serdo f, g e f o g diferencidveis no seu dominio ? Justifique.
)

c) Calcule a derivada de f segundo o vector v = (2,3) no ponto (1,0).
)
)

Calcule as matrizes Jacobianas de f, ge fog.

d
e) Calcule a derivada de f o g segundo o vector (2,3,1) no ponto (1,2,1).

Calcule a derivada de g segundo o vector (2,3,4) no ponto (1,0, 1).

Sejam f:R? — R? e g: R3 — R as funcdes definidas por

flz,y) = (2° +y,2z + y, e + 2z),

g(u, v, w) = uvw.
Serdo f, g e g o f diferencidveis no seu dominio ? Justifique.
Calcule as matrizes Jacobianas de f, ge go f.

)
)
c) Calcule as derivadas de f e g o f segundo o vector (1,2) no ponto (3,4).
) Calcule a derivada de g segundo o vector (3,3,4) no ponto (1,1,1).

)

Considere o caminho « : [—2,2] — R? dado por a(t) = (t,t2). Esboce a curva representada
por « e determine as respectivas recta tangente e recta normal no ponto (1,1).

b) Considere o caminho 3 : [0,87] — R? dado por 3(t) = (tcost,tsent). Esboce a curva
representada por 3 e determine as respectivas recta tangente e recta normal no ponto (0, 7/2).

c) Considere o caminho ~ : [0,87] — R3 dado por (t) = (tcost,tsent,t). Esboce a curva
representada por v e determine a recta tangente e o plano normal no ponto (0,7/2,7/2).

Determine o plano normal e a recta tangente a linha {(z,y,2) € R3 : y = 23; 2 = 1} no ponto
(1,1,1).
Determine a recta normal e o plano tangente ao elipsdide de equacao
22 . y?
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no ponto (2,3,4).

Determine e classifique os pontos de estacionaridade dos seguintes campos escalares:

a) fla,y) =e™.

b) f(z,y)=1— (22 + %) +x, em 2?2 +¢y? < 1.
c) f(z,y,2) = 32> + 3y? — 22y + 22

d) flz,y) = (2 +y*)e7v.

e) fla,y)=(1—a®+y?)e" V.
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Tty
Considere a fun¢io f(z,y) :/ sen(t?) dt.
0

a) Mostre que f é diferencidvel no seu dominio.
b) Calcule a derivada de f no ponto (1,1).

c) Determine e classifique os pontos de estacionaridade de f.

Seja f : R? — R uma funcio que admite as derivadas parciais g e g em R2. Mostre que f
x

dy
é diferencidvel desde que uma destas derivadas parciais seja continua.

Sendo f e g funcdes reais de varidvel real de classe C? considere a funcdo

¢(x,t) = f(z —t) + gz +1).
Mostre que ¢ satisfaz a chamada equagdo das ondas
oo _ 0%
o2 0z’

Seja f : R? — R? um campo vectorial e ¢ : R3 — R um campo escalar ambos de classe C?.
Chama-se divergéncia de f ao campo escalar dado por

o oh g
dlvf*@ij@ij@z’

e rotacional de f ao campo vectorial definido por

g (s 0B On 0% on on
Oy 0z 0z Ox’ Ox Oy )

Mostre que se tem
rot(Ve¢) =0; div(rot f) = 0.

Seja ¢ : R?® — R um campo escalar de classe C! e considere o campo vectorial F : R? — R3
definido por F' = V¢. Seja «y : [0,1] — R? uma fungio de classe C.

Mostre que se tem )
| P = 6@ - (P,

em que P =v(0) e @ = ~(1).

Seja f : R?® — R uma funcdo de classe C' e N o conjunto de nivel zero de f. Seja v: R — R3
uma fungio de classe C* tal que v(R) C N. Seja A = ~(0).

Mostre que os vectores V f(A) e v/(0) sdo ortogonais. Interprete geometricamente este resultado.



