Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica

Exercicios Resolvidos

Mudanca de variaveis

Exercicio 1 Calcule o volume de um cone circular reto de altura h > 0 e raio da base
a > 0.

Resolugao: Em coordenadas cilindricas (p, 0, z), o cone pode ser descrito por % p < z<h,
e portanto o seu volume é dado por
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Exercicio 2 Uma esfera de raio 2 é perfurada por wma broca de raio 1 ao longo de um
diametro. Determine o volume do solido resultante.

Resolugao: Em coordenadas cilindricas (p, 6, ), a esfera pode ser descrita por p?+2? < 4,
e a broca por p < 1. A interseccao das superficies de ambos ocorre para 2% = 3, e portanto
o volume do sélido resultante sera
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Exercicio 3 Seja A o elipsoide

2?2 2
A:{(x,y,z)eRg:gij—Q—i—gSl}.
a) Calcule o volume de A.

b) Supondo que A possui densidade constante igual a 1, calcule o momento de inércia do
elipsoide em relacao ao eixo dos zz.

(Sugestao: Utilize a mudanga de varidvel (z,y, z) = (au, bv, cw).)



Resolucao:

a) Em termos das varidveis (u,v,w) definidas na sugestdao, o conjunto A é descrito por
u? 4+ 0% +w? < 1, ie., é uma esfera de raio 1. Uma vez que
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pelo teorema da mudanga de varidvel temos
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Exercicio 4 Prove o Teorema de Pappus: o volume de um sélido de revolucao gerado por
uma figura plana € igual a 2wdA, onde A € a drea da figura plana e d € a distancia do seu
centroide ao eixo de rotacao. Aproveite este resultado para calcular o volume do toro

T:{(:c,y, YER: (Va2 +y2 — z<7’} (0<r<R).

Resolugao: Em coordenadas cilindricas (p, 0, z), o volume do sélido de revolugao é dado

por
2m
= / // pdpdzdf = 2wdA,
0 figura
= — / / pdpdz.
figura

Consequentemente, o volume do toro é 27 R(mr?) = 27r?R.

uma vez que por definicao



Exercicio 5 Seja A o sdlido

A= {(:p,y,z) eR3: 22 +92+22<1,2> \/m,Ogny}
com densidade de massa o(z,y,z) = z. Calcule:
a) O volume de A;
b) A massa de A;
c) O centréide de A;
d) O centro de massa de A;

e) O momento de inércia de A em relagdo ao eizo dos zz.

Resolucao:

a) Em coordenadas esféricas (7,0, ¢), o volume do sélido é dado por
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b) Nas mesmas coordenadas, e uma vez que a densidade é z = r cos ¢,

Lordl i T
M = / / / 7 cos o r sen pdpdfdr = —.
o Jo Jo 64

¢) Uma vez que x = rsengcosf, a coordenada z¢ do centrdide é dada por
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Analogamente, uma vez que y = rsen ¢ sinf, a coordenada yo do centréide é dada por
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ou seja,
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Finalmente, uma vez que z = r cos ¢, a coordenada z¢ do centréide é dada por
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ou seja,

Uma vez que x = rsen p cosf, a coordenada z¢y; do centro de massa é dada por
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ou seja,
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Analogamente, uma vez que y = rsen psinf, a coordenada ycjy; do centro de massa é

dada por
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ou seja,
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Finalmente, uma vez que z = r cos ¢, a coordenada z¢), do centro de massa é dada por
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Uma vez que o quadrado da distancia ao eixo dos zz é dado por

ou seja,
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o momento de inércia pedido é
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