Analise Matematica 111
2° semestre de 1999/2000

Exercicio teste 9 (entregar na aula pratica da semana de 29/5/00)
Considere a variedade M dada pela equacdo z? + 32 =224+ 1 sendo 0 < z < 2.

a) Descreva M parametricamente e determine a respectiva dimenséo.
b) Determine o espago tangente e o espago normal a M no ponto (0, V2, 1).
Solugao:

a) Consideremos a funcio F : R3 — R definida por

F(x,y,2) =a2* +y> — 2> — 1

Trata-se de uma funcdo de classe C' tal que
M = {(z,y,2) € R®: F(x,y,2) = 0}

ou seja, M é o conjunto de nivel zero de F'.
A derivada
DF(x,y,z) = [ 2¢ 2y —2z ]
tem caracteristica igual a um em todos os pontos de M . De facto, o ponto de coordenadas
(0,0,0) é o unico em que isso nao acontece. Mas este ponto nao pertence a M .
Portanto, M é uma variedade de dimensdo dois em R3.

Em coordenadas cilindricas a variedade M ¢ dada pela equacdo p? = 22 4+ 1. Assim,
consideremos as funcoes g : T — R3 e h: S — R? definidas por

g(0,z) = ((Vz2+1)cosf, (VVz2+1)send, z)
ho,z) = ((Vz2+1)cosh, (V22 +1)send, z)
sendo
T = {(6,2):0<0<2m;0<2<2}
S = {(,z): —m<l<7m;0<2<2}

Estas duas funcdes sdo de classe C!, injectivas e as respectivas derivadas sio representadas
pela mesma matriz
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que tem caracteristica igual a dois, ou seja, as duas colunas sao linearmente independentes.

Note-se que

9(T) = M\{(z,y,2):y=0;22>0}
h(S) = M\{(z,y,2z):y=0;2 <0}

e, portanto, M = g(T) U h(S), o que quer dizer que g e h parametrizam M .

E de salientar que para o calculo de integrais sobre M , nomeadamente o cédlculo da &area,
basta considerar a fun¢ado g porque a diferenca M \ ¢g(T') é apenas uma linha.



b) Dado que g(5,1) = (0, v2,1), o espaco tangente a M no ponto (0,v/2,1) é gerado pelas
colunas da matriz

m -v2 0
Dg(§a 1) = 0 g
0 1
ou seja
V2
T(o,\/il)M = {(\/56% 757 B):a,B R}
e, portanto, é o plano dado pela equacao
_ V2
y=—457*

O espaco normal a M no ponto (0,/2,1) é gerado pela linha da matriz

DF(0,v2,1)=[0 2v2 -2 ]
ou seja
TovanyM* ={a(0,2v2,-2) : a € R}
e, portanto, é a recta dada pelo sistema de equagoes
z = 0
—V2z



