Analise Matematica 111
2° semestre de 1999/2000

Exercicio teste 7 (a entregar na aula prética da semana de 15/5,/2000)

Considere o campo vectorial F : R\ {(0,0),(0,1)} — R? definido por

Y y—1 x T
F =|- -
(z,y) ( 2242 224 (y—1)2 224 y2 +x2+(y—1)2>

Determine o integral de linha do campo F' ao longo do caminho que descreve a fronteira do
quadrado com vértices nos pontos (2,2),(—2,2),(—2,-2), (2, —2) no sentido directo (contrario ao
dos ponteiros de um reldgio).

Solugao:
Designemos por 7 o caminho que descreve a fronteira I' do quadrado e sejam g¢; : [0, 27] — R?2
e go:[0,27] — R? os caminhos definidos por

1 1
g(t) = (Zcost,isent)
1 1
g2(t) = (Zcost,z(sent+1))

ou seja, g descreve a circunferéncia C; de raio 1/4 e centro na origem no sentido positivo e go
descreve a circunferéncia Cy de raio 1/4 e centro no ponto (0,1) no sentido positivo.
O campo F' pode ser decomposto na soma de dois campos F = F} + F5 em que

Yy T
Fl('ray) = (_xg_’_yza x2+y2)

By(z,y) = (_zz f&i 127 22 + 5 - 1)2>

Facilmente se verifica que os campos F; e F5 sao fechados, ou seja, o campo F é fechado.
Portanto, aplicando o teorema de Green a regiao limitada pelas circunferéncias C; e Cy e pela
fronteira I' do quadrado, obtemos

Oz/F'd'y—/ F.dgl—/ F-dgs
r Ch Cy

/Fd’}/:/ (F1+F2)'dgl—|—/ (F1+F2)'d92
T Cy Cy

Por outro lado, o circulo limitado pela circunferéncia C3 nao contém a origem e, portanto
temos

ou seja,

Fy-dga =0
Ca

Do mesmo modo, o circulo limitado pela cicunferéncia C; nao contém o ponto (0,1) e, por-

tanto, concluimos que
/ Fy-dgi =0
Ch

T C1 Cy

Assim, temos



Da defini¢ao de integral de linha de um campo vectorial obtemos
2
/ Fy-dg1 = / (—sent,cost) - (—sent,cost)dt = 27
C1 0

2m
Fy-dgs = / (—sent,cost) - (—sent,cost)dt = 2w
Co 0

Portanto,
/F-d7:27r+27r=47r
r



