Analise Matematica 111
2° semestre de 1999/2000

Exercicio Teste 5 (a entregar na aula pritica da semana de 17/4/2000)
Calcule o momento de inércia, relativamente ao eixo dos z do sélido

V={(z,y,2) €R*: =1+ a2 +y2 <2 <1— a2 +12,0 <2 +¢ < 1,y > 0},

sabendo que a densidade de massa é dada por a(x,y, 2) = 22, usando uma mudanga de coordenadas
apropriada.

Solugao: O sdlido tem simetria cilindrica em torno do eixo dos z por isso, convém considerar
coordenadas cilindricas em torno deste eixo:

x = pcosf
y = psenf
z = z

O sélido é constituido pela parte com y positivo de dois cones, unidos pela base ao longo do
circulo de raio 1 no plano xy. O cone superior tem equagdo z = 1 — /22 4+ y2 e o cone inferior
tem equacao z = —1 + y/22 +y2. A coordenada z varia portanto entre -1 e 1, j4 que temos a
condicdo 0 < 22 +y? < 1.

Nestas coordenadas a equagao que define o sélido escreve-se: 1—p < z < —14p,com 0 < p < 1.

Para calcular o momento de inércia relativamente ao eixo dos z, precisamos primeiro de saber
qual a distancia d(z,y, z) de um ponto (z,y, z) ao eixo dos z. Temos que d(z,y,z) = ||(z,y,0)|| =

2 4+ y2 =p.
Assim, temos a seguinte expressdo para o momento de inércia de V:

L.(V)= /‘/a(m7y7z)d2(w,y7z)dxdydz = /()W(/Ol(/l—/) p*(cos 0)%p? pdz)dp)db.

—l+4p

O factor p?(cos®)?p? corresponde a a(x,y,2)d*(x,y,2). O factor adicional p é o Jacobiano
das coordenadas cilindricas. Como y > 0 temos 0 < 6 < 7. Escolhendo a ordem de integracao
J([([ pdz)dp)df, obtemos os extremos de integracao acima porque para um p fixo sabemos que
—14+p<2<1—0p.

Calculando o integral obtemos,

L.(V) = ( / " (cos 0)2d0) / (2 - 2p)pPdp) = w(1/6 — 1/7).



