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Resolucao

1. Considere conjunto

L={(z,y,2) €R’: ™ +log(z +z) = 1}.

(2 val.) (a) Prove que existe uma vizinhanca U C R? do ponto (0, 1,1), uma vizinhanca V' C R?
do ponto (1,1) e uma funcdo f : V — R, de classe C, tal que
LnU={(f(y,2),y.2) : (y,2) € V}.
0
(2 val.) (b) Calcule —f(l, 1).

0z

Resolucao:

(a) Consideremos a fungdo F(z,y, z) = €™ +log(z + ) — 1. Facilmente se conclui que
F é de classe C' no seu dominio e que F(0,1,1) = 0. Por outro lado,

OF I
%(07 17 1) = (ye Y+ Z—f-.’L')‘(O’l’l) =2 7é 0.

Portanto, pelo Teorema da Funcdo Implicita, existe uma vizinhanca U C R? do

ponto (0,1,1), uma vizinhanga V' C R? do ponto (1,1) e uma fungdo f: V — R,
de classe C!, tal que

LNU={(f(y,2),y,2): (y,2) € V},

ou seja, L é o gréfico z = f(y, z) em torno do ponto (0,1, 1).

(b) Da alinea anterior sabemos que, em torno do ponto (0,1, 1), temos
F(z,y,2) =062 = f(y,2),

ou seja, F(f(y, z),y,z) = 0 e, derivando esta equacdo em ordem a z, obtemos

oF of oF .
%(0, 1, 1)5(1, 1)+ E(O’ 1,1)=0.
Portanto,
of 50,11 1

0z (1,1) = _‘9F(0



(2 val.)
(2 val.)
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2. Considere os conjuntos

a)
b)

M:{(x,y,z)ER?’ : 3:2+2y2+z2=3}
N ={(z,y,2) eR® : 2>+ y*+ (2 = 3)*=5; z =0}

Mostre que M e N sdo variedades e determine as respectivas dimensoes.

Mostre que o espago normal de M no ponto (0, —1, 1) coincide com o espaco tangente
de N no mesmo ponto.

Resolucao:

a)

M é o conjunto de nivel 0 da funcdo F(x,y,2) = 2% + 2y + 2? — 3, de classe C'.
Tem-se ainda:
carDF(z,y,z) = car[ 2z 4y 2z |=1

para todos os pontos de M, porque caso contrdrio, t = y = z = 0, o que implicaria
72 4+ 2y? + 22 = 0 # 3. Assim, M é uma variedade, com dimens3o 3 — car(DF) =
3—1=2.

N é o conjunto de nivel (0,0) da funcio G(z,vy,2) = (22 +y?+ (2 — 3)2 — 5, z), de
classe C'. Tem-se ainda:

2z 2y 2(z—3)

1 0 0 =2

carDG(z,y, z) = car

para todos os pontos de N, porque caso contrdrio, y = z — 3 = 0, 0 que, juntamente
com z = 0, implicaria 2 + y> + (z — 3)2 = 0 # 5. Assim, N é uma variedade, com
dimensdo 3 — car(DG) =3 -2 =1.

DF(O,—l,l) = [ 2 4y 2z ](0,_1,1) = [ 0 -4 2 ]

Portanto o espago normal de M no ponto (0,—1,1), gerado pelas linhas de DF, é
dado por
To, 1,yM* ={c(0,-4,2) : ce R}.

Da mesma maneira:

20 2y 2(z—3 0 -2 —4
DGO, =L =7 (0 )] :[1 0 0]'
(Oaflal)

Portanto o espagco normal de N no ponto (0,—1,1), gerado pelas linhas de DG, é
dado por
Tio,-1,yN* = {c(0,—2,—4) +d(1,0,0) : ¢,d € R}.
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O espaco tangente de N pode ser obtido resolvendo o sistema de equagdes:

—2y—42=0;2=0.

Assim,
T(O,—l,l)N = {Z(O, —2, 1) 1z E R}
e, portanto,
T(07_171)MJ_ = T(Oa_lal)N'
sk ok
(3 val.) 3. Calcule o momento de inércia da superficie

M={(z,y,2) eR® : y=a*+2"+1, y <2},
1
(> +2)Vidy —3

em relacdo ao eixo Oz, sabendo que a densidade de massa é o =

Resolucao:

A superficie M é o gréfico da funcdo f : U — R dada por f(z,2) = 22+ 22+ 1, em que
U={(z,2) € R? : 22+ 2% < 1}. Portanto M tem uma parametrizacio ¢ : U — R?
dada por ¢(z, z) = (z,2%2 + 22 + 1, 2). Como a distancia de um ponto (z,y,z) € M do
eixo Oz é \/y? + 22, segue-se que 0 momento de inércia é

/Ww:/ (ST
M (y? + 2%)\/4y — 3
Vdet D¢tD¢

v/4(@>+22+1)-3

/ 1+ 422 + 422
422+ 22+1)-3

/l_area U)

U

=T

%k %k Kk k

4, Sejam F:R® - R3 e G : R® — R? os campos vectoriais definidos por
F(z,y,2) = (-y,z,€¢*); Gl(z,y,z) =rotF(z,y, 2).

Calcule o fluxo de G através da superficie

S:{(x,y,z)ER?’:z:l Va2 +y?; z>0}

na direccdo da normal cuja terceira componente € positiva usando:
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(3 val.)
(3 val.)

a) O Teorema da Divergéncia.
b) O Teorema de Stokes.

Resolucao:

a) A superficie S é uma superficie cénica invertida de vértice no ponto (0,0,1), que
forma, juntamente com T = {(z,y,2) € R® : 22 + 42 < 1 e z = 0}, a fronteira de
um aberto limitado U. Pelo Teorema da Divergéncia,

///UdivG://SG-nJF//TG-n,

onde n designa a normal exterior a U. Em S, esta é precisamente a normal com
terceira componente positiva. Em 7', esta normal é constante igual a (0,0,—1). Uma
vez que

divG =divrot F = 0,

//SG-n:—//TG-(O,O,—l).

concluimos entdo que

Ora
€1 €9 €3
o 0 0
G=rotF=|— — —|=(0,0,2
ro ax ay aZ ( 7 7 )’
-y T €
e portanto

//sFln:_//T(O’O’Q).(O’O’_l)://TQZZVQ(T):QW‘

b) Pelo Teorema de Stokes,

[lan= [[or§ v

O bordo de S é a circunferéncia 0S5 = {(z,y,2) € R* : 2> +y* =1 e 2z = 0}, com
parametrizacdo g : [0, 27| — R® dada por

g(t) = (cost,sent,0).



A orientacdo induzida por esta parametrizacdo em 0S coincide com a induzida pela
normal com terceira componente positiva. Dai que

27 27
// G-n= / F(g(t))-g'(t)dt = / (—sent,cost,1) - (—sent,cost,0)dt
° 02r ’ 27
= / (sen2 t + cos? t) dt = / 1dt = 2.
0

0
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(3 val.) 5. Seja n > 0 e considere o aberto D" = {x € R" : ||x|| < 1}. Mostre que, para qualquer
funcdo f de classe C? com suporte em D" (i.e., existe 0 < € < 1 tal que f(x) = 0 se
||| > €), se tem

[ 160 grad £) = = [ lgrad £

Resolucao:

Tem-se
div (f(x)grad f(x)) = (grad f(x)) - (grad f(x)) + f(x) (div grad f(x))
e grad f(x) = 0 para x € dD". Aplicando o teorema da Divergéncia, obtemos
0= [ (rxjgrad ) -
~ [ dv(s(grad £(x)
= / [(grad f(x)) - (grad f(x)) + f(x) (div grad f(x))].

Portanto,

| 1) (6 grad 1) = | [lgrad £

Dn
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