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1. a) A regiao S tem o seguinte aspecto:
Y

Portanto uma expressao para o integral é dada por

/f /%/m% ! dyd +/1/M71 dyd
S L Jia a? - yP Y 8 Joo1 22 —y? Y

b) O jacobiano da transformagao

r = (u+1)24+(v+1)32

é dado por
ox,y) | 2uw+1) 2(w+1)
ou,v) | 2(w+1) —2(v+1)
= —8u+1)(v+1)

Nas novas varidveis (u, v) €|1, +00[x]1, +00[ 0 conjunto S é definido
pelas condigoes

t+y>t & (w+1)?>1 & u>-1
r+y<1l < (u+1)2§% & u§71+%
T-y>3 & (v+1)22% & v>-1
r—y<1l & (v—}—1)2§§ & vﬁ—l—}—%



Note-se que nas equacoes acima usamos o facto de se ter u > —1
e v > —1 para resolver as inequagoes.

Finalmente, a funcao f escrita nas novas variaveis é
1 1

1 1
Nz B (x—y)(z+y) N Viu+ 12w+ 12 2w+ 1)(v+1)

(novamente usando o facto de se ter u > —1 e v > —1). Portanto,
pelo teorema de mudancga de varidveis, temos

1+\/— 1+\/_ 1
/Sf B /_% / 2(u+1)(v+1)8(u+1)(v+1)dudv

1+ 1+

= / \/_/ ﬂ4dudv
1 1
2 2

= 4(5—5)

= (V2-1)

a) Fazendo r = /22 + 9?2, V ¢ definido por /v —1 < 2z <1 —r.
Portanto V' é a seguinte regiao plana rodada em torno do eixo

Oz:

z
1

z=1—-r&r=(1-2)

z=\r—1esr=(2+1)?

—1

Para cada valor de z fixo, e y variam num circulo com o raio
indicado na figura acima. Assim, uma expressao para o volume
é dada pelo integral iterado:

(142)2 (1+z —a;2
/ / / 1dydxdz+
(142)2 (1+z —a:2



(1 z)?2 7m2
/ / / 1dydzxdz
(1-2) (1 z) 7m2

b) As coordenadas mais adequadas ao cdlculo deste integral sao co-
ordenadas cilindricas centradas no eixo Oz. Tendo em conta a
figura acima obtemos a seguinte expressao para o volume:

o2r 1 pl—r
Vol(V) = / // rdzdrdf
o Jo Jyi—1

1

= 27T/ (1—7r—+/r+1)rdr
0
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3. a)
9 (mew2+y2> = 2myew2+y
Ay
9 <yem2+92> = 2pye® 1Y
ox

Como as derivadas cruzadas sao iguais, o campo é fechado.
b) Como R? é um conjunto em estrela, podemos concluir da alinea

anterior que o campo ¢é gradiante. Portanto o integral ao longo
de qualquer caminho fechado em R? é 0.

Alternativamente pode calcular-se o integral directamente.

4. Comecamos por observar que é impossivel que se tenha f(z) > A para
todo o z € [0,1]™ De facto, como f é continua em [0, 1]”, f teria um
minimo m > A e portanto

/ fz/ m =mVol([0,1]") = m > A
o Joape

Da mesma forma vemos que é impossivel que se tenha f(z) < A para
todo o x € [0, 1]™

Seja entao f tal que f[o 1y f = A e suponhamos que nao existe z €
[0,1]™ tal que f(x) = A. Entao de acordo com as observagoes an-

teriores existem necessdriamente z; € [0,1]" tal que f(z1) > A e
x9 € [0, 1]™ tal que f(x2) < A.



Mas entao pelo teorema do valor médio, existe s € [0, 1] tal que a
fungao continua g : [0, 1] — R definida por

g9(t) = f(twy + (1 —t)z2)
verifica g(s) = A. Como sz1 + (1 — s)zo € [0,1]" isto contradiz a
hipbtese que pusemos sobre f de nunca assumir o valor A.

Concluimos que existe necessd riamente x € [0,1]" tal que f(z) = A
como pretendiamos demonstrar.



