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contexto

\ Procura de primos grandes \

1644 - Marin Mersenne (1588-1648)
Mn = 2n - 1
p primo

p= 2 3 5 7 11 13
M,= 3 7 31 127 2047 8191

Os maiores primos encontrados sao primos de
Mersenne.
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contexto

1916/18 - Pierce estudou uma generalizagao de M,:

A um polinébmio p € Z[x],

d d
p(x) = ax*=aq [ [(x - )
k=0 i=1

ay € 7 (coeficientes) e o; € C (raizes),
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contexto

1916/18 - Pierce estudou uma generalizagao de M,:

A um polinébmio p € Z[x],
d d
p(x) = ax*=aq [ [(x - )
k=0 i=1

ay € 7 (coeficientes) e o; € C (raizes),

associou a sequéncia de inteiros

d

An(p) = |ag|" [ [(of = 1)

i=1
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contexto

d
An(p) = lag" [ J(of —1)

i=1

e m|in=»An|A,
@ outros divisores de A, satisfazem condigdes estritas

pelo que 2—:’ (p primo) seriam bons candidatos a primos. . .

rui soares barbosa A Medida de Mahler



contexto

caso particular: Mersenne

p(x) =x—2
@ p(x)=0ssex=2
@ A, =2"—1 (nimeros de Mersenne)
. % _ 2pP—1
1

= 5 = 2P — 1 (forma dos primos de Mersenne)

rui soares barbosa A Medida de Mahler



contexto

1933 - Lehmer estudou o crescimento da sucessao (Ap):

) |a"+1 _ 1|
la] > 1= nILmooW = |of
lal <1 = lim |O/H17_1|:1
n=oo [an 1]
Logo, se |a;| # 1,
n+1 nl d
R L i

M(p)
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contexto

“Medida” (de Mahler):
d

M(p) = |ag| ] [ max{1, e[}
i=1

Ap ~ M(p)"

@ menor crescimento reduz factores extra (# Ap).
@ Logo, ha potencialmente mais primos se M(p) pequeno.
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o problema de Lehmer

Lehmer -1933

“The following problem arises immediately. If € is a positive
quantity, to find a polynomial of the form

fX)=x"+a_1x"+.. +a

where the a’s are integers, such that the
absolute value of the product of those
roots of f which lie outside the unit circle,
lies between 1 and 1 + e.

i

This problem, in interest in itself, is especially important for our
purposes. Whether or not the problem has a solution for
€ < 0.176 we do not know”
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o problema de Lehmer

Dado € > 0 arbitrario, existe p € Z[x] tal que 1 < M(p) < 1+ €?

Nao

polindmio minimo

encontrado por Lehmer:

0x) =x"0 4 x% —x" —x8 — x5 —x* —x3 + x +1

M(¢) = 1.176280818

Ainda nao ultrapassado.
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propriedades da medida de Mahler

’ M(p) como medida de poIinémios\
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propriedades da medida de Mahler

’ M(p) como medida de polinémios\

® M(pg) = M(p)M(q)
® M(p) = M(—p)
® M(p) = M(p*)

Definigcao (polinémio reciproco)

p*(x) = x%p(1/x)

exemplo

p(x) = x*+3x®—5x2+0x+7
1 1 1 1

p(x) = X4<F+3F_5F+Ox_1+7)
= 14+3x—5x2+0x3+7x*
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propriedades da medida de Mahler

’ M(p) como medida de poIinémios\

® M(pg) = M(p)M(q)
® M(p) = M(—p)
® M(p) = M(p*)

Demonstracao.

d

pi) = Sack =[[0x—a)

=y i=1
d
P()]  =laol = lag|[] I
i=1
Logo

H| = Ll
I
2



propriedades da medida de Mahler

’ M(p) como medida de poIinémios\

® M(pqg) = M(p)M(q)
® M(p) = M(-p)
® M(p) = M(p)
d
J_ lal
il;!|al| - ’ad|
Logo
o] II lo; | a; a;’!
M(p*) _ |a,-_1|>1 _ H| ||c}|_[< ’ ’ _
M(p) ag| [T |ail IT el

|a,~|>1 |O¢,“>1
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propriedades da medida de Mahler

’ M(p) como medida de poIinémios\

°M(pq
M(p) = M(—p
M(p) = M(p*)
o|aj]<()M()

) = M(p)M(q)
)

consequéncia
VD e N,M e R,{p € Z[x] | deg(p) < D, M(p) < M} é finito.

|
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propriedades da medida de Mahler

’ M(p) como medida de poIinémios\

® M(pg) = M(p)M(q)

® M(p) = M(—p)

® M(p) = M(p*)

o || < ())M(p)

® M(p) = exp(Jy loglp(e?™)| dt)

permite definir M(p) para p € Z[x4, ..., Xp]

rui soares barbosa A Medida de Mahler



propriedades da medida de Mahler

d
M(p) = |ag| [ max{1,lail} > 1

i=1

observagao
M(p) € o produto dos zeros fora do disco unitario.

an
N,

Re
D(0
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propriedades da medida de Mahler

d
M(p) = |ag| | [ max{1. |ail} > 1

i=1

observacao

M(p) é o produto dos zeros fora do disco unitario.
M(p) = 1 quando Vi, |a;| < 1

Im
Re
D(0,1)
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propriedades da medida de Mahler

d
M(p) = |ag| | [ max{1. |ail} > 1

i=1

observagao

M(p) é o produto dos zeros fora do disco unitario.
M(p) = 1 quando Vi, || = 0V |ay| = 1[M(p) = M(p")

E
e

D(0,1)

\
/Re
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polinémios ciclotémicos

’os polinémios mais “simples” . .. ‘

Uma raiz n-ésima ¢ da unidade satisfaz
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polinémios ciclotémicos

’os polinémios mais “simples” . .. ‘

Uma raiz n-ésima ¢ primitiva da unidade satisfaz

" =1
(M#A1 Vm0<m<n

=€ k=1,....n, ged(k.n) =1

rui soares barbosa A Medida de Mahler



(=1
Re (M#1 (0<m<1)
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Im
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=1
Re (M#1 (m=1,2)
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Im

¢t =1
Re ¢M#1 (m=1,2,3)
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5 =1
Re ("#1 (m=1,2,3.4)
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Im

6 =1
Re (m£1 (m=1,2,3,4,5)

D(0, 1

As raizes primitivas tém o mesmo polinémio minimo

x—1 sen=1
Pn(x) = I I (X =) =9 2= sen>
Ceprimit 1 &m(x)
kprimitiva min
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polinbmios ciclotémicos

M(®p) = H Sk =1

Esta medida é minima.
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polinémios ciclotémicos

M(2,) = H Sk =1

Esta medida é minima.

Que outros polinémios tém medida 1?

exemplos

@ X, pois a sua unica raiz € 0.
@ produtos de polindmios ja conhecidos de medida 1.
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polinémios ciclotémicos

M(2,) = H Sk =1

Esta medida é minima.

Que outros polinémios tém medida 1?

exemplos

@ X, pois a sua unica raiz € 0.
@ produtos de polindmios ja conhecidos de medida 1.

Em geral, p = x3®y, ... Pp,, com a,r, b; € Ny

rui soares barbosa A Medida de Mahler



teorema de Kronecker

(e
Havera outros?

Teorema (Kronecker)

Nao!
M(p) = 1 sse p é produto de ciclotomicos e poténcias de x.
ou seja,

M(p) = 1 sse as raizes de p sdo raizes da unidade ou zero.
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teorema de Kronecker

Demonstracao.

Seja p € Z[x]q com raizes «; tal que M(p) = 1.
Consideremos pyx = ak [ (x — ak).

M(px) =1
= |aju| < <7> (desigualdade da norma)
= {fk|k € N} ¢ finito
= {B|3k, f(B) = 0} é finito
= Vi,3r > s,af =a}
= Vi,aj=0vVa %=1

O
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@ Contexto: o Problema de Lehmer

@ Propriedades Basicas
@ Resultados
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limites globais

M(p) > 1+ R(d)

@ 1971 - Blanksby e Montgomery: R(d)
@ 1978 - Stewart: R(d)

_ 1
= B2dlog6d

_ 1
~ 10%dlog d
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limites globais

M(p) > 1+ R(d)

1971 - Blanksby e Montgomery: R(d)
1978 - Stewart: R(d) =

_ 1
= B2dlog6d

1
104dlog d

3
1979 - Dobrowolski: R(d) = 1255 (M) (comd > 2).

3
e idem (assimptético) R(d) = (1 — ¢) ('09 logd )

3
@ 1982 - Cantor e Strauss: R(d) = (2 — ¢) ('°%'§gd)

3
@ 1983 - Louboutin: R(d ('°%'g°3d)

@ 1996 - Voutier: R(d) = %('Oﬁ)g’gd) (com d > 2)
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limites globais

M(p) > 1+ R(d)

Mas. ..
Em qualquer caso,

lim R(d) =0

d—oo

Problema de Lehmer ainda em aberto. ..
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polinémios reciproco

Recordemos que...

p*(x) = xp(1/x)

Definigcao (polinémio reciproco)

p diz-se reciproco quando p = p*.

observacao

Se p reciproco,
@ g; = a4_; (coeficientes simétricos)
@ Se p(a) =0=p(1/a) =0 (raizes estaveis sob z — 1/2)
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minimos para certas classes de polinbmios

@ Smyth(1971) - reciprocos

Teorema

Se p € Z[x] € n&o reciproco e p(0)p(1) # 0, entdo
M(p) > M(x® —x —1) =1.3247 = ¢

onde 0 é a solucgao real do polinomio acima.
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minimos para certas classes de polinbmios

@ Smyth(1971) - reciprocos

@ O teorema de Smyth aplica-se a qualquer polinémio
irredutivel de grau impar

A
e Se p reciproco, p = p* = xp(1/x).
® P(=1) = p*(=1) = (~1)7p(1/(~1)) = =p(~1)
e p(—1)=0
e p=(x+1)gM(x+1)=1.
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minimos para certas classes de polinbmios

@ Smyth(1971) - reciprocos

@ O teorema de Smyth aplica-se a qualquer polindmio
irredutivel de grau impar

@ Borwein, Dobrowolski, Mossinghoff (2007) - coef. impares

Teorema

Se p é um polinbmio com coeficiente impares, irredutivel, nao
ciclotomico e p(0) # 0, entao

M(p) > 5"* =1.495. ..
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pesquisa de polindbmios de medida pequena

Para M(p) < 2, temos |a;| < 2(9).
Assim, a; tem 4(9) + 1 possibilidades.

exemplo (grau=4)

numero de polindmios a procurar (exaustivamente):

4(3) @(5) + D a(y) +06(7) + e(g) + 1= 144500
A ,

-~ ~~

as as ao a ap
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medidas minimas para cada Zq[X]

d n°pols polinomio  M(p)

1 20 X—2 2

2 180 x2—x—1 1.618..
3 3380 X3 +0x2—x+1 1.324..
4 144500 x4 —x3+0x2+0x—1 1.380...
5 14826420 x°—x*+x3+0x2—x+1 1.349..
10 1.8 x 1023 (x) 1.176...

Lehmer-1933

“We have not made an examination of all 10th degree
symmetric polynomials, but a rather intensive search has failed
to reveal a better polynomial than

x4 x®—x"—x8— x5 —x*-x®+x+1,Q0=1.176280818

All efforts to find a better equation of degree 12 and 14 have
been unsuccessful.”
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pesquisa de polindbmios de medida pequena

teste de M(p) ‘
@ candidatos: monicos, reciprocos, irredutiveis, de grau par
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pesquisa de polindbmios de medida pequena

’teste de M(p) ‘

@ candidatos: monicos, reciprocos, irredutiveis, de grau par

@ filtro de quadrados das raizes (método de Graeffe)
r______________________________________________

p(x) = g(x*) + xh(x?) ~ (G(p))(x) = 9(x)? — xh(x)?
{a} ~ {of}

pm = G"(p)

o Se M(p) < M, |an,| < (§) + ({2)(M*" + M~2" - 2)

e Se p é produto de ciclotomicos, Vm > log, dbm = Pmt1
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pesquisa de polindbmios de medida pequena

teste de M(p) \
@ candidatos: monicos, reciprocos, irredutiveis, de grau par
o filtro de quadrados das raizes (método de Graeffe)
@ remover factores ciclotémicos
@ calcular M(P)
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pesquisa de polindbmios de medida pequena

’ estratégias de pesquisa ‘

@ exaustiva (O(C%))

.
realizada até d <24, M =1.3
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pesquisa de polindbmios de medida pequena

’ estratégias de pesquisa ‘

@ exaustiva (O(C%))
@ 1989 - Boyd: Altura 1 (O(C?))

A
p € Z[x] com M(p) < 2 = 3g € Z[x], H(fg) =1

e pesquisa até d < 40 (encontrou anteriores)
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pesquisa de polindbmios de medida pequena

’ estratégias de pesquisa ‘

@ exaustiva (O(C%))
@ 1989 - Boyd: Altura 1 (O(C9))
@ 1998 - Mossinghoff, Pinner, Vaaler: Perturbagoes
(0(CV))
Produtos de ciclotomicos perturbados
encontrar produto de &s e peturbar o coeficiente do meio (+1)

@ pesquisa até d < 64 (encontrou > 80% dos anteriores)

polinémio de Lehmer

B2 hH2hH2 5
! oz
[
Tanaras | o5 oo T is
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pesquisa de polindbmios de medida pequena

’ estratégias de pesquisa ‘

@ exaustiva (O(C%))

@ 1989 - Boyd: Altura 1 (O(C?))

@ 1998 - Mossinghoff, Pinner, Vaaler: Perturbagoes
(0(CY9))

@ Sparse Polynomials

.
numero fixo de coeficientes nao nulos
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pesquisa de polindbmios de medida pequena

’ estratégias de pesquisa ‘

@ exaustiva (O(C%))

@ 1989 - Boyd: Altura 1 (O(C?))

@ 1998 - Mossinghoff, Pinner, Vaaler: Perturbagoes
(0(Cc¥9)

@ Sparse Polynomials

@ 2000 - Rhin, Sac-Epée: Estatistico

gerar coeficientes segundo uma dist. multinormal de média
X" +1
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pesquisa de polindbmios de medida pequena

’ estratégias de pesquisa ‘

@ exaustiva (O(C%))

@ 1989 - Boyd: Altura 1 (O(C9))

@ 1998 - Mossinghoff, Pinner, Vaaler: Perturbagcdes

(@)

@ Sparse Polynomials

@ 2000 - Rhin, Sac-Epée: Estatistico

@ 2000 - Rhin, Sac-Epée: Minimizagéao
.

comegar com uma semente e procurar minimo local
(perturbacoes pequenas)
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sinfonia de Mahler (opus 1.1762...)

A medida de Mahler e o problema de Lehmer surgem em
muitas areas aparentemente nao relacionadas da matematica:
@ normas L,

)
Para cada r € Rt, definimos a norma L, como

1
1ol = ( /O Ip(E™)]" dlty'/"

Entao

1
fim [1pl = exp( /0 log|p(€?™)] dt) = M(p)
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sinfonia de Mahler (opus 1.1762...)

A medida de Mahler e o problema de Lehmer surgem em
muitas areas aparentemente nao relacionadas da matematica:
@ normas Ly
@ teoria de numeros transcendentes

]
desigualdades uteis no estudo de nimeros transcendentes
(area onde Mabhler a aplicou)
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sinfonia de Mahler (opus 1.1762...)

A medida de Mahler e o problema de Lehmer surgem em
muitas areas aparentemente nao relacionadas da matematica:

@ normas L,
@ teoria de nUmeros transcendentes
@ factorizacao de polindmios

(O
se a conjectura de Lehmer for verdadeira, existe um limite ao
numero de factores nao ciclotomicos de um polinémio
dependente dos seus coeficientes.
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sinfonia de Mahler (opus 1.1762...)

A medida de Mahler e o problema de Lehmer surgem em
muitas areas aparentemente nao relacionadas da matematica:

@ normas L,

@ teoria de numeros transcendentes
@ factorizacao de polindmios

@ fungoes-L e curvas elipticas

(O
Existem relagoes entre a medida de Mahler para polindmios de
varias variaveis e o valor de séries-L.
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sinfonia de Mahler (opus 1.1762...)

A medida de Mahler e o problema de Lehmer surgem em
muitas areas aparentemente nao relacionadas da matematica:
@ normas L,
@ teoria de numeros transcendentes
@ factorizacdo de polinomios
@ funcgbes-L e curvas elipticas
@ teoria de nos

I

—9

os polinémios de Alexander sao um
invariante de no.

A medida minima de polindmios de
enlaces de “pretzel” é

M(4(x)) =1.176... - “pretzel™(2,3,7).

)
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sinfonia de Mahler (opus 1.1762...)

A medida de Mahler e o problema de Lehmer surgem em
muitas areas aparentemente nao relacionadas da matematica:

@ normas L,

@ teoria de numeros transcendentes
@ factorizacao de polindmios

@ fungbes-L e curvas elipticas

@ teoria de nds

@ sequéncias de inteiros

@ sistemas dinamicos algébricos
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@ Contexto: o Problema de Lehmer
@ Propriedades Basicas

@ Resultados
@ Aplicagoes
@ Sequéncias de Lehmer-Pierce
e Sistemas Dinamicos “Algébricos”
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Sequéncias de Lehmer-Pierce

d
An(p) = lag" [ T laf — 1|
i=1

’generalizam a sequéncia de Mersenne ‘

@ Lehmer - procura de primos “grandes”
(O

p(x)=x®—x—1

A3z = 63088004325217
A7 = 3233514251032733
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Sequéncias de Lehmer-Pierce

An(p) = |agl" [T laf — 1|

i=1

generalizam a sequéncia de Mersenne ‘

@ Lehmer - procura de primos “grandes”
@ pequeno M(p) ~» mais primos...

rui soares barbosa A Medida de Mahler



Sequéncias de Lehmer-Pierce

d
An(p) = |ag|" [ lof =1
i=1

generalizam a sequéncia de Mersenne ‘

@ Lehmer - procura de primos “grandes”
@ pequeno M(p) ~» mais primos...
@ mas sao demasiado pequenos!

@ no entanto...permitem conhecer melhor sequéncias como
a de Mersenne
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Conjectura de Wagstaff (Mersenne)

log,(log,(n th Mersenne)) verses n

25
20 A
15 1
10
Regression ling

- y = 0.5649x + 0.8255

: R’ = 0.9924

O T T T T

0 10 20 30 40
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Conjectura de Wagstaff (Mersenne)

Seja n; o j-ésimo primo para o qual My, é primo. Ent&o

J @
log log Mp, log 2

i.e., 0 numero de primos de Mersenne < x tende para
€ logl
——loglog x
log 2 g'og

onde v é a constante de Euler-Mascheroni:
n
= lim 1/k —logn
y=lim () 1/k—log
k=1



Conjectura de Wagstaff (Mersenne)

’ Argumentagao Heuristica ‘

Qual a probabilidade de My ser primo para k aleatério?
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Conjectura de Wagstaff (Mersenne)

@ Pelo teorema dos numeros primos, P(k primo) = 1/log k
@ Assumindo k primo, qual a probabilidade de M tb ser?

Primeira aproximacao
1

Po = log 2k — 1

Mj primo = Vg < 2k + 1 primo, g 1 Mk
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Conjectura de Wagstaff (Mersenne)

No=N=1,23,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19, 20,

i
Po~ 1Ng]

2k — 1 nao é divisivel por 2 se for primo. Logo
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Conjectura de Wagstaff (Mersenne)

N1 :17 737 757 777 797 7117 7137 7157 7177 7197 AR

i
[N

2k — 1 nao é divisivel por 3 se for primo. Logo

Py

v| 3 3
=P =22P
%’Nﬂ ) 1 ) 0

Py i~
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Conjectura de Wagstaff (Mersenne)

N2:17777577777771177137777177719?7"’

i
|N2|

2k — 1 nao é divisivel por 5 se for primo. Logo

P>

V| 5 53
—2p,=2%92p
4Ny 4 2742270

P3 :~
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Conjectura de Wagstaff (Mersenne)

P(2% — 1primo|kprimo) = 12357 9

para g primo < 2k + 1.

0 enunciado da conjectura segue simplesmente (utilizando a
estimativa do teorema de Meertens)

rui soares barbosa A Medida de Mahler



Conjectura de Wagstaff (Lehmer-Pierce)

’ procurando generalizar o raciocinio \

Conjectura
Seja n; o j-ésimo primo para o qual My, é primo. Ent&o
J &
loglog Ap(p)  log M(p)

argumentagao heuristica semelhante

\ normas de ideais primos\
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@ Contexto: o Problema de Lehmer
@ Propriedades Basicas

@ Resultados
@ Aplicagoes
@ Sequéncias de Lehmer-Pierce
e Sistemas Dinamicos “Algébricos”
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sistemas dinamicos algébricos

@ X - grupo compacto abeliano

@ 0 - métricaem X

@ 1 - medidaem X

e T:a—TY(xeZ

@ 7% : X — X automorfismo

@ T"o TM = T"M (accdo de Z" em X)

consideramos X = T
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sistemas dinamicos algébricos

Dado p(x), considerar T(x) = Ax, onde A é a matriz
companheira de p.

Pontos Periddicos
O numero de pontos de periodo n, |Pery|, € dado por:

|Pern| = An(p)

rui soares barbosa A Medida de Mahler



Entropia - medida da “complexidade ” do sistema.

@ varias formas naturais de definir
@ todas sao iguais para sistemas din. algébricos

|

Definicao

N(n.¢) = p(Nk<n T ¥(B(e)))
L 1
h= Elm) nILmOO supﬁlogN(n, €)
h = log M(p)
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Conjectura

Problema de Lehmer - Sistemas Dinamicos Existem
automorfismos de T ergddicos e com entropia arbitrariamente
pequena?
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