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Definicao

Chamamos enlace a um conjunto finito de curvas fechadas suaves
em RS,
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Definicao

Chamamos enlace a um conjunto finito de curvas fechadas suaves
em RS,

@ Dois enlaces dizem-se equivalentes se um pode ser deformado
no outro por uma isotopia ambiente.

@ Um enlace de uma Unica componente chama-se né.

Figura: Anéis de Hopf Figura: N6 trevo
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Enlaces e nos triviais

Um né trivial é equivalente a uma circunferéncia.

Exemplos de noés triviais
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Enlaces e nos triviais

Um né trivial é equivalente a uma circunferéncia.

O &

Exemplos de noés triviais

Um enlace diz-se trivial se cada componente limita um disco no
complementar do enlace.

® @

Exemplos de enlaces triviais
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ProjeccOes regulares de enlaces

/
SR

No arco que passa por baixo interrompe-se o trago.
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Projeccdes regulares de enlaces

No arco que passa por baixo interrompe-se o traco.

Definicéao

Uma projeccgéo diz-se regular se ndo houver dois cruzamentos
sobrepostos no mesmo ponto do plano.

Teorema
Todo o enlace é equivalente a um que tenha uma projecgdo regular.

Joel Moreira Nos em Grafos 5 de Setembro de 2008 4/16




Invariantes

Definicéao
NI(Ly, Lo) € Zo € o numero de vezes que L se sobrepde a L,

L
L L 2
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Invariantes

Definicéao
NI(Ly, Lo) € Zo € o numero de vezes que L se sobrepde a L,

L
L L 2

O invariante de arf de um né N, a(N) € Zj verifica a(O) = 0.
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Invariantes

Definicéao
NI(Ly, Lo) € Zo € o numero de vezes que L se sobrepde a L,

“ D

O invariante de arf de um n6 N, «(N) € Zj verifica a(

Teorema
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Mergulho de Grafos

Definicao

Um mergulho de um grafo é uma fungéao dos seus vértices em
pontos de R3 e das arestas em curvas suaves que unem as imagens
dos vértices correspondentes.
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Mergulho de Grafos

Definicao

Um mergulho de um grafo é uma fungéao dos seus vértices em
pontos de R® e das arestas em curvas suaves que unem as imagens
dos vértices correspondentes.

@ Dois mergulhos do mesmo grafo dizem-se equivalentes se um
pode ser deformado no outro por uma isotopia ambiente.

@ Todo o conjunto de ciclos disjuntos forma um enlace.

@ Em dois mergulhos equivalentes de um grafo, os dois enlaces
formado por um conjunto fixo de ciclos disjuntos sdo equivalentes.

Teorema

Todo o mergulho de um grafo é equivalente a um que tenha uma
projeccdo regular no plano.
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Menor minimal

Definicéao

O grafo A diz-se um menor do grafo B se A pode ser obtido de um
subgrafo de B por contracgdes de arestas.

%%%ﬁ%?‘
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Menor minimal

Definicéao
O grafo A diz-se um menor do grafo B se A pode ser obtido de um
subgrafo de B por contracgdes de arestas.

1

== 7

Definicao

O grafo A diz-se um menor minimal relativamente a propriedade P se
A verifica P e nenhum menor préprio de A verifica P.

Por exemplo o Ks é nao planar menor minimal
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O Problema

Definicao
@ Um grafo diz-se intrinsecamente atado quando qualquer seu
mergulho em R3 contém um ciclo que forma um né nao trivial.

@ Um grafo diz-se intrinsecamente enlacado quando qualquer seu
mergulho em R3 contém um par de ciclos disjuntos que formam
um enlace nao trivial.
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O Problema

Definicao

@ Um grafo diz-se intrinsecamente atado quando qualquer seu
mergulho em R3 contém um ciclo que forma um né nao trivial.

@ Um grafo diz-se intrinsecamente enlacado quando qualquer seu
mergulho em R3 contém um par de ciclos disjuntos que formam
um enlace nao trivial.

Problema

@ Encontrar todos os grafos intrinsecamente atados menor
minimais.

@ Encontrar todos os grafos intrinsecamente enlagados menor
minimais.
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N&o planar +1

Teorema
Seja G um grafo ndo planar. Entdao G + 1 é intrinsecamente enlacado.
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Nao planar +1
Teorema
Seja G um grafo ndo planar. Entdao G + 1 é intrinsecamente enlacado.

Os grafos Ks = Ks + 1 e K3 3,1 = K 3 + 1 sdo intrinsecamente enlagados.
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Nao planar +1
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Demonstracéao do lema

Basta estudar as projecgdes no plano de Ks e K3 3

Projec¢des com um Unico cruzamento
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Demonstracao do lema

Basta estudar as projecgdes no plano de Ks e K3 3

Projecgdes com um unico cruzamento

O conjunto das arestas nao adjacentes a uma aresta dada forma um
ciclo, em ambos os casos.

A paridade do numero total de cruzamentos entre pares de arestas
nao adjacentes ndo € alterada.

Joel Moreira Nos em Grafos 5 de Setembro de 2008 10/16



Demonstracao do teorema

Seja V o vértice do topo.

@ Assim hd uma aresta a que passa um numero impar de vezes por
baixo da curva f formada pelas arestas nao adjacentes.

@ a+ V formam um ciclo triangular que verifica Nl(a+ V., f) = 1.
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Demonstracao do teorema

Seja V o vértice do topo.

@ Assim hd uma aresta a que passa um numero impar de vezes por
baixo da curva f formada pelas arestas nao adjacentes.

@ a+ V formam um ciclo triangular que verifica Nl(a+ V., f) = 1.

No caso geral do teorema:

@ Escolhemos o subgrafo S de G que origina o menor Ks ou K3 3

@ Conseguimos achar um caminho aberto A e um ciclo fechado F
tais que A passa um numero impar de vezes por baixo de F.

@ Assim NI(A+ V,F) =1 e temos um enlace nao trivial.
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Operagdes AY e YA

Definicao

Seja V um vértice de grau 3. Remover V e adicionar trés arestas para
formar um tridngulo € uma operagédo YA e a operagao inversa AY.
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Operagdes AY e YA

Definicéao

Seja V um vértice de grau 3. Remover V e adicionar trés arestas para
formar um tridngulo € uma operagédo YA e a operagao inversa AY.

Y/\
—y
A

Teorema (Motwani, Raghunathan e Saran, 1988)

Se G’ é obtido de G por uma operagdo AY e G é intrinsecamente
atado (enlagado) entdo G' é intrinsecamente atado (enlacado).
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A familia de Peterson

Definicao
Um grafo diz-se da familia de Peterson se pode ser obtido do Kg por
operagdes AY ou YA.

Ha 7 desses grafos, incluindo o de Peterson, 0 Ks e 0 K33 1.
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A familia de Peterson

Definicao

Um grafo diz-se da familia de Peterson se pode ser obtido do Kg por
operagdes AY ou YA.

Ha 7 desses grafos, incluindo o de Peterson, 0 Ks e 0 K33 1.

Teorema (Robertson, Seymour e Thomas, 1993)

Um grafo é intrinsecamente enlagcado se e so se contém um menor na
familia de Peterson.

Este teorema resolve o problema de achar todos os grafos
intrinsecamente enlagados menor minimais, que séo os da familia de
Peterson.
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K7 intrinsecamente atado

Teorema (Conway e Gordon, 1983)
K7 é intrinsecamente atado.
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K7 é intrinsecamente atado.

Seja S = Z a(c) onde a soma corre todos os ciclos hamiltonianos de
K7 e a(c) é o invariante de arf.

Provamos que, projectando o mergulho, mudar um cruzamento nao
altera S usando que a(N*) — a(N~) = NI(Ly, Lz) = > w(a;, bj), onde
w(aj, bj) € Zp € o nimero de vezes que &; passa por cima de b;.
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K7 intrinsecamente atado

Teorema (Conway e Gordon, 1983)
K7 é intrinsecamente atado.

Seja S = Z a(c) onde a soma corre todos os ciclos hamiltonianos de
K7 e a(c) é o invariante de arf.

Provamos que, projectando o mergulho, mudar um cruzamento nao
altera S usando que a(N*) — a(N~) = NI(Ly, Lz) = > w(a;, bj), onde
w(aj, bj) € Zp € o nimero de vezes que &; passa por cima de b;.

Na soma total, cada w(a;, b;) aparece um nimero par de vezes.

Vendo uma imersao arbitraria de K7 verifica-se que S = 1.
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Teorema de Foisy

Teorema (Joel Foisy, 2002)
Ks,3,1,1 € intrinsecamente atado.
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Teorema de Foisy

Teorema (Joel Foisy, 2002)
Ks,3,1,1 € intrinsecamente atado.

O Grafo G apresentado na figura tem S =: Z a(c) =1seesose
NI(L1, Ls) = NI(Lz, Ls) = 1

Cada L; é o ciclo de
comprimento 2 formado pelas
arestas Arj_1 € A;.
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