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Introdugdo
®00

O que é uma particio em inteiros?

Dado um inteiro n > 0 uma particdo em inteiros de n € uma
representa¢do de n como uma soma (ndo ordenada) de inteiros
positivos.
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Introdugdo
®00

O que é uma particio em inteiros?

Dado um inteiro n > 0 uma particdo em inteiros de n € uma
representa¢do de n como uma soma (ndo ordenada) de inteiros
positivos.

Particées de 5:

5

4+1

3+2

3+1+1
2+2+1
2+1+4+1+1
1+14+141+1
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Introdugdo
oeo

Funcdo particdo

Definicdo
Paran > 0,
p(n) representa o namero de parti¢des de n.

Do exemplo anterior conclui-se que p(5) = 7.
Sera que ha uma férmula para p(n)?

1,2, 3,5, 7, 11, 15, 22, 30, 42
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Introducédo
ocoe

Férmula

_ 1y d sinh(Z(2(x — 1))1/2)
p(")_mgfk‘”w[dx (e ]

X=n

onde,

- B, (1))

0<h<k, (hk)=1 =1
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Bijeccoes
©00000

Grafos de Ferrers

Os grafos de Ferrers s3o uma forma de representar particdes.

representa a particdo 7 +5+5+4+44+1+41.
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Bijeccoes
00000

DE

Teorema

p(n| < m partes) = p(n|todas as partes < m)
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Bijeccoes
00000

Demonstracdo

Fazendo corresponder a cada particdo o seu conjugado prova-se
facilmente o teorema.

o0000O0O0CO 0000 O
o000 o000 o
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o000 O o000 o
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Bijeccoes
000000

Teorema de Euler

Teorema
p(n|partes distintas) = p(n|partes impares)

Jodo Guerreiro Particdes de inteiros



Bijeccoes
000000

Demonstracdo

Juntando e separando as partes podemos relacionar as particdes de
ambos os conjuntos,

8+5+2 — (4+4)+5+(1+1)
—(2+2)+(2+2)+5+1+1
—54+14+14+14+1+1+1+1+1+1+1
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Bijeccoes
0o000e

Demonstracdo

Para n = 7 obtemos a seguinte bijec¢io,

5+1+1 542
3+3+1 —6+1
3+1+1+1+1 — 443

1+14+141+1+141 —442+1
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Funcdes geradoras
©00000

Funcdes geradoras

Para que servem as func¢des geradoras?
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Funcdes geradoras
©00000

Funcdes geradoras

Para que servem as func¢des geradoras?

Se quisermos calcular todas as particbes com exactamente duas
partes impares < 6 basta fazer a seguinte multiplicacio,

(+@+a°)q+q°+7°) =
— q1+1+q1+3+q1+5+q3+1+q3+3+q3+5+q5+1+q5+3+q5+5 —
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Funcdes geradoras
0@0000

Um resultado de Euler

(14+¢*+¢*+..) 1+ +q* +..) 1+ +q+..) (1 q" +¢% +..) =

=> p(n)gq”

n>0

1 1 1 1 n
— T g = Zp(n)q
1-gl—qg¢1—qg> 1—gq s
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Funcdes geradoras
0@0000

Um resultado de Euler

(14+¢*+¢*+..) 1+ +q* +..) 1+ +q+..) (1 q" +¢% +..) =

=> p(n)gq”

n>0

1 1 1 1 n
— T g = Zp(n)q
1-gl—qg¢1—qg> 1—gq s

(o0}

1
1= &= > p(n)g"

k=1 n>0

Jodo Guerreiro Particdes de inteiros



Funcdes geradoras
[e]e] Yolole}

Particdes de um conjunto S

Podemos generalizar o resultado anterior para um conjunto S de
naturais (finito ou infinito).

>oneo P(n|partes de $)q" = [l;cs(1+q"+¢* +q* +...)
_ 1
= llies =7

O polinémio acima desgina-se por funcdo geradora das particées
em partes de S.
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Funcdes geradoras
[e]eleY Yole}

Particdes de um conjunto S

Qutro tipo de particdes cuja funcdo geradora pode ser obtida s3o
as particdes em partes distintas.

> o p(n|partes distintas de S)q" = [[;cs(1 + q') J
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Funcdes geradoras
000080

Teorema de Euler

Apés a introducio das funcdes geradoras podemos reescrever o
teorema de Euler:

Teorema

Y02 o p(n|partes distintas)q” = >, p(n|partes impares)q"

Escolhendo o conjunto S como o conjunto dos naturais e dos
impares, respectivamente:

>0 o p(n|partes distintas)q” = [[;~,(1+ q")

oo 1

>-02 o p(n|partes impares)q” =[], T g3 T
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Funcdes geradoras
00000e

Demonstracdo

[e.9]

[[a+4d) = A+ +d)(1+)..

n=1
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Funcdes geradoras
00000e

Demonstracdo

[[a+4d) = A+ +d)(1+)..

n=1
1—q2 1—q4 l—q6 1—q8
1—g 1-¢2)\1-¢3)\1—-q*/) "~
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Funcdes geradoras
00000e

Demonstracao

[[a+a) = @+a)@+PAA+)...

n=1
- (50 (8) (55) (=5)-
B (;—Q)(1—313)(1—q5)...
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Identidades de Rogers-Ramanujan
©00000000

|dentidades de Rogers-Ramanujan

Teorema

p(n|partes 2 — distintas) = p(n|partes = +1 mod5)

p(n|partes 2 — distintas > 1) = p(n|partes = £2 mod5)
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Identidades de Rogers-Ram
0®0000000

p(n|partes 2 — distintas)

Note-se que a fun¢io geradora das particdes de m partes 2-distintas
pode ser escrita da forma seguinte:

1+a1)+(34+a2)+...4+(2m—1+a _
ZO§31§32§...§am q(1ta)+(3+22) ( m) —

2
_ am ai+ax+...+am
= 4" Yo<a<ap<..<am 9 "=

. m? )9 gerteettemo1
=49 0<a1<ar<..<am_1 I-q -

_m? 1
R AR € ) ) W G e
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Identidades de Rogers-Ramanujan
00®000000

p(n|partes 2 — distintas)

Somando sobre a variavel m obtém-se a funcdo geradora destas
particoes,

00 m?2 1
2m=09" T gy T a?) (1)
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Identidades de Rogers-Ramanujan
000@00000

p(n|partes = £1 modb)

Para o termo do lado direito da equacdo também podemos obter
uma func3o geradora:

=TI+ ¢+ 26D 4 ) (14 g5 + 2O 1 ) =

— JI®° 1
- Hn:l (I—g5"T)(1—g5—%)
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Identidades de Rogers-Ramanujan
0000@0000

2a ldentidade de Rogers-Ramanujan

Analogamente, as funcdes geradoras que ocorrem na 2a Id. de
Rogers-Ramanujan sao,

o0 m2+m 1
> m=0d T=9)1-97)..(1=3™)

00 1
o= =)
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Identidades de Rogers-Ramanujan
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As identidades

Teorema

(0.0 [e¢]
m
Zq ]__q E ]__q5n 1 q5n74)
o o [o.¢]
qu+m H 5n-2) 5n—3
m=0 (l_q) 1_q n=1 1—q” = )
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Identidades de Rogers-Ramanujan
000000800

Outras identidades 'a Ramanujan’

Z (_l)mqm(3m—1)/2 _ H(]‘ - qn)
m=—00 n=1
> (-)mgmmE2am + 1) = [](1 - ¢")
m=0 n=1
= (1- )
mz_:op (5n+ 4)q Hs i
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Identidades de Rogers-Ramanujan
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Conjectura de Alder

Tendo sido provado que,

p(n|partes 1 — distintas) = p(n|partes = £1 mod4)
p(n|partes 2 — distintas) = p(n|partes = +1 mod5)

Conjecturou-se,
p(n|partes d — distintas) = p(n|partes = +1 mod(d + 3))
que é falso para d>2.

Conjectura (Alder)
p(n|partes d — distintas) > p(n|partes = +1 mod(d + 3))
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Identidades de Rogers-Ramanujan
00000000@

QOutros problemas

@ Sera que p(n) é primo para infinitos valores de n?

@ Sera que a razdo entre valores pares e impares de p(n) tende
para 17

@ Sera que, dados inteiros m e r, existem infinitas solucdes da
equagdo p(n) = r (mod m)?
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