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Resumo

A quantizacao por deformagédo é uma nogao que tem origem na Mecéanica
Quantica. O problema da sua existéncia sé em 1998 foi resolvido por
Kontsevich num resultado muito importante que, juntamente com outros,
justificaram que lhe tivesse sido atribuida uma medalha Fields.

Neste artigo exploramos este problema, introduzindo o leitor nos tépicos
necessarios a sua compreensao, nomeadamente Geometria de Poisson e
Quantizacdo por deformagdo. A ligacdo a Fisica estd sempre presente.
Através do integral de caminho apresentamos também a justificagao (heuristica)
de Cattaneo e Felder que desmistificou a solucao de Kontsevich.

O leitor deve ter presente que algumas passagens neste artigo sdo nao-
rigorosas. Fizemos um esforgo por indicar sempre que tal aconteca.

1 Introducao

Foi no 23° congresso internacional de matematicos em 1998, em Berlim, que
Kontsevich foi premiado com uma medalha Fields. A razao para a atribuigao
do prémio foi a sua contribuicao nas areas de geometria algébrica, topologia
e fisica-matematica, nomeadamente a prova de uma conjectura de Witten, a
construcao de um invariante de nds e a quantizacao por deformagao formal das
variedades de Poisson. Este tltimo resultado é o tema principal deste artigo.

O problema da quantizagao das variedades de Poisson tem grandes reper-
cussoes em Fisica, nomeadamente em Mecéanica Quantica, e desde a década
de 70 que estava em aberto. Antes de Kontsevich ja se tinham realizado al-
guns desenvolvimentos. Por exemplo, ja se tinha provado a quantizagao por
deformacao das variedades simplécticas, mas este problema, em toda a sua ge-
neralidade, continuava a desafiar os esforcos da comunidade matematica e era
ja considerado um problema demasiado dificil para o nivel de conhecimentos da
época. A solugdo de Kontsevich surgiu em 1997, [I], mas a sua origem perma-
neceu misteriosa até 1999, altura em que o artigo de Cattaneo e Felder, [2], lhe
deu uma justificacao, ainda que parcialmente heuristica.

Este artigo tem dois objectivos: primeiro enunciar correctamente o problema
da quantizagao por deformagao de variedades de Poisson, introduzindo para
tal nogoes basicas de geometria de Poisson e de Quantizagao por Deformacao;
segundo responder parcial e heuristicamente, no espirito de Cattaneo e Felder, a
este problema, utilizando uma ferramenta que também introduzimos no artigo
- o integral de caminho.
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Comecgamos por introduzir o leitor & geometria de Poisson, recorrendo fre-
quentemente a exemplos, e de seguida apresentamos o integral de caminho.
Segue-se uma secgao onde se faz uma introdugao a quantizacao por deformagao
e se enuncia o problema que Kontsevich resolveu. Em todas estas secgoes estao
bem presentes conceitos e relagoes fortes com a Fisica, que alids sempre esteve
na origem de muitos dos desenvolvimentos destas teorias (bem como em mui-
tas outras dreas da Matemdtica). A tltima secgdo prende-se com a justificagdo
heuristica para a formula de Kontsevich tal como Cattaneo e Felder sugeriram
no seu artigo.

O nivel de conhecimentos requerido é o de um curso de cédlculo com formas
diferenciais. Sao tuteis também conhecimentos bésicos de probabilidades.
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2 Geometria de Poisson

A equacdo de Newton para a Mecéanica de um sistema em RY é uma equacio
diferencial de 2% ordem:

F(q) = m4g, (1)
onde q é a posigao, m é a massa do sistema e F(q) = —VV(q) é a for¢a no ponto

q. Esta equagao pode ser escrita como um sistema de 2N equagoes diferenciais
de 1% ordem em R2?V:

pi =mg;
, i=1,...,.N (2)
pi = Fi(q)
E usual em Mecanica introduzir-se o Hamiltoniano do sistema que neste caso
nao é mais do que a energia:

1 2
H(q,p) = 5% +V(q)

Utilizando-se o Hamiltoniano o sistema pode escrever-se como

i = 52%(a, p)

pi = —%%(q,p)

ou ainda _
¢i = {qi, H(q,p)}

pi = {pivH(q’ p)}

; 3)



onde

N
_ N~ |9f 99 0F 9
{ﬁg}_;[a% Op; Op; 0¢;

é um operador bidiferencial com as seguintes propriedades fundamentais:
e L anti-simétrico: {f,9} =19, 1},
e Verifica a identidade de Leibniz: {f, gh} = {f, g}h + ¢{f, h},
o Verifica a identidade de Jacobi: {f,{g,h}} = {h,{f.g}} + {9, {h, f}}.

Focando estas propriedades podemo-nos abstrair de R e fazer a seguinte
definigao:

Defini¢ao 2.1. Uma variedade de Poisson (M,{.,.}) é uma variedade dife-
rencidvel M tal que C*°(M) estd equipada com uma aplicagio bilinear {.,.}
com as sequintes propriedades:

e E anti-simétrica: {f,g} = —{g, f},
o Verifica a identidade de Leibniz: {f,gh} = {f,gth + g{f, h},
e Verifica a identidade de Jacobi: {f,{g,h}} = {h,{f,9}} +{g, {h, f}}

Exemplo 2.1. Um exemplo importante que continuaremos a explorar ao longo
desta seccio é o de R® com o sequinte paréntesis:

{f,9}(1) =L(Vf x Vg)

Este é o paréntesis do corpo rigido que é um caso particular de um paréntesis de
Lie-Poisson existente em qualquer dual g* de uma dlgebra de Lie g. Utilizando
as propriedades do produto externo e do gradiente o leitor pode verificar facil-
mente que R® equipado com este paréntesis constitui uma variedade de Poisson.

As variedades de Poisson sdo o cenario natural para estudar a mecanica.
Dado um sistema mecanico cujo ambiente é uma variedade de Poisson (M, {.,.})
com coordenadas locais x1,...,xxy e um Hamiltoniano, H, a dinamica é entao
determinada localmente pelo sistema

& = {x;, Hx)}, i=1,.,N (4)
que generaliza o sistema .

Exemplo 2.2. No exemplo do corpo rigido em R3' utilizamos como coorde-
nadas as componentes do momento angular l; = I;0;, onde I; sao constantes
dependentes da distribui¢cdo de massa e forma do corpo - momentos de inércia
Principais - e 0, sio as componentes da velocidade angular. Nestas coordenadas
o paréntesis € o do Exemplo e o hamiltoniano é

L/ 2 i3
H(l, la,l5) = 5 A

que constitui a energia cinética de rotacao do corpo.



Se escrevermos o sistema neste caso obtemos:

o I—1I3
1 = )
1 oL 2
. I3—1
Iy = I3l
2 LI, b
I —Ip
I3 = 11
3 L b

Estas sao as equacoes de Hamilton para o corpo rigido.

Localmente pode escrever-se o paréntesis como
N
af 9y
{f.9y=> (5)

Ckij _
0x; Ox;
ij=1 L

Note-se que se pode definir localmente o paréntesis pela matriz IT = (c; ).

Exemplo 2.3. No caso do paréntesis do corpo rigido:

0 l3 —ls
II(ly,l2,l3) = [ =3 0O L
o -l 0

Como seria de esperar esta matriz € anti-simétrica.
Note-se que |ITI| = 0, ou seja, IT € singular em todos os pontos.

Dada uma variedade de Poisson, (M, {.,.}), localmente existem coordenadas
candnicas nas quais a expressao aparece bastante simplificada. Mais especifi-
camente dado um ponto xg € M existem coordenadas q;, ..., @k, P1, ---; Pks Y1y -5 Ys
em torno de xg tais que

{ai 4} = A{piv;} ={a,y;} = {pi-y;} = 0
{ai:pi} = 0y
{yivyj}(x) = wij(yh ~~7ys), C/QDij(Xo) =0

ou seja, nestas coordenadas

0 Tixk 0
M= | —ITrxk 0 0
0 0 Sexs

; (6)

onde I é a matriz identidade e S é fungao apenas de yi, ..., ys ¢/ S(xg) = 0.

Exemplo 2.4. A matriz I do exemplo jd se encontra na forma (@ com
S = H|x,—0, ou seja, as coordenadas ly,la,l3 sGo candnicas na vizinhanga da
origem.

Para outro ponto qualquer vamos verificar que as coordenadas esféricas,
(0,9,1), sdo muito tteis, embora ndo sejam as coordenadas candnicas. Em
coordenadas esféricas:

r = rsinfcos,
= rsinfsing,
z = rcos#,



e o gradiente escreve-se

af 1 of 10f
Vi=e y— e, 1 2%,
/ ar ¢ +rsm98¢e¢+r8966
com
€y X €, = €y, €y X €y = €, e, X €y = €y,
logo

VfxVg=

1 of 0g Of 0g
7"2 sind <896¢ — &éae) e, + (...)eg + ()e¢

Daqui segue que:

(o)=L (2190 0Fog
T L sing \ 90 96 0600 )’
ou seja,
0 1 0
110, ¢, r) = -1 0 0],

rsin @ 0 0 0

Nestas coordenadas € evidente que se f = f(r) entdo {f,g} = 0 para qualquer
funcdo g. Fungoes com esta propriedade dizem-se Casimirs e tém a particula-
ridade de serem conservadas pela dinamica qualquer que seja o Hamiltoniano.

Um caso particular de variedades de Poisson é aquele em que II é nao-
singular, ou seja, invertivel, em todos os pontos de M. Nesse caso S = 0 logo a
variedade tem dimensao N = 2k e possui também uma forma-2 nao-degenerada
definida localmente por:

N
w(z) = Z o (z)dz; A dx;,

ij=1

onde o () é a entrada i,j de Q(z) = H(z)~ L.

Manipulando-se alguns somatérios verifica-se que o facto de {.,.} verificar a
identidade de Jacobi é equivalente a que a forma w assim definida seja fechada,
ou seja, dw = 0, donde se conclui que neste caso M é também uma variedade
simpléctica:

Definic¢ao 2.2. Uma variedade simpléctica (M,w) é uma variedade diferencidvel
equipada com uma forma-2 w fechada e nao-degenerada.

Como acabamos de ver, qualquer variedade de Poisson com paréntesis nao-
singular é uma variedade simpléctica. Também é verdade que qualquer varie-
dade simpléctica (M,w) é de Poisson ¢/ paréntesis dado por

N
. Of Og
= v 2
{f’g} Z @ 8351 al’j,

4,5=1

onde Q% é a entrada i,j de Q7! e w é dado localmente por

w(x) = Z Qyj(x)dz; A dx;.

3,J=1



De facto esta relagdo é mais proxima e é um Teorema de Weinstein, [3], que
qualquer variedade de Poisson, M, é uma folheagao de variedades simplécticas,
ou seja, existe uma decomposicdo de M em folhas simplécticas (Fy,wq), M =
|| Fa, em que cada w, é obtido de II | , tal como explorado no exemplo
seguinte:

Exemplo 2.5. Vamos agora determinar a decomposicao em folhas simplécticas
de R? com o paréntesis do corpo rigido. Cada folha simpléctica é preservada
pela dindmica tal como os Casimirs.

Neste caso as folhas simplécticas sao as superficies esféricas, ou seja, as
superficies de nivel do raio: F. = S,.,r >0 e a origem.

Como 6 e ¢ sao coordenadas na esfera temos, para r > 0,

1 0 1
H|Sr (0,¢)7"51119(_1 0)7
logo
. 0 -1
QT(9,¢)—rsm9(1 0),

ou seja,

wr(0,¢) = 2rsin6do A do,

que coincide com a forma simpléctica usual da esfera dividida por 3.

Tem-se portanto:
(Rgv {-a }) = |_| (57'7w7')7

TERJ
onde se considera Sy = {0}.

Pode-se dizer que as geometrias simpléctica e de Poisson nasceram de maos
dadas em 1808-1810 com os trabalhos de Lagrange e Poisson. Poisson inventou
o seu paréntesis em 1809 ao estudar o método de variacao de constantes de
Lagrange. Neste método de Lagrange, desenvolvido para estudar a mecanica
celeste, aparece pela primeira vez uma estrutura simpléctica (embora o nome
simpléctico lhe seja atribuido por Weyl quase cem anos mais tarde).

Foi Jacobi que mais tarde estudou propriedades algébricas do paréntesis de
Poisson com mais cuidado, nomeadamente a identidade de Jacobi. Esta identi-
dade vem a desempenhar um papel importante na teoria de grupos e dlgebras
de Lie desenvolvida por Lie que também estudou a geometria dos paréntesis de
Poisson.

Mais recentemente a geometria de Poisson tem recebido uma maior atengao
devido a sua ligacao com intimeras areas, nomeadamente, mecanica de particulas
e do continuo, sistemas completamente integraveis, analise harménica em grupos
de Lie, etc...

Para uma perspectiva histérica sobre o aparecimento da geometria de Pois-
son com os trabalhos de Lagrange e Poisson remetemos o leitor para [4]. Para
uma introdugdo & geometria de Poisson tem-se [3|, 5] e como referéncia para a
geometria simpléctica recomendamos [6]. Como referéncia sobre Mecénica, com
ligagOes a geometria simpléctica e de Poisson, temos [7].



3 Integral de caminho

Um integral de caminho, ou integral funcional, é um integral num espaco funcio-
nal e foi introduzido para espacos de caminhos em RY por Wiener em 1921 para
estudar o movimento Browniano. Duas aplicagoes importantes destes integrais
acontecem na area da andlise estocastica, no estudo de equagoes diferenciais
parciais, e da Mecanica Quéantica, através da formulagao de Feynman. Nesta
seccao vamos introduzir o integral de caminho através da Mecanica Quéntica,
seguindo de perto [§]. Esta ferramenta vai desempenhar um papel importante
na derivagao heuristica da férmula de Kontsevich.

De acordo com a formulagao de Schrodinger da Mecénica Quéntica, num
determinado instante ¢ a informacgao dum sistema quantico estd codificada no
seu estado quéntico, 1, e este é um elemento (normalizado) do espago de Hilbert
das fungbes de quadrado somavel no espago de conﬁguragéﬂ H, i.e.

Y € L2(RY)

O estado quantico tem uma interpretagao probabilistica em que a sua norma,

[|te]], corresponde & fungdo densidade de probabilidade relativa a posigdo do
sistema.

Figura 1: A Gaussiana é um possivel estado para um sistema cujo espago de
configuracao seja R.

A equagao de Newton F' = ma que dé a evolug@o dos sistemas classicos vai
neste caso ter um andlogo quantico, a equacao de Schrédingerﬂ

ih2y, = Hyy .
Yo=f ’

onde H = fhgﬁ + V é um operador em H dito o Hamiltoniano do sistema e f

é o estado inicial do sistema. Em H o primeiro termo corresponde ao operador
Energia Cinética e o segundo é representado pela mesma funcao V : RN — R,
designada por potencial, que aparece na forma classica € que no presente

contexto actua em H por multiplicagdo: no caso da particula livre V(z) = 0,

no caso do oscilador harménico em R, V(z) = tmwa?...

2
A solugao de (|7) é:
_; At
Yr=e " f
1Vamos considerar apenas representacio de Schrédinger onde o espaco de configuracio é
simplesmente RN .

2A equacédo de Schrodinger pode ser interpretada como uma equacio de difusdo com cons-
tante de difusdo imaginéria.




Por razoes 6bvias o operador e 6 designado por operador de evolugao.
Por razodes técnicas vamos fazer ¢ = —it’ de modo que o operador de evolucao
se escreve A e /

Kt' =e h, t > 0 (8)
Este truque tem o nome de rotacao de Wick e é utilizado aqui para que a fungao
obtida seja uma gaussiana integravel no espaco todo e nao uma exponencial
complexa. No fim de se fazerem as contas desfazemos o truque prolongando
analiticamente a solugao ao eixo imagindrio. Daqui em diante trabalharemos
sempre em tempo imagindrio e portanto omitiremos a ’ em t.

Para obter o integral de caminho temos de escrever o operador de evolugao
(8) na forma integral:

(Rown) ) = [ | Kaloxy)in(y)dy. Q

onde K; : RN x RN — R é o nticleo de K;. Esta representacao integral de K é
possivel para classes muito gerais de V' (C'*° e limitada inferiormente).

Exemplo 3.1. Vamos determinar o nicleo do operador de evolug¢ao no caso da
particula livre (V = 0) utilizando a transformada de Fourier.
Neste caso e em tempo imagindrio a equacao (@ escreve—s«ﬂ

Byt =y O,
Yo =f
Denotando por f = Ff a transformada de Fourier de f temos
1 ~ .
Yi(x) = @02 /wt(P)ezp'xdpy
e o problema de valor inicial anterior escreve-se
h [ Zau(p)e®*dp = —5 [ p*y(p)e’P>dp
do=f

ou, equivalentementeﬂ

cuja solucao €
- - he2
Ui(p) = f(ple™ 27 .
Logo

009 = i [ Fe)e e ap

3Esta sim é uma verdadeira equacio de difusdo.
4Esta equivaléncia deve-se ao facto da transformada de Fourier ser um isomorfismo.



Substituindo )
fp) = W /f(Y)e_ip'ydy

na expressao anterior obtemos

bo(x) = ﬁ Vi <(27T)1N/2 / e"z““eip‘(”)dp) dy.

Notando que

2

2 1 2 1 p
—ax _ —ax“—ip.x _ -5
Fe )(p) = 7(2%)1\’/2 /e dx = 7(2(1)1\[/2@ 1

concluimos que
_ x=y)?

1
Pi(x) = Wh)]\;/g/f(}’)@ i dy,

ou seja, ) ,
_(x=y)

@nth)N/z¢

No exemplo da particula livre pode-se dar uma interpretacao probabilistica
a @D da seguinte maneira:

Ki(x,y) = (10)

e Y (y) é a funcao densidade de probabilidade da posi¢ao da particula no
instante t.

e K;(x,y) é a densidade de probabilidade da particula ir de y para x em ¢
unidades de tempo.

Portanto a equagao @ esta relacionada com o teorema das probabilidades con-

dicionadas quando se condiciona na posicao da particula no instante 0.
Prosseguindo esta linha de pensamento é natural condicionar noutros ins-

tantes tq,...,t,_1 0 que nos leva a concluir que deverd ser vélida a expressao:

Yi(x) = [ Ki(x,%0),dxo =
= fthtn,l(X,anl)---Ktrto(XhXo)wto(xo)dxo-ndxnfl,

ou seja,
Ki(x,%x9) = /Kt,twl(x,xn,l)...Ktl,to(xl,Xo)dxl...dxn,l (11)

= [ Er G0 ) Ky (02 (00,
'yEPLx%

,,,,, tn
%

onde t, =t e PL' denota o espago dos caminhos v : R — RN que séo

lineares nos trogos [t;, t;+1] € que tém os extremos fixos Y(tg) = X0, V() = x.
De facto é vélida e é consequéncia da propriedade de semi-grupo de K;:

Kt1+t2 = Kt1 (0] Ktz
Substituindo em conclui-se que para a particula livre
_ 1 QO ?
Ki(x,%x0) = i/ ¢ P Gy trl)d% (12)
'yePLf(%

Cn Joeprtor tn

'



onde ¢, = [T/ (2wh(t; —t;-1))~N/2.

Estamos interessados em saber o que acontece quando n — oo. Para tal
notamos que, quando 7y é diferenciavel, o somatério em constitui umas
somas de Riemann de f(t) = 7(¢)? e portanto

Z (v(t) = (1)) (t; —tj_1) — /0 Y(s)?ds

(t; —tj-1)?

j=1

Por outro lado quando n aumenta os caminhos de PL;OO’;,'("’E" aproximam-se de
qualquer caminho e portanto serd de esperar que no limite se possa dar sentido
rigoroso a seguinte expressao:

1 1t 3()? ds
Ki(x,x09) = — e”nlo Ty, (13)
YEP]

Coo

x(,X%

onde P)tcg,x designa o espaco dos caminhos 7 : [0,¢] — RY que tém os extremos

fixos y(to) = x0,7(t) = x.

Zo

Figura 2: Alguns caminhos em P
Usdamos a expressao
1 1ot A2
—e h fO Tdsdry7
Coo
como representando uma medida no espago dos caminhos, mas devemos estar
conscientes que esta desprovida de sentido mateméatico pois estd mal definida. E
no entanto possivel definir uma medida rigorosa, Dy no espaco dos caminhos que
corresponde, num certo sentido, ao limite das medidas de (11)) quando n — oc.
Para tal é necessario utilizar a propriedade de semi-grupo de K; e invocar o
Teorema de Kolmogorov, [9].
A férmula ((13)) foi ”derivada”para o caso da particula livre, em que V =0 e

S(y) = f(f %S)st, onde S é o funcional ac¢ao em PL .

s = [ 255 - v

Sera pois de esperar que para um sistema mais geral o nucleo do operador
evolugao seja ”dado” por

Coo

1 ~
Kixxo) = [ e Wy (14
YEPL

x(),%

10



Através de ([14]) obtém-se uma formulagao para a mecanica Quantica alter-
nativa a de Hamilton e correspondente a formulagao de Lagrange da mecanica
classica. Nesta formulagao a féormula para a evolugao é obtida conjugando-se

@ - O 1
S(w)
x) = —/ / Yo(xp)e” 7 dydxo,
Coo JRN JyePL

ou seja, a evolucgao do sistema fica determinada por uma medida no espago dos
caminhos (ou espago das histérias):
_ S

h

Dy = dry

Coo

Relembramos que esta expressao sé tem significado heuristico e portanto deve
ser tratada com cuidado.

Se tivermos um sistema que passa de xg, no instante ¢y, para x, no instante
t, e tivermos um observavel que depende da posicao do sistema em n instantes
de tempo, f = f(y(t1),...,7(tn)) entdo o seu valor esperado é dado por

Ky, (%,%n)... K4, 4 (X1,X0)
thto (X»XO)

< f>= f(x1,..xp) dxy...dx,

RN
Esta expressao pode ser generalizada para fungoes mais gerais, f : P,t(mx — R,
utilizando a medida D~ devidamente normalizada:

<f>= / f(v)Dy
YEPLy
Note-se que se entendermos (P, x, D7) como um espago de probabilidade entao
f:PL « — R é uma varidvel aleatdria e a expressao anterior é a definicao de
valor esperado.

Exemplo 3.2. Vamos agora considerar o caso da particula livre em R que se
desloca de xq para x em 1 sequndo e calcular o valor esperado da posi¢do da
particula no instante t1E|.

O observdvel € entio f(v) =~y(t1) e o seu valor esperado é:

Ky, (x,21) Ky, (21, 20)
<f> = / : : dxy
1(1(17.%0)
(z—2q)? 1 _ (z1-20)?
T2R(I-t) —— ¢ 2Rty dxl
(z,20) Jr /27(1 —t1)h V2rmtih

(z— wo)

e~
Ki(x,z0)V2rh / \/27T7”—Lt1 1—t1

= x0+ti(z —z0),

_ (#1 (@t (w—m0))°
Shty (1—t71) o

0 que corresponde ao resultado cldssico.

Esta formulacao da Mecanica Quantica através do integral de caminho foi
desenvolvida por Feynman em 1948, [10], e provou-se muito ttil nos desenvol-
vimentos posteriores da fisica teérica, nomeadamente em Teoria Quantica do
Campo. Os seus problemas de definigao fazem com que ainda hoje se investigue
como se podem tornar estes métodos rigorosos.

5Na verdade a interpretacdo dos célculos nio é exactamente essa uma vez que fizemos a
rotagdo de Wick e ainda nao a desfizemos. O célculo exacto daria mais trabalho.
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4 Quantizacao por deformacao

Vamos agora definir o que se entende por quantizacao por deformacao e enunciar
o problema que Kontsevich resolveu. As referéncias principais sao [1I] e [12].
Para uma referéncia mais introdutéria ver [13].

Viu-se na sec¢ao anterior como se caracterizam os estados dos sistemas na
mecanica quantica. Classicamente existem também grandezas que caracterizam
o sistema e que podem ser medidos, tais como posicao, velocidade, energia, etc.
Estas grandezas sao simplesmente fungoes do estado do sistema e tém o nome
de observaveis.

Na Mecanica Quantica um observavel é um operador hermitiano no espago
dos estados. Os resultados possiveis de se obter numa medicao de um observavel
sao os seus valores préprios. Note-se que quanticamente os observéaveis nao
comutam em geral, contrariamente ao que acontece classicamente.

Um problema que se poe na passagem dos sistemas classicos para os quanticos
esta relacionado com a escolha dos observaveis quéanticos correspondentes aos
classicos, ou seja, dado um observavel classico f associar-lhe o observavel quan-
tico correspondente, f . Esta escolha tem o nome de quantizagao dos observaveis.

Exemplo 4.1. No caso em que o espago de estados do sistema é R*V (com
q1s---, Gn @ TEpresentarem as coordenadas posicdo e py, ..., P, @ representarem as
coordenadas momento) dois exemplos de observdveis cldssicos muito importan-
tes sdo os observdveis de posicao e de momento que ndao sao mais do que as
projecgoes nas respectivas coordenadas.

Quanticamente, na representacdo de Schréodinger, estes observdveis sao ope-
radores no espa¢o L?(RN) e na verdade:

® 4if =af

o pif = —ihgh

Note-se que {q;,p;} = 1 e [¢i,P;] = ih o que levou Dirac a fazer a seguinte
definigao:

Definicao 4.1. Seja (M,{.,.}) uma variedade de Poisson e seja A = C®(M)
a sua dlgebra de fungdes. Uma quantizagdo € uma aplicagao linear, f — f de
A para o espaco dos operadores lineares de um espago de Hilbert, H, tal que:

o 1=1d;

o [f.4) = nif7.9} + 0w}
A quantizacao de Weyl estende a quantizacao comecada no Exemplo

de uma forma simétrica, ou seja, a fungao p;q;, por exemplo, é enviada para
2(PiGi + 4ip;). Mais geralmente

1
20

onde F f denota a transformada de Fourier de f:

fe i [, PO . p)dadp.

(Ff)(a,p) = f(x,y)e T TPY) dxdy,

@MY Jgon

6Na definicdo original de Dirac os termos de ordem superior em % foram omitidos mas estes
SA0 necessarios.
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€ IA) = (pAla "'apAn) € q = ((jla ann)
Exemplo 4.2. Se N =1 e f(z,y) = '@+ entdo:

(Ff)(g,p) =d(q+a)d(p+0b)

logo

Y

como seria de esperar.

Através da quantizagdo e da composicao de operadores em H induz-se uma
operacao, x, em A tal que m = fg. Esta operacao pode ser entendida como
uma deformacao do produto usual e foi assim que Moyal interpretou a quan-
tizacao de Weyl. A expressao encontrada por Moyal para o produto correspon-
dente a quantizagao de Weyl foi:

N "
1 [ ih o 0 o 0
f*ng(q,p) = E — | = E oy i A f(a1,p1)9(qz, p2)
'\ 255\ 94l 9py  Opy Og

Exemplo 4.3. Seja N =1, f = €%, g = P, Entdo:

X1 (ih [ B 9 0 N\\" g i
_ L n v v iaqi ,ibp2
f*ng Zm (2 (3(11 op  Opy 8q2)> o

n=0 q1=q2=q
pP1=p2=p
oo . n n n
S 1 (m) 9" iaq 9" Livp
| n n
— ! 2 dq dp
oo n
— Z l —thab iaq ibp
n! 2
n=0
_ T iagtbp)
e d(l mesma maneira:
gxn f=e Hpb Ji(ag+bp)

Daqui conclui-se que:
9] = fa-af

—_— —_—
I*ng—9g*nf

PSP —ihab ihab
ez(anFbp) (6 p) —e 2 )

Se expandirmos o produto de Moyal em torno de h = 0 obtemos

*p = i} <22h>an’

onde:

e B, sao operadores bidiferenciais,

13
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. BO(fvg) :fga
L Bl(fvg) = {f}g}v

o que realca o facto de que este produto é uma deformacao do produto usual que
em primeira ordem coincide com o paréntesis de Poisson. Somos entao levados
a fazer a seguinte defini¢ao:

Definicao 4.2. Seja (M,{,}) uma variedade de Poisson e A= C>(M) a sua
dlgebra associativa de fungdes. Um produto-x, em A € uma operacdo bilinear

s AJIR]] x A[IH] — A[[R] tal que:

1oxp € linear: (3070 frh*) %n (30720 aiht) = 2050 (fi % gn)REHE
2. %5, € associatiwvo: (f xp g)*pnh = f x5 (g*p h);

3. xp € uma deformagao do produto usual que coincide com {, } na 1% ordem:
fHng=fg+{f,gth+ 0"

4. *r € um operador local: f*n g = > pey Be(f,9)h" onde cada By é um
operador bidiferencial.

Em geral os observéaveis classicos correspondem a funcées numa variedade de
Poisson, M, e portanto fazer a passagem para o sistema quantico corresponde
a deformar ”continuamente”’em 7 o produto de fungoes cldssico associativo e
comutativo num produto ” quantico” ainda associativo mas nao comutativom Por
outras palavras, a quantizacao corresponde a deformagao em & da algebra dos
observaveis classicos na algebra dos observaveis quanticos, ou seja, corresponde
a encontrar um produto-x em M. Levantam-se entao trés questoes:

e Em que condigbes existem produtos-x (nao triviais)?
e Como os construir?
e Quantos existem?

As respostas as estas questoes, nomeadamente & primeira, foram aparecendo
com um grau de generalidade cada vez maior. Nos anos 70 a quantizagao foi
conseguida para variedades simplécticas com algumas restrigoes técnicas. Essas
restrigoes foram finalmente levantadas em 1983 quando De Wilde e Lecomte
provam que qualquer variedade simpléctica admite um produto-x nao-trivial,
[15]. O problema da quantizagdo das variedades de Poisson foi inicialmente
atacado ”colando-se” as quantizagbes locais das suas folhas simplécticas. Utili-
zando este método Fedosov provou em 1994, [I6], a existéncia da quantizagdo
nas variedades de Poisson regulares. Em 1997, depois de muitas tentativas fa-
lhadas por parte da comunidade matemética, Kontsevich respondeu com toda
a generalidade a estas questoes afirmando que qualquer variedade de Poisson
admite produtos-+ ndo-triviais e classificando-os. No seu artigo, [I], exibiu uma
férmula explicita para o produto-x e o objectivo da seccao seguinte é derivar,
por meios heuristicos, essa férmula. A questao da classificacao dos produtos-*
nao serd abordada.

"Daf o nome quantizagio por deformacio. Existem, no entanto, outras maneiras de efectuar
a quantizag@o, nomeadamente a quantizagdo geométrica, [14].
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5 A Formula de Kontsevich

O objectivo desta seccao é utilizar o integral de caminho para, heuristicamente,
deduzir a férmula para o produto-x de Kontsevich. Este método deve-se a
Cattaneo e Felder, [2], e tira partido da existéncia do produto de Moyal em
R2N . O procedimento é o seguinte:

1. Obter uma férmula integral para o produto de Moyal.

2. Interpretar essa férmula integral e reescrevé-la na forma de um integral
de caminho.

3. Generalizar essa férmula para variedades simplécticas e depois para vari-
edades de Poisson.

4. Utilizar técnicas de cohomologia equivariante, teoria quantica do campo e
aproximagao semi-cldssica para obter finalmente o operador bidiferencial
correspondente ao produto—*ﬂ

Note-se que neste percurso as passagens pelo integral de caminho serao nao
rigorosas servindo apenas para intuir e obter a féormula final que entao por
métodos rigorosos se verifica estar correcta. Comecamos por apresentar uma
férmula integral para o produto-x de Moyal que utilizaremos para efectuar su-
cessivas generalizacoes.

Proposigao 5.1. Sejam f,g € C®(R?YN) com suporte compacto e w a forma
simpléctica usual em R?V. Entdo assimptoticamente

(f *n g)(a) ~ / (wh) 72N F(x2)g(x1)e #0022 N dxy dxy,  (15)

R2N xR2N
para b — 0, uniformemente em qualquer compacto.

Demonstragdo. Seja {2 a representagio matricial de w e considere-se x = (x1,X3) €
0 Q

R2V xRN x; = (¢}, ..., ¢, p}, ....pN) e Q = < —qQ 0 ) Entdo @ é simétrica,
nao-singular, Q7! = Q e xTQx = xT Oxy — xTOx; = 2w(x1,x2).
Seja
I(a,h) = / (h) =2 () g (31 ) F w001 —2%=8) e o,
R2N wR2N

Fazendo h(x,a) = f(x2 + a)g(x; + a) obtém-se:

I(a,h) = (nh) 2N i = (a.2) " Qx~(@a) b (x — (a,a),a)dx

R2N xR2N

T
= /2N o (wh)~2Ner ™ 2Qxh(x,a)dx,
R2N xR

onde Q' = 2Q.

8Esta passagem nao serd feita. Apresentaremos simplesmente a férmula final.
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Logo aplicando a proposi¢ao 1.2.4 de [I7, p. 14]:

. , Rk
I(a,h) ~ (7h)"2N(2rn)*Y.|det Q'|71/2.¢F5en Q .Z%(Rkh)(o,a)
k=0

hk
s ()0, a),

k=0
onde sgn Q’ = #{val. pps positivos de Q'} — #{val. pps negativos de Q'} =0
i i 0 o
e R= 28x Q/ ox :7w(8X1’8X2)_2EJ 1(@@72_W5 logo
N k
=1 [ih o 0 o 0
I(a,h) ~ =15 — f(x1)g(x2)
kZ:O EL\ 2 2:: (86] Opy 0O 8qz)

Para simplificacao de (15)) e das férmulas seguintes é 1til considerar uma
. ~ —N
outra medida: dx; = (wh) ™" dx;.
Vamos agora provar um lema que servird para reescrever (15]).

Lema 5.1. Se v é um caminho poligonal fechado em R*N com m vértices,

{X0, -y Xmn—1}, entdo
m—
. § Xzyxz+1
/7 2

onde w = dn, i : v — R?N € a inclusdo e consideramos x,, = Xg.

—_

Demonstracio. Em RV

w= qui Adp' = dn, onde n = Z(hdpi,

Vamos calcular f7 i*1 no caso em que y é um segmento de recta e dai concluir o

resultado pretendido. Se a = (¢, ..., q%,p¢,....p%) e b = (&, ..., %, v, -, DY)
entao:

i'n = / " (gidp;
/E Z b ( )

Z/O (4 + (1 = t)gf") (p? — pf )t

1
= 52 [l = piad) + (4w} — ai'p?)]

= ( ab+Zqsz_qsz>

Daqui segue que:

m—1 1 m—1
/z n= Z/ i'n = 5 (Z (,U(Xi,Xi.i,.l))
XiXit1 ;
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Note-se que w(x; — a, X2 — a) = w(X1,X2) + w(Xe2,a) + w(a,x1) e que

/ i'n = / *n,
O ey %y ar

onde I' é o tridngulo standard em R? ¢/ vértices 0,e1,ez € ¢ : O — 0ax,x, ¢
um PLHEI em que 0 — a,e; — X1, €9 — Xo.

Uma fungao PLH, ¢ : 9T — RV tal que ¢(0) = a est4 fixo fica determinada
pelos seus valores em e e ey logo pode-se reescrever €omo

(f *n g)(a) :/ F(@e2))g(er))e ™ Jor 1 Dg

{¢€LinearMap(9T',R2N ):¢(0)=a}

Note-se que o factor (7h) =2V estd incorporado em D¢. Utilizando o lema
seguinte podemos replicar este raciocinio para qualquer caminho poligonal com
um numero impar de vértices.

Lema 5.2. Sejam Xo, ..., Xoms2 € R2V. Entdo:
. 2(m+1) — 2 1 -
fR?(mH)sz f(Xl)g(X2)€MZi:° Wi xiv1) Hng_ ) dx; =

= (%)QNm fR2><2N f(Xl)g(X2)eOé'L Zf:o W(Xi,xiJrl)dildiZ’
onde se identifica Xom13 = Xg-

Demonstragao. Basta notar que:

) o 2N
/ em(w(xzm+1,xzm+2)+W(x2m+27xo))d§(2m+2 — () (mh) ™" 6(x0 — X2m+1),
R2N 6

e portanto, integrando primeiro por Xg,,+2 € depois por Xo,, 41, obtém-se:

. 2(m+1) — -
St nyean F(x1)g(x2)e Tids ™ wleixion) T200 4N gz, =

2N i s2m . -
= (Z)™" fromnon F(x1)g(x2)e Tilo wlxixien) [T dx;,
donde, por indugao, sai o resultado pretendido. O

No caso da férmula 1] a= % logo o lema anterior aparece simplificado.

Tem-se entao, pelo lema [5.1) que se I' é um poligono com m lados inscrito
no disco unitario D C R? (m > 1 fmpar) e 1,4, —1 sdo trés vértices distintos de
I

=a

(fxng)(a) = /{a»ELinearhgaPWL(ap,WN)} F@(i)a(é(~1)e e 1Dy (16)
¢

A férmula para o produto de Moyal faz uso da estrutura linear de R?Y
e portanto ainda nao esta na forma pretendida, i.e., ainda nao é generalizavel a
outras variedades. Para tal teremos de a reescrever outra vez.

Devera ser mais ou menos 6bvio nesta fase que o objectivo é deixar cair a
expressao LinearMap e reformular integrando no espaco de todas as fungoes.

9Do inglés piecewise linear homeomorphism.
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Para tal fazemos, heuristicamente, o limite m — oo e escrevemos o produto de
Moyal na forma dum integral de caminho:

(f +n 9)(a) = /{d):a%w} F6@)g(o(-1)ek foo 1Dy (17)
#(1)=a

Agora note-se que se pode generalizar a qualquer variedade simpléctica
(M,w) em que w = dn € exacta obtendo-se entdo uma férmula candidata para
o produto-x para esta classe de variedades simplécticas:

#(1)=a

(f 4 9)(a) = /{MDHM’} FO@)g(é(-1)ek fon ¥ Dy (18)

Pretendemos reescrever esta férmula de modo que ela nao dependa de 7.
Para tal note-se que se ¢ : D — M é tal que ¢|sp = ¢ entdo, pelo Teorema de

Stokes
o= [ = [ e,
oD oD D

pelo que se escreve

(Fong)@= [ o F(d)g(d(-1)e¥ Jo?"“ Do
' /{d)‘f(l):a’}

No caso em que w é exacta hd um grau de liberdade na escolha da extensao ¢
de ¢. Para generalizar a formula anterior tomamos isso em conta e integramos
também por todos esses graus de liberdade, ou seja, integramos por todas as

fungoes ¢ : D —

(frng)@ = [ f(@0)g(p(—1))e7 Jo?“ Do (19)
' /{%)—Af’}

Quando w = dn integrando-se por todas as fungoes ¢ : D — M com o mesmo
valor na fronteira recupera-se E

Feita a ponte com as variedades simplécticas falta-nos agora fazer a passa-
gem para as variedades de Poisson. Para tal recordamos que uma variedade
simpléctica possui também um paréntesis de Poisson dado por

2N

_ Of 99
{f7.g} - Z alj 5‘:& 8.%]7

ij=1

onde a matriz (a;;) é a inversa de 2. Vamos tirar partido deste facto e fazendo
uma passagem andloga a uma transformada de Fourier vamos reescrever ((19)
dependendo da matriz de Poisson («;;) e nao de w.

10Daqui em diante omitiremos o~
110 leitor atento notard que esta integragdo produz um infinito pois

{é:DH]\{[ ,}
¢lop=f
No entanto este é um infinito que é resolvido posteriormente com técnicas de cohomologia
equivariante.

D¢ =

18



Figura 3: A integragdo em ¢é feita por todas as funcoes do disco D na
variedade M.

Recorde-se a transformada de Fourier da Gaussiana:

N
uTau i 2 _ATa—1x
dp = 20
[ () 2w

No nosso caso o contexto é o de uma variedade simpléctica (M,w) e portanto
a passagem nao sera tao simples. O lado esquerdo de deve ser interpretado
como o andlogo do caso das variedades de Poisson e o direito como analogo
do caso das variedades simplécticas, sendo que a passagem do primeiro para o
segundo ¢ feita integrando-se pela varidvel p. Em d¢ esta a desempenhar
o papel de A\ e para se obter a expressao para variedades de Poisson vamos
acrescentar uma integracao correspondente a integracao por p em . Essa
integragao serd feita no espago de todas as formas-1, 17, em D com valores no
espago cotangente de M ao longo de ¢, ou seja, localmente:

Z i (%)dYs |p(x)

ni(x) = n; (x)day + 17 (x)das,

onde x1,x2 € Y1, ..., y2n sao coordenadas locais de D e M, respectivamente.
A expressao integral para o produto—x numa variedade de Poisson é entao

( 0 9)(@) = /{ww,} L erosniaap TS Dy,

6(1)=a
(21)
onde
2N
/ Zm YA dgi(x) + S an(o)mx) Ansx)  (22)
3,5=1

Vamos agora verificar heuristicamente que no caso em que Il é nao singular
ao integrarmos por 7 recuperamos a férmula anterior (19). Para isso vamos
interpretar (22]) como uma soma:

2N

Sle, Z Zm ) Adgi(x) + D ai(@(x))mi(x) Ami(x) oy (23)

i,j=1
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e vamos determinar todos os seus termos e reescreve-los numa forma mais su-
gestiva. Omitindo o ponto x tem-se

2N

2N
h
;;mAd@ = E:Oﬁ%¢rwﬁ&¢ommAdmzaﬁn8¢

i=1

2N 2N
ih
D (agodmiAn = Y (aijod) (nin —nin})dey Adoy = 3 n".(I" o ¢).n
i,j=1 1,5=1
onde

= () o= (G0) meo-d (e )

Com esta notacao escreve-se como
h T /
Slo. = 3 45 (1090000 + 569" 0T 0 .09

ou ainda

h ih
Slp,n] = 1679 ¢+Z n".(I' o §).,
onde
n(x1) 0p(x1) ' (x1) 0
n=|1x2) |, gp=[0¢x2)| = 0 I(x)

Substituindo em obtemos a seguinte féormula para o produto—x em
variedades de Poisson:

: _1))ein-09—35n" .(Wod).n pp
(Frng)(a) = /{% ny Loy TG D) wDo,

e se II' for invertivel, ou seja, se a variedade for simpléctica podemos integrar
por 7 para obter:

(f*ng)(a)=¢ / p) 6(i))g(¢(—1))e™ 3007200 g (24)
¢(1 =a
onde
H/(xl)—l 0 8 0 Q( )
—1 _ I (x5)"1 ... Jron—1 _ O —(x
-1 — ? Q) aE n@l_hcw) 0>,

e £ é uma constante.
Note-se que:

%aw(n’owlw = Z Z Qi (4(x)) (D21 (x) D195 (%) — D1hi (x)Dah;(x))
x 4,j=1
44 .

= —E/ng w, (25)
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pois

Prw(x) = Z Qi(4(x)) (010i(x) D2 (x) — 020 (x) 0195 (x)) dz1 A dao

ij=1

Substituindo em obtém-se

(f *n g)(a (6(0)g(d(~1))e® Jo " Do,

)=¢ /
{¢peMap(D,M):p(1)=a}

que, a menos de &, é a expressao que ja tinhamos obtido para o produto— em
variedades simplécticas, ((19).

A expressao integral para o produto—* em variedades de Poisson nao foi
a que Kontsevich apresentou no seu artigo, pois esta ainda apresenta problemas
de defini¢ao. Aplicando técnicas de cohomologia equivariante, teoria quantica do
campo e aproximacao semi-classica mostra-se que é equivalente a férmula
de Kontsevich que passamos a descrever. Antes de exibirmos a férmula de
Kontsevich precisamos da nogao de diagrama neste contexto:

Definicao 5.1. Um diagrama, I, de ordem n é um par ordenadﬂ (v1,v2) de
aplicagoes {1,...,n} — {1,...,n + 2} tais que vy (i) # 1.

Exemplo 5.1. Diagrama de ordem 3:
r={1—-4,2-33—-1},{1—-4,2—5,3—4})

A cada diagrama de ordem n, I' = (v1,v2) podemos associar um operador
bidiferencial Dr , numa variedade de Poisson M de dimensao N definido por

N

Dro(f.g)= > .. Y. Dreas(f.g),

i1,j1=1 in,jn=1

onde
(Dp), = (ajn)&(vz(n)) . (6j1)5¢(1)2(1)) (3in)57,(1)1(n)) . (ai1)51(711(1))
T
aa(fa g) = (ailju ) ainjnafa g)
Vew

HViWi
i
Exemplo 5.2. Se T ¢ o diagrama do exemplo anterior entdo:

DF = (81'3, 1, ai2,8j38j1 811 3 aj2) P

N N

N
Dro(f.9) = Z Z Z (aisaiud)(ai2j2)(aizaisjé)(ajsahail f)(8j2g)

i1,j1=1142,j2=113,j3=1

2Também pode ser entendido como um grafo, [I].

21



Vamos associar a cada diagrama de ordem n, I' = (v1,v2), um peso, wr
calculado como se segue. Seja H = {z € C: Im(z) > 0} o semi-plano superior
e Hy, ={z1,....,2n, € H: 2 # z;}. Considere-se ¢ : Hy — R/27Z definida pOIE

6(21.22) = — log <(22 — (2 = Zl)) ,

) (2’2 — 21)(22 — 21)

extendida por continuidade a z1, z0 € R, 21 # 25. Entéo

1 n
= s [ Ao 2 0 0o,

ni=1

onde se considera 2,41 = 0, 2,42 = 1.
Da defini¢do sai imediatamente que se I' = (v1,v2) e existe um 4 tal que
v1(2) = v9(i) entdao wr = 0.

Exemplo 5.3. Se n =1 s¢ hd dois diagramas com peso nao-nulo. Sdo eles
oIy = ({1 - 2}7 {1 - 3}),
oIy = ({1 - 3}7 {1 - 2}),

e basta calcular um deles pois € imediato da formula que o outro serd simétrico.

Obtém-se entdo wr, = —wr, = —3.

Desenvolvida a notacao podemos entao enunciar o

Teorema 5.1 (Kontsevich, [I]). Seja (M, {.,.}) uma variedade de Poisson com
paréntesis definido localmente por (o). Entdo a fo’rmulﬂ

fong=fg+S (’f) S wrDra(f.0). (26)
n=1

T' de ordem n
define um produto associativo em C*(M).

Note-se que os pesos wr sao universais no sentido em que nao dependem de
a.

Exemplo 5.4. Para determinar o coeficiente de h em (@) apenas temos de
determinar Dr, o € Dr, o, ondeI'y e 'y sao os diagramas do exemplo anterior.
Tem-se entdao

® Dr,o(f,9)= ijzl @;;0; f0;9 = {f, g},

® Dr,a(f,9)= ijzl ;0 fOig = — Z?fj:l @;;0;f0ig = —{f, g},

logo
f*g=fg+%{f,g}+z <ZQh> > wrDr.a(f,9)-
n=2

' de ordem n

13Para uma intuigdo geométrica sobre esta férmula ver [I].
. n
4Em [I] aparece A" em vez de <%) . A nossa férmula coincide com a de [2] em que é

utilizada a notagao da literatura em Fisica.
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O artigo de Kontsevich escrito em 1997, [I], teve grande impacto na co-
munidade cientifica. No entanto nao era compreensivel como se tinha obtido
a férmula , que como o leitor ja se deve ter apercebido é enorme e dificil
de calcular. A sua origem permaneceu um mistério até Cattaneo e Felder a
desmistificarem em 1999 com o seu artigo, [2], por um método que foi esbogado
nesta seccao. A falta de rigor destes métodos fez com que qualquer referéncia
aos mesmos fosse omitida no artigo de Kontsevich. Também seria de esperar
que assim fosse pois, afinal de contas, este resultado, entre outros, justificou a
entrega de uma medalha Fields, pelo que a sua demonstragao teria de ter todo
o rigor.
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