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Somas de Poténcias

1000
Jacob Bernoulli (séc. XVII): Quanto é > k107
k=0

Notagdo: peN
x—1
Z kP = 5p(x)
k=0

x €N
Sp(x) = Sp

S10(1001) =?
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0e000

x—1
S1(x) = Eok = X 5,(x) =7

(x+1)°—x*=3x>+3x+1

13-0° = 3x02+3x0+1
22 13 — 3x1°+3x1+1

x3—(x-1)3 : 3(x —1)2+3(x—1)+1

x® = 38y(x) +3S1(x) + x
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x3 — x —351(x)
, 3, 1

x3— Zx% 4+ Zx

2 2
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f polinémio

f(x +1) — f(x) = apxP + arxP 1 + ... + apx

f(1) — f(0) = Zn:akopfk
k=0

f(2)—f(1) = zn:aklpfk
k=0

n

Flx) = flx—=1) = > ag(x—1)P7*
k=0

n

f(X —f Zaksp k
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o f(x+1)—f(x)= i agxP—k

k=0

f(x) - f(0) =

n
Z akS,,_k
k=0

n
Z akSP_k
k=0

f(S+1)—1£(S)
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Identidade Fundamental de S

f(S+1)—f(S)=1f(x)—f(0)

Corolario

x—1

Sp_l = Z kP~ 1

k=0

e é um polinémio em x de grau p
1

e o coeficiente de xP é 5
e ndo tem termo constante

Exemplo: 355(x) = x3 — 3x% + 1x

S10(1001)
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f(S+1)—f(S)=f(x)—f(0)

Demonstracdo: (Por indugdo sobre p)
Seja f(x) = xP.

M.G
/N
X T

(S+1)P—SP = )sk—sp

A
= O

>
-
Il
o
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X T
~—
wn
=
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X
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Nimeros de Bernoulli
@0000

x—1
Spoa(x) = ¥ kot
k=0

e é um polindmio em x de grau p
1

P

e n3o tem termo constante

e o coeficiente de xP é

Exemplo: 355(x) = x® — 3x% + 3x

pSp-1(x) = aoxP +arxP 4+ a, 1x

p p -1 p
= <0> BOXP+(1)81XP ++(p_1) Bp_lx

~ (x+ B)P — BP

(Bn)n - Niimeros de Bernoulli
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x—1
. Spalx)= Y kol
k=0
« pSp1(x) = (x+ B) — B?
PSp-1(x +1) = pSp-1(x) =

pxP7l =~ (x4+ 14 B)P —(x+ B)P

ZP:( )xP (B + 1)k — B

k=0
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o (B+1)k—Bk=4¢,
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Teorema

p—1
P = (x B - B = 3 (1) 4

onde (Bp), € a sucessdo dos nimeros de Bernoulli.

S10(1001)
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Questao:

(f polinémio)
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Identidade Fundamental de B

fix+1+B)—f(x+B)= f’(x)
(f polinémio)
Demonstracio: Seja f(x) = apxP + aixP~1 + -+ + apx°.

o (x+1+B)P —(x+ B)P = pxP1

fx+14+B) = ax+1+BP+a(x+1+BP 4. 4ay(x+1+B)°
f(x + B) ao(x + B)P +ar(x + B)P 14 4 ap(x + B)°

o

f(x+1+B)—f(x+B) = agpxP 4 ai(p—1)xP2 4 4 apx°
f'(x) O

S10(1001)
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f(x+14 B) —f(x+ B) = f'(x)
Exemplo: f(x) = (2x —1)P em x =0

(2B +1)P — (2B — 1)P = 2p(—1)P!

S10(1001)
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o f(x+1+B)—f(x+B)="f(x)

F uma primitiva de f,

f(x)=F(x+1+B)—F(x+B)
x=0,1,2,....,n—1

fO+f1)+f2)+...+f(n—1)=F(n+ B) — F(B)
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Teorema

Corolario
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n—1 n+B
E f(k) = / f(x)dx
k=0 B

(Generalizagdo do teorema)

n—1 1 [r(n+B)+j
>ty =+ [ s e R\ (0} € R
x=0

rJrB+j

S10(1001)
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;((n—i- B)? - B®)+ (n+ B)* — B

1
nBQ —+ n281 + 5[7380 —+ 2[781 + n2Bo

1 1
§n3 + §n2 — gn
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Questao:

S? B? =7
Célculo Umbral?

Outras aplicagdes?

S10(1001)
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Estrutura

O Caélculo Umbral consiste em:
e A, alfabeto cujos elementos sdo sombras (ex: S)
e D, um dominio de integridade comutativo (ex: R)
e D[A], anel dos polinémios umbrais (ex: (B + 1)P — BP)

e L : D[A] — D uma fung¢3o linear tal que: L(1) =1, 0onde1éa
identidade de D; se a, b, ..., c s3o sombras distintas e
i,j,...,k inteiros ndo negativos, entao

L@ k)= L@)L()---L(c")
e Um elemento constante € de A tal que

L(e™) = dno
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Definicoes
e a é uma sombra de (ap)nen, Sse
L(a") = an,Vn € Np

(ex: S é sombra de Sp)

e p e g sdo umbralmente equivalentes (p = q) sse

Em particular, 3" = a, & L(a") = ap. (ex: SP = Sp)

e p é substituivel por g (p = q) se
L(p™) = L(g"),¥n € Ny

(ex: B4+1=-B)
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Aplicagoes

Combinatdria

Célculo de algumas séries, por exemplo:

2m
22 k2n - n+1 ((2,7))| Ban

Provas da Férmula interpoladora de Newton e da Férmula de
Taylor

Relagbes entre termos de uma sucessdo definida por
recorréncia
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Voltando a questdo de Jacob Bernoulli...

1000
> K = 510(1000) + 1000
k=0

1
= ((1000 + B)* — B') + 1000'°

11
10

~ 1 11 11—k 10

= 2 < k> By1000" % 4 1000

= 91409924241424243424241924242500
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