O Anel dos Adelos dos Racionais

Edgar Costa

Encontro Nacional NTM, 2007

Edgar Costa O Anel dos Adelos dos Racionais



Topicos

@ p-Adicos
@ Introducéao
@ A Métrica

° Qp
© Anel dos Adelos (Ag)

e Grupos Duais
@ Introducao

° Q= Ag/Q

o QR/M

Edgar Costa O Anel dos Adelos dos Racionais



p-Adicos Introdug&o
A Métrica

’p

Topicos

@ p-Adicos
@ Introducéao

Edgar Costa O Anel dos Adelos dos Racionais



p-Adicos Introdug&o
A Métrica

’p

Introdugéo aos p-Adicos

@ Completacao de um espaco, o que é7?

Edgar Costa O Anel dos Adelos dos Racionais



p-Adicos Introdug&o
A Métrica

’p

Introdugéo aos p-Adicos

@ Completacao de um espaco, o que é7?
Construgdo sempre possivel e Unica.

Edgar Costa O Anel dos Adelos dos Racionais



p-Adicos Introdug&o
A Métrica

’p

Introdugéo aos p-Adicos

@ Completacao de um espaco, o que é7?
Construgdo sempre possivel e Unica.

@ R é uma completagéo de Q.

Edgar Costa O Anel dos Adelos dos Racionais



p-Adicos Introdug&o
A Métrica

’p

Introdugéo aos p-Adicos

@ Completacao de um espaco, o que é7?
Construgdo sempre possivel e Unica.
@ R é uma completagéo de Q.

@ Cada Qp (corpo p-adico) também é uma completagdo de
Q.1

Yem que p é um primo.
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Introdugéo aos p-Adicos

@ Completacao de um espaco, o que é7?
Construgdo sempre possivel e Unica.

@ R é uma completagéo de Q.

° Ca1da Qp (corpo p-adico) também é uma completagdo de
Q.

Quais sao as diferengas?

Yem que p é um primo.
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Introdugéo aos p-Adicos

@ Completacao de um espaco, o que é7?
Construgdo sempre possivel e Unica.

@ R é uma completagéo de Q.

° Ca1da Qp (corpo p-adico) também é uma completagdo de
guais sdo as diferencas?

@ A métrical
(xn) € Cauchy sse V. 3y n,m > N = d(X,, Xm) < €

Yem que p é um primo.

Edgar Costa O Anel dos Adelos dos Racionais



p-Adicos Introducao
A Métrica

p
’p

Topicos

@ p-Adicos

@ A Meétrica

Edgar Costa O Anel dos Adelos dos Racionais



p-Adicos Introdugéo
A Métrica
)p

A Métrica

Edgar Costa O Anel dos Adelos dos Raciol



p-Adicos Introdugéo
A Métrica
)p

A Métrica

@ |[p:Q—R
X — pfordp(x)
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@ |[p:Q—R
X — pfordp(x)

@ dp(x,y)=I|x—Ylp
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Definicao
@ ordp, (£Mpp;") = aup
@ |[p:Q—R
X_>pfordp(x)
® dp(X,y) =[x —Y¥lp

x=Y |xp=8 [X|i7=1 Vpei7lX[p=1 [X|ec=xX

1
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Definicao
@ ordp, (£Mpp;") = aup
@ |[p:Q—R
X — pfordp(x)
® dp(X,¥)=Ix—-VYlp

1

x=Y |xp=8 [X|i7=1 Vpei7lX[p=1 [X|ec=xX

® do(x,y) < max{dy(X,2), dp(y,2)}
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Definicao

@ |[p:Q—R
X — pfordp(x)

@ dp(x,y)=I|x—Ylp

1

x=Y |xp=8 [X|i7=1 Vpei7lX[p=1 [X|ec=xX

° dP(X7y) S max{dp(x7 Z)a dp(}/a Z)}
@ Y yb, converge sselimb, =0
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A Métrica

Definicao
@ ordp, (£Mpp;") = aup
@ |[p:Q—R
X — pfordp(x)
® dp(X,y) =[x —Y¥lp

1

x=Y |xp=8 [X|i7=1 Vpei7lX[p=1 [X|ec=xX

® do(x,y) < max{dy(X,2), dp(y,2)}

@ Y yb, converge sselimb, =0
@ Se duas bolas se intersectarem entdo uma esta contida na
outra.
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@ C =Cp(Q) = {(xn) : (xn) é Cauchy com respeito a dp}
N = {(xn) : lim|x,|p = 0}

@ Qp=C/N

® Qp={>ysnakp*:ace{0,1,....p—1},neZ}
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n=1 X=3,4 n=2 X=10,39
n=38 X=108,235 n=4 X =2166,235
Este processo pode ser continuado indefenidamente
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X2 =2mod 7"

n=1 X=3,4 n=2 X=10,39
n=38 X=108,235 n=4 X =2166,235
Este processo pode ser continuado indefenidamente

@ Temos entao duas solugdes: x; = (3,10,108,2166,...)
ou x; = (4,39,235,235,...)
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X2 =2mod 7"

n=1 X=3,4 n=2 X=10,39
n=38 X=108,235 n=4 X =2166,235
Este processo pode ser continuado indefenidamente

@ Temos entao duas solugdes: x; = (3,10,108,2166,...)
ou xo = (4,39,235,235,...)= (—3,—10,—-108,-2166,...) = —X
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Qp

X2 =2mod 7"

n=1 X=3,4 n=2 X=10,39
n=38 X=108,235 n=4 X =2166,235
Este processo pode ser continuado indefenidamente

@ Temos entao duas solugdes: x; = (3,10,108,2166,...)
ou xo = (4,39,235,235,...)= (—3,—10,—-108,-2166,...) = —X

@ ap1 =apmod?7”
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X2 =2mod 7"

As sucessdes sao as soma parciais de uma expansao 7-adica

xi = (3,10,108,21686,...)

3 = 3

10 = 341x7

108 = 34+1x7+2x7?
2166 = 3+1x7+2x7°+6x7°

Edgar Costa O Anel dos Adelos dos Racionais



p-Adicos Introdugéo
A Métrica

Qp

X2 =2mod 7"

As sucessdes sao as soma parciais de uma expansao 7-adica

xi = (3,10,108,21686,...)

3 = 3

10 = 341x7

108 = 34+1x7+2x7?
2166 = 3+1x7+2x7°+6x7°
X2 = (4,39,235,235,. )

4 = 4

39 = 4+45x7

235 = 4+45x7+4x7°

235 = 4+45x74+4x7°4+0x7°
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@ Zp={xecQp:|x[p <1}
sub-anel maximal compacto de Qp

® Zp={>ysoakp":ax€{0,1,....p—1}}

@ Zp=limZ/p"Z={(Xn) : Xn € Z/P"Z cny1 = cnp mod p"}
Xp = L_oakp”

@ Existem outras completagées de Q?
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Qp

® Zp={xeQp:|xlp <1}
sub-anel maximal compacto de Qp

® Zp={>ysoakp":ax€{0,1,....p—1}}

@ Zp=limZ/p"Z={(Xn) : Xn € Z/P"Z cny1 = cnp mod p"}
Xp = L_oakp”

@ Existem outras completagées de Q?

@ Teorema de Ostrowski
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@ Principio Global-Local?

°N&o é um teorema, mas sim um “plano de ataque’.

Edgar Costa O Anel dos Adelos dos Racionais



p-Adicos Introdugéo
A Métrica

Qp

Uma aplicagdo dos corpos p-Adicos

@ Principio Global-Local?
A existéncia ou ndo existéncia de solucdes em Q (solugdes
globais) de uma equagéo diofantina podem ser encontradas
estudando, para cada p < oo, as solugbes da equagdo em Qp
(solucbes locais).

2N&o é um teorema, mas sim um “plano de ataque’.
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Uma aplicagdo dos corpos p-Adicos

@ Principio Global-Local?
A existéncia ou ndo existéncia de solucdes em Q (solugdes
globais) de uma equagéo diofantina podem ser encontradas
estudando, para cada p < oo, as solugbes da equagdo em Qp
(solucbes locais).

@ Teorema:
O principio Global-Local é teorema no caso das equagdes
da seguinte forma:
Y;jaixix; =0 a; € Z (formas quadraticas)

2N&o é um teorema, mas sim um “plano de ataque’.
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Anel dos Adelos

@ Ag = {Xx € Mpepu(o}Qp : Xp € Zp para quase todo o p}
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Definicao
@ Ag = {Xx € Mpepu(o}Qp : Xp € Zp para quase todo o p}

{0} C Pfinito C {cc}UP
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@ Ag = {Xx € Mpepu(o}Qp : Xp € Zp para quase todo o p}

{0} C Pfinito C {cc}UP

@ Topologia nos adelos tem como base os conjuntos Ag(P)
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Anel dos Adelos

Definicao
@ Ag = {Xx € Mpepu(o}Qp : Xp € Zp para quase todo o p}

{0} C Pfinito C {cc}UP

@ Topologia nos adelos tem como base os conjuntos Ag(P)
°

¢:Q — AQ
X — (XX, . X, ...
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Resultados

@ ¢(Q) é um subgrupo discreto de Ag
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Anel dos Adelos (Ag)

Alguns Resultados sobre Ag

Resultados
@ ¢(Q) é um subgrupo discreto de Ag
@ Ag/¢(Q) é compacto.

@ Zéum subgrupo discreto de R
@ R/Z (=T) = S' e é compacto.
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Definicao

@ K={h:h:K— T, héum homomorfismo continuo}
Os elementos de K designam-se por caracteres.
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Grupos Duais

Introducao

@ K={h:h:K— T, héum homomorfismo continuo}
Os elementos de K designam-se por caracteres.

@Z="T
eT=7
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Grupos Duais

Introducao

@ K={h:h:K— T, héum homomorfismo continuo}
Os elementos de K designam-se por caracteres.

@Z="T

e T=7%
Andlise Harmonica

f:R/Z — C f:z—cC

f(n) = /s 1 f(z)e "2dz  f(2) = Snesf(n)e™?
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Caracteres e Auto- Dualldade dos Adelos

@ Seja G um Qp ou R, seja x4 um caracter nao trivial de G,
entdo qualquer caracter desse grupo consegue-se
escrever da seguinte forma ya(x) = x1(ax).
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@ Seja G um Qp ou R, seja x4 um caracter nao trivial de G,
entdo qualquer caracter desse grupo consegue-se
escrever da seguinte forma ya(x) = x1(ax).

@ O mapa de a — x4 € um isomorfismo entre G e 0 seu
dual.
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Caracteres e Auto—DuaIidadé dos Adelos

@ Seja G um Qp ou R, seja x4 um caracter nao trivial de G,
entdo qualquer caracter desse grupo consegue-se
escrever da seguinte forma ya(x) = x1(ax).

@ O mapa de a — x4 € um isomorfismo entre G e 0 seu
dual.

@ x(x) = Mxp(xp) em que xp(Zp) = 1 para quase todo o p.
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Caracteres e Auto—DuaIidadé dos Adelos

@ Seja G um Qp ou R, seja x4 um caracter nao trivial de G,
entdo qualquer caracter desse grupo consegue-se
escrever da seguinte forma ya(x) = x1(ax).

@ O mapa de a — x4 € um isomorfismo entre G e 0 seu
dual.

@ x(x) = Mxp(Xp) em que xp(Zp) = 1 para quase todo o p.
(] Xoo(Xoo) — @ 2miXoo X,O(X,D = gp +np € Q+ Zp) — @2mip

Edgar Costa O Anel dos Adelos dos Racionais



Grupos Duais

Caracteres e Auto—DuaIidadé dos Adelos

@ Seja G um Qp ou R, seja x4 um caracter nao trivial de G,
entdo qualquer caracter desse grupo consegue-se
escrever da seguinte forma ya(x) = x1(ax).

@ O mapa de a — x4 € um isomorfismo entre G e 0 seu
dual.

@ x(x) = Mxp(xp) em que xp(Zp) = 1 para quase todo o p.
(] Xoo(Xoo) — @ 2miXoo X,O(X,D = gp +np € Q+ Zp) — @2mip
° Ag~Ag

Edgar Costa O Anel dos Adelos dos Racionais



Grupos Duais

o M=¢(Q)t ={a=(a) € Ag:xal6) =1 €€ ¢(Q))}

Edgar Costa O Anel dos Adelos dos Racionais



Introdugéo
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Grupos Duais ) xR/

o M=¢(Q)t ={a=(a) € Ag:xal6) =1 €€ ¢(Q))}

° p(Q)cT
xa(§) = x(a) ea € Q
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Q =~ Ag/Q
Grupos Duais ) xR/

o M=¢(Q)t ={a=(a) € Ag:xal6) =1 €€ ¢(Q))}

° p(Q)cT
xa(§) = x(a) ea € Q

@ Ag =¢(Q)+[1/2,-1/2] x NpZp
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Grupos Duais

o M=¢(Q)t ={a=(a) € Ag:xal6) =1 €€ ¢(Q))}

° p(Q)cT
xa(§) = x(a) ea € Q

0 Ag = ¢(Q) +[1/2,-1/2] x MpZp
°I=¢(Q)
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Grupos Duais

o M=¢(Q)t ={a=(a) € Ag:xal6) =1 €€ ¢(Q))}

° p(Q)cT
xa(§) = x(a) ea € Q

@ Ag =¢(Q)+[1/2,-1/2] x NpZp
o I'=¢(Q)
o G/H-~H
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Grupos Duais

o M=¢(Q)t ={a=(a) € Ag:xal6) =1 €€ ¢(Q))}

° p(Q)cT
xa(§) = x(a) ea € Q

@ Ag = »(Q)+[1/2,-1/2] x I'I]pr

o = ¢(Q)

o G/H-~H

0 Ag/Q = Ag/H(Q) = Ag/d(Q) = Ag/¢(Q)* = $(Q) = Q
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R/nZ
—

°Q

Edgar Costa O Anel dos Adelos dos Racionais



Introdugéo

Grupos Duais

Definicao

Edgar Costa O Anel dos Adelos dos Racionais



Grupos Duais

Definicao

e Q=<{l:neN}>
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Introdugéo

Grupos Duais

Definicao

e Q=<{l:neN}>
0 p:Q—T

1 ¢
5 — 2 mod 1
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Grupos Duais

Definicao

e Q=<{l:neN}>
0 p:Q—T
1

+ — 22 mod 1

@ (cn) €limR/nZ
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Conclusdes e Bibliografia

Conclusoes

@ Os Corpos p-Adicos sdo uma construcdo interessante e
atil.
@ Existe o Anel dos Adelos dos Racionais que nos permite

ter uma viséo global de todos as completacdes de Q,
existindo um paralelismo entre este e os Reais.

@ Uma compreensao mais profunda do Anel dos Adelos por
Ag/Q = limR/nZ, visto o limite inverso ser um modelo
mais simples e intuitivo do que o anel dos Adelos.
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Bibliografia

¥ Fenando Q. Gouvéa
p-adic Numbers.

¥ A. Weil
Basic Number Theory
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