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Alguma notacao para comecar...

O € representa a palavra vazia.

OoSe Y € um alfabeto, isto €, um conjunto
nao vazio de simbolos (finito ou infinito),
entao, Y. * representa o conjunto de todas
as palavras finitas cujas letras estao em Y
e Y representa o conjunto de todas as
palavras com = letras em >..
= Por exemplo, se Y ={1, 0}, entao:

>*=[€ 0, 1,00, 01, 10, 11, 000, ... } €
32 ={00, 01, 10, 11 .



Detinicao:

O Semi-anel:

= Um semi-anel € um conjunto S que contém os
elementos 0 e 1, juntamente com as operacgoes
binarias +e -, tal que (§, +,0)e (S, - ,1) sao
estruturas comutativas e associativas e:

a-0=0=0-a
a-(b+c)=a-b+a-c

(a+b)-c=a-c+b-c



O que € um Sistema de Numeracao?

0o Um Sistema de Numeracao € um modo de
expressar um elemento de um dado semi-
anel como combinacao linear

n=a,u,+ta,u,+... +au
de elementos de U = fu, u, u, ... ] sendo 0s
elementos « chamados os digitos de »n A
palavra finita aa.,...a,a,a, diz-se a
representacao de n.



O que € um Sistema de Numeracao?

o Mais formalmente, define-se um Sistema
de Numeracao &% como sendo um triplo

N=(U, D, R),onde:

m U={u,u,u,..}€ uma sequéncia de elementos
de §, chamada a base de a;

= @ € um subconjunto de §, normalmente finito,
chamado o conjunto de digitos;

= ® C O* € 0 conjunto das representacoes
validas.



O que € um Sistema de Numeracao?

o Define-se a funcao

[w] :D* =8
ada, ...d,d,ad,=w ~> dyU,+a,u, +... +a.u,
0 Exemplo:

= Se considerarmos o semi anel N, um exemplo
de um Sistema de Numeracao € o sistema
decimal. Neste caso temos:
U={1 10,100, ... };
D={01 2 3,4, 5,6,7, 8 9},

R={e} U@\ {0}) D"



Sistemas de Numeracao Perfeitos:

0 Exemplo:

m V=12 ..., N {e]U faa,,...a:a#%0N0<a<1q Vi)
Todo o inteiro pode ser representado de forma
unica da seguinte maneira:

n=a,1l+a,2! +... a,r!
Prova:
= Dado n, seja g tal que k/<n<(k+1)
= Pode-se provar por inducao que:
RI—1=1.11+2.2!+3.31+... +(k=1)(k=1)!
Concluindo-se portanto que n tem £ digitos ( r=§&).
= Possibilidades para um numero com £ digitos:
Il 204+ Bl o+ (k-D)I+ LKk

2 X 3 X 4 X ... X k X Kk =
= k x k!




Sistemas de Numeracao Perfeitos:

= Sejam
OA=a,1l+a,2!+a;3/'+... +a n!
0B=06,11+6,21+6,3/+... +b n!
dois numeros iguais.

= Se q, >b6 temos:
(a,—b )n! > n!

e
>0 <nl/-1

< NS ™
(a,1!'+a,2!+a,3!+... +ta_(n-1))—(b, 1! +6,2! +6,3!+... +b_,(n—1))= 1—n!

= E somando...
A-® 2> 1, contradicao!!!



Algoritmo Guloso

O Sejam 1=u,<u,<u,<... elementos de /V que
formam uma base .

m Greedy (n):
t:=0
while u,,, < n do

t:=t+1
fori=tdown to 0 do:
a;:=[n/u]f

n.‘=n—dlul

output (a,)



Algoritmo Guloso:

o Conjunto das representacoes validas:
® R={Greedy(n): n= 1] U [

o Conjunto de digitos:

m Como a.<u,, /u , © € finito se c=sup ., (u,, /u)for
finito e, neste caso, temos ©=00, 1, 2, ..., [c]].



Teorema 1:

oSeja U = fu, u, u, ... J uma base de
elementos de NVtal que 1 =u, <u, <u, <....
Entao, todo o inteiro nao negativo tem
exactamente uma representacao como
combinacao linear a,u, +a, u, +... +a, u S€ 0S
digitos satisfizerem a seguinte
desigualdade:

SWayuyta,u; e T U< U,



Conjuntos de Digitos Alternativos I

O Seja =1, 2, ..., K, 0 conjunto de digitos.
Entao:
N=({1, kR, ...} E, E* )€ perfeito.
= Para provar isto podemos usar o Teorema 1:

g, va, R+a, R +... +a k<
<R(I1I+R+R+... +k)=
=K (1= )/ (1-F)<

<k =2



Conjuntos de Digitos Alternativos I11:

o Sistema de Numeracao Ternario Equilibrado:
N=({1,333,..} F g U(F\{0)F")
onde F=/[-1,0, 1].

= Exemplo:
n 32 3t 30 n 32 31 30
1 1 -1 -1
2 1 -1 -2 -1 1
3 1 0 -3 -1 0
4 1 1 -4 -1 -1
5 1 -1 -1 -5 -1 1 1
6 1 -1 0 -6 -1 1 0
7/ 1 -1 1 -/ -1 1 -1
8 1 0 -1 -8 -1 0 1




Conjuntos de Digitos Alternativos I11:

0 Generalizagcao do Sistema de Numeracao
Ternario Equilibrado:

N=({1, k+[+1,k+[+1F, ...} F {e U(F\{0})F*)
sendo F={—-k 1—-k2-Kk ...,—1,0, 1,2 ...,[-1, [}

= Sistema de Numeracgao Ternario Equilibrado:
Caso particular em que £=/(=1.



Detinicoes:

o Dado um conjunto finito de digitos
inteiros, ®, este diz-se basico para uma

base £ >2 se:

m0eD;

m({1LkKLR? ..., D [§U(D)\{0)D*)e um Sistema de
Numeracao Perfeito.

oUm conjunto § diz-se um sistema de
restos completo (@mod k) se, |S| = kK e
vne Z, Imes : m = nmod R,



Teorema 2:

O Seja kel ,.
O conjunto de digitos ®, que contém o
Zero, € basico para k£ se e soO se:

= O é um sistema de restos completo (mod k);

= Vnz1, Vwe D, [w], n@o € multiplo ndo nulo de

fr_1



Conjuntos de Digitos Alternativos I11:

OF = {1, 0, 1} € um sistema de restos
completo.

o3 - 1 nao divide [w/, ¥ weD", pois
[w]e < 1+3+3+...+3"1=3"-1)2<3"-1.



Conjuntos de Digitos Alternativos IV:

o0 Todo o inteiro n se pode escrever de forma
unica como combinacao linear

n=da,—a;R+a, K —a; K +... +a, (k)"

O RepBaseNeg (n, R):
1:=0
while n# 0 do
(1)a;:=n (mod k)
(2)n:=n—-a)/(=k)

(3)i:=i+1



Conjuntos de Digitos Alternativos 1V:

O Sejam:
n,=n
n,=m.,;—a.,)/ (k)
Pelo algoritmo da divisao inteira temos:

n, =g, R+a

Sy = (= @) (—R)= (qy R+ 4= a)/(— R) = — g1
= a; =1~ K== ;= Gius K.



Conjuntos de Digitos Alternativos IV:

Ou seja, E portanto,
a,—d,R+a, R —a, R +...=
ay=n—q;Rk,
a,=—q;— Kk, (”_M'/‘i%_ﬂ/@"'
a,=-q,—q; Kk

LE=B-UR | R (g -gh-R G- g Rt =

—n




Conjuntos de Digitos Alternativos IV:

O RepBaseNeg (n, R):

1:=0
|n| =1
while n# 0 do
n'=(n—a)(-k)
(1)a;:=n (mod R)
| n’| <[ n|

(2)n:=(n—-a)/(=k)

(3)i:=i+1




Conjuntos de Digitos Alternativos IV:

O RepBaseNeg (n, R): o Exemplo:

1:=0 mk=3n=35:

while n# 0 do — ao',=5(m0d‘3)=2

(1) a = n (mOC[ @ O ni=(5=2)-3)=-1
a,:=-1(mod 3)=2
(2)n:=(n-a)/ (k) o ni=(1-2)/(3)=1

a,:=1(mod 3)=1

Bimiv /)

S 5=1.3-2.3+2




Conjuntos de Digitos Alternativos V:

OF, =0
F, =1
Tn = Tvn—] T T'n—Z

o Cada inteiro pode ser representado de
forma unica como combinacao linear

n=a,¥t,+a;¥;+... +ta F,

Cll- S {O) 1})

a;a,, =0, V2=<i<r



Conjuntos de Digitos Alternativos V:

OaF,+a,F,+... +a, F,<F,,, Vtse e so se

t+1

=0, \7/2_z<t a.€ (0, 1).

z z+1

= Suponhamos que existe i tal que a

a,t,+ra; ¥ +... +a,F,+a, T, 27T +Tz+]

., = 1. Entao,
F'.

1+2

l

= Reciprocamente, suponhamos que¢,a,, =0, V' 2<i<t.

(1)a,F,+a;F,+... +a, F, < F,+F,+... +F, se t par;
2)a,F,+a;F,+... +a, F, < F,+F,+... +F, setimpar.



Conjunto de Digitos Alternativos V:

o Exemplo:
n .. F,=13 ¥, =8 F,=5 F,=3 F,=2 F,=1
1 1
2 1 0
3 1 0 0
4 1 0 1
5 1 0 0 0
6 1 0 0 1
7 1 0 1 0
8 1 0 0 0 0
9 1 0 0 0 1
10 1 0 0 1 0
11 1 0 1 0 0




Conjuntos de Digitos Alternativos VI:

O Seja ocR \ Q.

o=lay,a,a,.. |=a,*+ 1
a, + 1
a,+ 1
Define —-se : )
p—2=0 p—] =1 pn =anpn—1 +pn—2
q—Z = 0 q—] = 1 qn = an qn—] T qn—Z

P/9, = lay ay ay ..., a,]



Conjuntos de Digitos Alternativos VI:

O

Seja o um numero irracional e ()., a sequéncia

dos denominadores da sucessao de fraccoes que
convergem para o. Entao, todo o inteiro » nao

negativo pode ser representado de forma unica
como a seguinte soma:

by gy +b,9,+... +b;9;

onde 6, sao inteiros que satisfazem:

(1)0<b,<a,
2)0<b.,<a,, parai=>1
(3)Para i>1, se b,=a., entao, b, =0.



Conjuntos de Digitos Alternativos VI:

o Exemplo:
mo=(1+N5)/2=[1,111, ...]

9k =1t 962 q,=1 q,=0

m(1)0=sb,<a, & 0=<b,<1< b6,=0
=>0byq,*+b,9,+... +b,q;=b,q,+... +b.g,

2)0sb.<a,, < 0sb<1 b,€/(0, 1]

(3)i=1: (b;=a,,>0b6,=0)= (b,=1=>0b6_,=0)
S b.b.,,=0

1 J1+1



Conjuntos de Digitos Alternativos VII:

OZfi]={a+bi:a,beZ)i=N-1

O060=d+e1
18] =d° + ¢ —> Norma de 6

N = (U, D, (¢ U (D\{0}) D*)
V={1,0& & .. ]1eD=(012...,/0/-1

Ne perfeitoseesdse 0=—-a2*+ 1 4eZ,.



Conjuntos de Digitos Alternativos VII:

o Exemplo:
@=-1+i=-14+1; 18] = 2.
o=-1+4i=e+fi
= Sejac=e+Af=-1+4=3.
Tem-sec+fO=e+ Af+f(-A+i)=e+fi=

Como &#+24 60 +A4°=(0+AF=-1,sec<0ou f<0,
entao:

c = ( 9 +27 6+
fof PO +226+7)

NO NnOsSSsO caso:

o=3+486.



Conjuntos de Digitos Alternativos VII:

o Divide-se o primeiro digito por 42 +1=2:

3=(A°+1)1+1=2+1

OA+1=(A-1f 0+2A-1)& + &

3=((A-1f0+2A-1)F +6)+1=
1+ F+6

T a=1+F+6F +40=1+40+F +F=1+0(4+0+&)



Conjuntos de Digitos Alternativos VII:

O E repete-se o processo para a,=4+6+¢ ...
m4=2.2+0

m4=2(A-1P60+2A-1)F+) =26+ 26
Loy=260+26 +0+F=0+3F +28=0(1+360+26)

0,=1+30+202=1+6(3+26)
o,=3+20=1+0(2 +0 +67?)

o,=2+60 +0°=60(1+20 +6?)
o.=1+260+60?=1+60(2+06)
o, =2+0=0+0?+0"

og=1+60?+0°+60°+07+60%+6°
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Problemas em aberto...

O Encontrar uma formula simples ou uma
forma eficiente de calcular

Z_Sk (n”)

0 Podem todos os inteiros ndo mdultiplos de 3
ser escritos na forma a/b, onde a e b tém
representacoes na base 3 que usam
unicamente os digitos 1 e —1?



Um ultimo desafio...

O Sera que existem inteiros 4, 6, ¢ = 0 tais
que:

= slo(a+b)<5
= 5,(a+c)<5
= s5,b+c)<5

= s,(a+b+c)>50





