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Introdugdo
®0

Passeio Aleatdrio

No espaco Z9, com d > 1, consideramos o movimento de uma
particula que parte da origem e que em cada instante inteiro se
desloca para uma das 2d posicées vizinhas com a mesma

probabilidade (%)
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Introdugdo
®0

Passeio Aleatdrio

No espaco Z9, com d > 1, consideramos o movimento de uma
particula que parte da origem e que em cada instante inteiro se
desloca para uma das 2d posicées vizinhas com a mesma

probabilidade (%)
Posicdo da particula no instante n:
Xo=0

Xnp=U+ -+ Uy,

onde U; sdo variaveis aleatérias independentes que tomam cada um
dos valores +ej, j = 1,...,d, com probabilidade %.
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Introdugdo
oce

Os Problemas

@ Sera certo que a particula regressa ao ponto de partida pelo
menos uma vez?

Afonso Bandeira Nem todos os caminhos vdo dar a Roma



Introdugdo
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Os Problemas

@ Sera certo que a particula regressa ao ponto de partida pelo
menos uma vez?

@ Sera certo que a particula regressa ao ponto de partida um
namero infinito de vezes?
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Introdugdo
oce

Os Problemas

@ Sera certo que a particula regressa ao ponto de partida pelo
menos uma vez?

@ Sera certo que a particula regressa ao ponto de partida um
namero infinito de vezes?

@ Sera certo que a particula visita (uma infinidade de vezes)
todos os pontos de Z97?
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Problema 1
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Problema 1

Estamos interessados no acontecimento:

O = "Regressar a origem em algum instante k > 1"
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Problema 1
©0000000000000

Problema 1

Estamos interessados no acontecimento:

O = "Regressar a origem em algum instante k > 1"

Teremos P(O) = 1 para algum d > 17 Se sim, para quais?
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Problema 1
0®000000000000

Probabilidades de primeira passagem

Temos
O = "Regressar a origem em algum instante k > 1"
= {sz;[ tal que X, = 0}
o0
= Jx=0}
k=1
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Problema 1
0®000000000000

Probabilidades de primeira passagem

Temos
O = "Regressar a origem em algum instante k > 1"
= {sz;[ tal que X, = 0}
o0
= Jx=0}
k=1
Definimos
Ok = "Regressar a origem pela primeira vez no instante k"

{Xl 7&07"'7Xk—1 #O,XkZO}
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Problema 1
0®000000000000

Probabilidades de primeira passagem

Temos
O = "Regressar a origem em algum instante k > 1"
= {sz;[ tal que X, = 0}
o0
= Jx=0}
k=1
Definimos
Ok = "Regressar a origem pela primeira vez no instante k"
{Xl # 07"'7Xk—1 7& 07Xk = 0}
oo
0= 0
k=1
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Problema 1
00®00000000000

Sucessdes

Resultado

P(0) = i P(Ox)
k=1
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Problema 1
00®00000000000

Sucessdes

Resultado

P(0) = i P(Ox)
k=1

e Precisamos de obter informacg&o sobre das probabilidades
fx = P(Ok),

que s3o dificeis de calcular directamente.

e Faceis de obter sdo as probabilidades

U = P(Xk = 0).
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Problema 1
00®00000000000

Sucessdes

Resultado

P(0) = i P(Ox)
k=1

e Precisamos de obter informac3o sobre das probabilidades
fx = P(Ok),
que s3o dificeis de calcular directamente.
e Faceis de obter sdo as probabilidades
ux = P(X, = 0).
Objectivo
Obter uma relagdo entre (uy) e (fy).
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Problema 1
000@0000000000

Relacdo FU

Tendo em conta que cada deslocamento é independente dos
restantes, decompondo os passeios que voltam a origem no instante
n através do instante do primeiro regresso, obtemos
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Problema 1
000@0000000000

Relacdo FU

Tendo em conta que cada deslocamento é independente dos
restantes, decompondo os passeios que voltam a origem no instante
n através do instante do primeiro regresso, obtemos

P(X,=0) = > P(X1#0,..., X1 #0,X =0,X,=0)
k=1
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Problema 1
000@0000000000

Relacdo FU

Tendo em conta que cada deslocamento é independente dos
restantes, decompondo os passeios que voltam a origem no instante
n através do instante do primeiro regresso, obtemos

P(X,=0) = > P(X1#0,..., X1 #0,X =0,X,=0)
k=1

= ZP(Xl #0,...,X1#0,X=0,X, — X, =0)
k=1

= Y P(Ok)P(Xn—i = 0)
k=1
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Problema 1
000@0000000000

Relacdo FU

Tendo em conta que cada deslocamento é independente dos
restantes, decompondo os passeios que voltam a origem no instante
n através do instante do primeiro regresso, obtemos

P(X,=0) = > P(X1#0,..., X1 #0,X =0,X,=0)
k=1

= ZP(Xl #0,...,X1#0,X=0,X, — X, =0)
k=1

= Y P(Ok)P(Xn—i = 0)
k=1

Resultado
Paran>1,

Up = foun + Aup_1+ -+ fo1un + foug
ondeug =1 e fy =0.




Problema 1
0000®000000000

Funcdes Geradoras

Sejam

U(s) = Zs"un e F(s)= Zs"fn
n=0 n=0
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Problema 1
0000®000000000

Funcdes Geradoras

Sejam
U(s):Zs”un e F(s):Zs"fn
n=0 n=0

e Reparemos que F(1) = 2, f, = P(O).
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Problema 1
0000®000000000

Funcdes Geradoras

Sejam
U(s):Zs"un e F(s):Zs"fn
n=0 n=0

e Reparemos que F(1) = 2, f, = P(O).

Resultado
Para |s| < 1:

U(s)F(s) = uofo + (four + fug)s + (foua + fLug + f2U0)52 dbooc

Pela relacdo anterior:
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Problema 1
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O Teorema

Teorema (Pdlya, 1921)

Zun<oo<:>P((’))<1
n=0
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Problema 1
00000080000000

Yo oun <00 = P(O)<1

Esta implicacdo é trivial pois

Zun<oo<i> U(1) < oc.
n=0
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Problema 1
00000080000000

Yo oun <00 = P(O)<1

Esta implicacdo é trivial pois
o0
Zun<oo<i> U(1) < oc.
n=0

Logo, a relagdo

vale também para s = 1:
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Problema 1
00000080000000

Yo oun <00 = P(O)<1

Esta implicacdo é trivial pois

Zun<oo<i> U(1) < oc.
n=0

Logo, a relagdo
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Problema 1
0000000e000000

Yo oun <00 <= P(O)<1

Temos
F(1) = P(O) < 1.
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Problema 1
0000000e000000

S oun < 00 <= P(O) <

Temos
F(1) = P(O) < 1.

Para N € N,

N <I u lim L
D mgs"k U =T Fe T TR

k=0
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Problema 1
00000000e00000

Teorema de Pélya

[o.¢]
=1 se Zuk:oo
k=0
P(O) =
o
<1l se Zuk<oo
k=0
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Problema 1
000000000e0000

Para n € N,
Upp—1 = P(Xop-1 =0)=0

2n\ 1
UQHZP(XQ,,:O):<”>22H
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Problema 1
000000000e0000

Para n € N,
Upp—1 = P(Xop-1 =0)=0

2n\ 1
UQHZP(XQ,,:O):<”>22H

Formula de Stirling:

1
nl ~ n"t2e "\/2n
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Problema 1
000000000e0000

Para n € N,
Upp—1 = P(Xop-1 =0)=0

2n\ 1
UQHZP(XQ,,:O):<”>22H

Formula de Stirling:

1
nl ~ n"t2e "\/2n

[y

uzp ~

3
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Problema 1
000000000e0000

Para n € N,
Upp—1 = P(Xop-1 =0)=0

2n\ 1
UQHZP(XQ,,:O):<”>22H

Formula de Stirling:

o

Zun:oo—>P(O):1.
n=0
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Problema 1

0000000000800 0
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Problema 1

0000000000800 0

1 @)1 f2n\ & /m\2_ [(2n\* 1
u2”_42";k!2(n—k)!2_42"<n> (k) _<n> 42n

Usando a férmula de Stirling:

2n\? 1 1
u g _—~ —
2n n 42n  mp
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Problema 1
0000000000e000

1 @)1 f2n\ & /m\2_ [(2n\* 1
u2”_42";k!2(n—k)!2_42"<n> (k) _<n> 42n

Usando a férmula de Stirling:

2n\? 1 1
u g - AN —
2n n 42n  p
oo
Zun:oo—>P((9):1.
n=0
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Problema 1
00000000000e00

n

1 (2n)!
tan = 62”MZO JUkk (n—j — k)I(n —j — k)]
Jj+k<n
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Problema 1
00000000000e00

1 < (2n)!
un = —5—= T B B
2 62"MZO JUkIKN (n—j — K){(n— j — k)]
Jj+k<n
1 /2n) «— [ 1 nl 2
Soon ( n>j;; (3"j!k!(n—j—k)!>
j+k<n
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Problema 1
00000000000e00

1 < (2n)!
uxn = - o ; .
2 62"MZO JKTKI(n = j = K)I(n — j — k)]
Jj+k<n
1 /2n) «— [ 1 nl 2
B 2"<n>j; (3"j!k!(n—j—k)!>
j+k<n

IA
|

1 n! 1 (2n
3n212(n— 2 — Z2)122n \ n
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Problema 1
00000000000e00

1 < (2n)!
un = —5—= T B B
2 62"MZO JUkIKN (n—j — K){(n— j — k)]
Jj+k<n
1 /2n) «— [ 1 nl 2
Soon ( n>j;; (3"j!k!(n—j—k)!>
j+k<n

IA
|

1 n! i 2n 1
3n212(n— 2 — Z2)122n \ n 3
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Problema 1
00000000000e00

1 < (2n)!
un = —5—= T B B
2 62"MZO JUkIKN (n—j — K){(n— j — k)]
Jj+k<n
1 /2n) «— [ 1 nl 2
Soon ( n>j;; (3"j!k!(n—j—k)!>
j+k<n

IA
|

1 n! i 2n 1
3n212(n— 2 — Z2)122n \ n 3

Zun<oo—>P((’))<1.
n=0
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Problema 1
0000000000080

Representemos por @9 o acontecimento O no caso d-dimensional.
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Problema 1
0000000000080

Representemos por @9 o acontecimento O no caso d-dimensional.
Se considerarmos a projeccdo da posicdo X, no subespaco gerado
pelas primeiras 3 dimensdes temos (depois de suprimidas as

possiveis paragens)

0¢cod
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Problema 1
0000000000080

Representemos por @9 o acontecimento O no caso d-dimensional.
Se considerarmos a projeccdo da posicdo X, no subespaco gerado
pelas primeiras 3 dimensdes temos (depois de suprimidas as

possiveis paragens)

0¢cod

P(O?) < P03 <1
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Problema 1
0000000000000e

Resposta ao Problema 1

=1 sed=1,2

<1 sed>3.

“Um homem embriagado encontrara o caminho para casa
mas um passaro bébado pode perder-se para sempre”
Shizuo Kakutani
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Problema 2

Estamos interessados no acontecimento

O = “Regressar a origem uma infinidade de vezes"
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©00000

Problema 2

Estamos interessados no acontecimento

O = “Regressar a origem uma infinidade de vezes"

= N UX.=0}

k=1 n=k
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Problema 2
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Problema 2

Estamos interessados no acontecimento

O = “Regressar a origem uma infinidade de vezes"

= N UX.=0}

k=1 n=k

=: {X, =0} i.o. (de “infinitely often”)
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Problema 2

Estamos interessados no acontecimento
“Regressar a origem uma infinidade de vezes'

O =

- NUx-0

{Xnh = 0} i.o. (de “infinitely often”)

Teremos P(O,) = 1 para algum d > 17 Se sim, para quais?
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Problema 2
0®0000

O Teorema

Teorema (Pélya, 1921)

1 se Zuk:oo
k=0
P(OOO):
0 se Zuk<oo
k=0
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Problema 2
0®0000

O Teorema

Teorema (Pélya, 1921)

1 se Zuk:oo
k=0
P(OOO):
0 se Zuk<oo
k=0

e Este resultado é do tipo da lei zero-um de Borel, mas esta é
aplicavel a acontecimentos independentes.

e A segunda parte do resultado é valida mesmo no caso da
dependéncia (lema de Borel-Cantelli).
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Problema 2
00000

Ziozouk < 0 = P(Ooo) =0
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Problema 2
00000

Ziozouk < 0 = P(Ooo) =0

P(Ox) = P(ﬂ U{xn:0}>

k=1 n=k

— lim P (G{xn_o}>

k—o00
n=k
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Problema 2
00000

Ziozouk < 0 = P(Ooo) =0

P(Ox) = P(ﬂ U{xn:0}>

k=1 n=k
= l|lim P X,=0
CR(VEST)

o0

< lim > P(X,=0)

k—o00
n=k
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Problema 2
00000

Ziozouk < 0 = P(Ooo) =0

P(Ox) = P(ﬂ U{xn:0}>

k=1 n=k
= l|lim P X,=0
CR(VEST)

o0

lim " P(X,=0)

k—o00
n=k

(0.)
= |im Z Up
n=k

k—o00

IN
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Problema 2
00000

Ziozouk < 0 = P(Ooo) =0

P(Ox) = P(ﬂ U{xn:0}>

k=1 n=k
= l|lim P X,=0
CR(VEST)

o0

lim " P(X,=0)

k—o00
n=k

(0.)
= |im Z Up
n=k

k—o00

IN

= 0.
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Problema 2
000000

Y ootk =00 = P(Ox) =1

E valida a representacio alternativa

o0
oo
O = [) O3
m=1
onde
O,, = "Regresso a origem pelo menos m vezes até ao instante n"
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Problema 2
000000

(OOO) =1

E valida a representacio alternativa

o

O =) O

m=1

onde
O,, = "Regresso a origem pelo menos m vezes até ao instante n"
Objectivo
Mostrar que
P(OR) =1,

para todo o m € N.
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Problema 2
000000

Z?:O Uy, = 00 = P(Ofno) = 1, Vm

Para n € N temos
ortc oy
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Problema 2
000000

Z?:O Uy, = 00 = P(Ofno) = 1, Vm

Para n € N temos
ortc oy

sendo possivel provar que

P(OR) = P(OR") = P(O7)™.
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Problema 2
000000

Z?:O Uy, = 00 = P(Ofno) = 1, Vm

Para n € N temos
ortc oy

sendo possivel provar que

P(OR) = P(OR") = P(O7)™.

Finalmente, como

or=Jort|Jok=0,
k=1 k=1
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Problema 2
000000

Z?:O Uy, = 00 = P(Ofno) = 1, Vm

Para n € N temos
ortc oy

sendo possivel provar que

P(OR) = P(OR") = P(O7)™.

Finalmente, como
n o0
or=Joct|Jow=0,
k=1 k=1

concluimos que
P(O7) = (P(O))" = 1.
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Problema 2
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Resposta ao Problema 2
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Problema 3
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Problema 3

Fixando um ponto x de Z9, estamos interessados nos
acontecimentos:
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Problema 3
€000

Problema 3

Fixando um ponto x de Z9, estamos interessados nos
acontecimentos:

X = "Passar em x em algum instante n > 1"
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Problema 3
€000

Problema 3

Fixando um ponto x de Z9, estamos interessados nos
acontecimentos:

X = "Passar em x em algum instante n > 1"

= U{Xn = X}a
n=1
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Problema 3
€000

Problema 3

Fixando um ponto x de Z9, estamos interessados nos
acontecimentos:

X = "Passar em x em algum instante n > 1"
e}
= U {Xn = X}a
n=1

X5, = "Passar em x uma infinidade de vezes”
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Problema 3
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Problema 3

Fixando um ponto x de Z9, estamos interessados nos
acontecimentos:

X = "Passar em x em algum instante n > 1"

= U{Xn = X}a
n=1

X5, = "Passar em x uma infinidade de vezes”

- AU=x

k=1 n=k
= {X,=x}i.0.
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Problema 3
€000

Problema 3

Fixando um ponto x de Z9, estamos interessados nos
acontecimentos:

X = "Passar em x em algum instante n > 1"
e}
= U {Xn = X}a
n=1

X5, = "Passar em x uma infinidade de vezes”

= NUx=x

k=1 n=k
= {X,=x}i.0.

Teremos P(X,) = 1 para algum d > 17 Se sim, para quais?
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Problema 3
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Resposta ao Problema 3

=1 sed=1,2
o P(X)=
<1 sed>3.
1 sed=1,2
o P(Xx)=
0 sed>3.
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Problema 3
fole] Yo}

Casod >3

e Usando a mesma ideia que usamos para o primeiro problema,
vemos que

iP(X =x) <00
n=1

P(X)<1
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Problema 3
fole] Yo}

Casod >3

e Usando a mesma ideia que usamos para o primeiro problema,
vemos que

i P(X, =x) < o0
n=1
P(X)<1

e Aplicando o lema de Borel-Cantelli:

P(Xs) =0
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Problema 3
oooe

e Como vimos no Problema 2, a particula passa infinitas vezes na
origem, e quando passa comeca um novo passeio aleatério idéntico
ao primeiro e independente deste.

e A probabilidade de em cada um deste passeios o ponto x ser
atingido é positiva, sendo por isso certo (pois “tem infinitas
tentativas") que sera atingido um namero infinito de vezes com
probabilidade 1.
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Problema 3
oooe

e Como vimos no Problema 2, a particula passa infinitas vezes na
origem, e quando passa comeca um novo passeio aleatério idéntico
ao primeiro e independente deste.

e A probabilidade de em cada um deste passeios o ponto x ser
atingido é positiva, sendo por isso certo (pois “tem infinitas
tentativas") que sera atingido um namero infinito de vezes com
probabilidade 1.

P(XOO) =1
4
P(X) =1
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