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Introdugdo
€000

O problema

Quantas multiplicacdes escalares s3o necessarias para efectuar a
multiplicacdo de duas matrizes reais do tipo 2 x 27
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Introdugdo
€000

O problema

Quantas multiplicacdes escalares s3o necessarias para efectuar a
multiplicacdo de duas matrizes reais do tipo 2 x 27

x y| [a b|_|xatyc xb+yd
z w c d| | za+wec zb+ wd

8 multiplica¢des.
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Introdugdo
€000

O problema

Quantas multiplicacdes escalares s3o necessarias para efectuar a
multiplicacdo de duas matrizes reais do tipo 2 x 27

x y| [a b|_|xatyc xb+yd
z w c d| | za+wec zb+ wd

8 multiplica¢des.

Problema

Conseguiremos efectuar este produto fazendo menos que oito
multiplicacbes? E qual é o minimo de multiplicacbes necessarias?
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Introdugdo
000

Exemplos

e Diferenca de quadrados:

2_ .2
X —yt=xex—yey=(x—y)(x+y).
A partida, efectuamos duas multiplicacdes, mas
usando o caso notavel, apenas uma multiplicac3o.
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Introdugdo
000

Exemplos

e Diferenca de quadrados:

2_ .2
X —yt=xex—yey=(x—y)(x+y).
A partida, efectuamos duas multiplicacdes, mas
usando o caso notavel, apenas uma multiplicac3o.

e Multiplicacdo de complexos:

Por definicdo: (a+bi)x(c+di)=(a-c—b-d)+(a-d+b-c)i.
A partida, 4 multiplicacdes. No entanto, calculando:
x=a(c+d), y=(a+ b)d, z= b(d — c) obtém-se:

(a+ bi) x (c +di) = (x — y) + (y — 2)i

ou seja, apenas trés multiplicacdes.
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Introdugdo
[eYe] Yo

O algoritmo de Strassen

No caso da multiplicacdo de matrizes 2 x 2,calculando as expressdes:

I=(x+w)a+d) V=(x+y)d
I=(z+w)a VI=(—x+2z)(a+b)
I = x(b — d) VII = (y — w)(c + d)
IV=w(—-a+c¢)
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Introdugdo
[eYe] Yo

O algoritmo de Strassen

No caso da multiplicacdo de matrizes 2 x 2,calculando as expressdes:

I=(x+w)(a+d) V=(x+y)d

I=(z+w)a VI=(—x+2z)(a+b)
111 = x(b — d) VII = (y — w)(c + d)
IV=w(—-a+c¢)

x y | |a b| [I+IV-V4+VI nr+v

z w c d| II+1v I+ I+ 111+ VI

ou seja, com este algoritmo, sdo necessarias apenas sete
multiplicagBes. (V. Strassen 1969.)
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Introdugdo
ocooe

Minimo de multiplicactes

Questdes

o E possivel efectuar a multiplicacdo de duas matrizes 2 x 2 com
menos de sete multiplicacées?
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Introdugdo
ocooe

Minimo de multiplicactes

Questdes

o E possivel efectuar a multiplicacdo de duas matrizes 2 x 2 com
menos de sete multiplicacées?

@ Existe uma férmula para a multiplicacdo de dois nameros
complexos com menos de trés multiplicacées?
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Aplicacdes bilineares
©0000000000

O que é uma multiplicacdo?

Definicdo (Forma bilinear de caracteristica 1)

Uma forma bilinear de caracteristica 1 € uma a aplicacdo

R” x R™ — R dada por: (x,y) — x(u”v)y’ onde
u=(u1,...,up) €ER"ev=(vg,...,vyn) € R™ sio dois vectores.
Denotemos esta aplicacdo por u ® v.
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O que é uma multiplicacdo?

Definicdo (Forma bilinear de caracteristica 1)

Uma forma bilinear de caracteristica 1 € uma a aplicacdo

R” x R™ — R dada por: (x,y) — x(u”v)y’ onde
u=(u1,...,up) €ER"ev=(vg,...,vyn) € R™ sio dois vectores.
Denotemos esta aplicagdo por u ® v.

Temos as seguintes relacées:
(Vi+v2)@u=viQu+va®u
v (up+u) =vRus + v Q@up
(AV)@u=A(v®eu)=v® (\u)
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Aplicacdes bilineares
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No algoritmo de Strassen I, ..., VII s3o formas bilineares de
caracteristica 1:

I =(x+w)-(a+d)=(x+0y+0z+w)-(a+0b+0c+d)=
= (xy,2,w)(1,0,0,1)7(1,0,0,1)(a, b, c,d) T,

I=(z+w) -(a)=(0x+0y+z+w)-(a+0b+0c+0d) =
= (x,y,2,w)(0,0,1,1)7(1,0,0,0)(a, b, ¢, d) T,

IIT = etc.
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Aplicacdes bilineares
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No algoritmo de Strassen I, ..., VII s3o formas bilineares de
caracteristica 1:

I =(x+w)-(a+d)=(x+0y+0z+w)-(a+0b+0c+d)=
= (xy,2,w)(1,0,0,1)7(1,0,0,1)(a, b, c,d) T,

I=(z+w) -(a)=(0x+0y+z+w)-(a+0b+0c+0d) =
= (x,y,2,w)(0,0,1,1)7(1,0,0,0)(a, b, ¢, d) T,

IIT = etc.

E dizer que o produto de matrizes pode ser feito com apenas sete
multiplicacdes é equivalente a exibir a férmula:

AR R R L SR R

-1 1 0 0 1 0
}—&-V{ 0 0}+VI{O 1}4-\/11{0 0]

+

<
-
oo
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Problema da multiplicacdo de complexos

Podemos fazer o mesmo para os nimeros complexos chegando a:

x = a(c+d) = (a,b)(1,0)T(1,1)(c,d)T
y = (a+b)d = (a,b)(1,1)7(0,1)(c,d)T
z=b(d—c)=(a,b)(0,1)T(~1,1)(c,d)T
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Problema da multiplicacdo de complexos

Podemos fazer o mesmo para os nimeros complexos chegando a:
x = a(c+d) = (a,b)(1,0)T(1,1)(c,d)T
y = (a+b)d = (a,b)(1,1)7(0,1)(c,d)T
z=b(d—c)=(a,b)(0,1)T(~1,1)(c,d)T

Dizer que o produto de dois nimeros complexos pode ser realizado
com apenas 3 multiplica¢des, equivale a igualdade:

(a+bi)(c+di)=x-1+y-(=1+i)+z-(—i)
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Aplicacdes bilineares
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Problema da multiplicacdo de complexos

Suponhamos que existem u,v,s,t € R? e Wy, W5 € C, tais que:

(a+ bi)(c+ di) = (a,b)(uTv)(c,d)T - Wy + (a,b)(s"t)(c,d)T - W,
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Problema da multiplicacdo de complexos

Suponhamos que existem u,v,s,t € R? e Wy, W5 € C, tais que:

(a+ bi)(c+di) = (a,b)(uTv)(c,d)T - Wy + (a,b)(s"t)(c,d)"

Mas com isto chegamos a uma contradicdo pois, tomando
0+ (a,b) € L{u}" e 0# (c,d) € L{t}", obtém-se:

(a + bi)(c + di) (2. b)(uTv)(c, ) Wi+ (a,b)(sTt)(c.d)" W2
((a, b)u”) (v(c,d)™) Wy + ((a,b)sT) (t(c,d)T) Wa

= [0-v(c, d)T] W1 + [(a,b)s™ - 0] W5 =0
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Problema da multiplicacdo de complexos

N3o existe uma férmula para a multiplicacdo de dois niimeros
complexos a partir das suas partes real e imaginaria que envolva
apenas duas multiplicacées.
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Aplicacdes bilineares

Definicdo (Aplicagdo Bilinear)
Sejam E, V, W espacos vectoriais sobre um corpo. Seja
¢: E x V — W uma aplicagdo que satisfaz as seguintes
propriedades:

® p(v1 + v2,u) = p(vi,u) + ¢(v2,u)

o p(v,u1 +u2) = p(v,u1) + ¢(v,u2)

o w(Av,u) = Ap(v,u) = (v, Au)
entdo ¢ diz-se uma aplicagdo bilinear.
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Aplicacdes bilineares
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Notacdo

@ Denotemos o espaco das matrizes reais, quadradas de ordem
n por M, e denotemos por i, a aplicacio M, x M, — M,
dada pela multiplicagdo de matrizes, (A, B) — AB.
(Abreviamos p, para p.)

@ Sejam u, v vectores de R” e R™ respectivamente e w um
vector de W entdo (u ® v)w é a aplicagdo bilinear de
R” x R™ — W dada por (x,y) — (x(u"v)y")w.
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Exemplos

e A aplicacdo pp: M, x M, — M, é bilinear pois:

A(B+ C) = AB + AC
(A+ B)C = AC + BC
(AA)B = \(AB) = A(AB)
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Exemplos

e A aplicacdo pp: M, x M, — M, é bilinear pois:

A(B+ C) = AB + AC
(A+ B)C = AC + BC
(AA)B = \(AB) = A(AB)

@ Encarando C como espago real (de dimensdo 2), a aplicagdo
C x C — C dada pelo produto de dois niimeros complexos &
bilinear.
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Exemplos

e A aplicacdo pp: M, x M, — M, é bilinear pois:

A(B+ C) = AB + AC
(A+ B)C = AC + BC
(AA)B = \(AB) = A(AB)

@ Encarando C como espago real (de dimensdo 2), a aplicagdo
C x C — C dada pelo produto de dois niimeros complexos &
bilinear.

@ A aplicagdo ¢: R” x R™ — RP dada por ¢ = > (u; ® v)z;
onde u; € R”, v; € R™ e z; € RP & bilinear.
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Teorema

Seja p: R" x R™ — W uma aplicacdo bilinear. Entdo existem
u €R", v; eR™, wy € W tais que o =, (uj @ vj)wj;.
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Teorema

Seja p: R" x R™ — W uma aplicacdo bilinear. Entdo existem
u €R", v; eR™, wy € W tais que o =, (uj @ vj)wj;.

Sejam (u;) e (v;) bases ortonormadas de R"” e R™ respectivamente.
d] /j p

oxeR"eyeR" = x=>) ajuiey =) fv;.
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Teorema

Seja p: R" x R™ — W uma aplicacdo bilinear. Entdo existem
u €R", v; eR™, wy € W tais que o =, (uj @ vj)wj;.

Sejam (u;) e (v;) bases ortonormadas de R"” e R™ respectivamente.
d] /j p

oxeR"eyeR" = x=>) ajuiey =) fv;.
o (u;) e (v;) bases ortonormadas = xu] =a; e vy’ = ;.

i
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Teorema

Seja p: R" x R™ — W uma aplicacdo bilinear. Entdo existem
u €R", v; eR™, wy € W tais que o =, (uj @ vj)wj;.

Sejam (u;) e (v;) bases ortonormadas de R"” e R™ respectivamente.
d] /j p

oxeR"eyeR" = x=>) ajuiey =) fv;.
o (u;) e (v;) bases ortonormadas = xu] =a; e vy’ = ;.

e o bilinear = p(x,y) = ZiJ aiﬁj‘ﬂ(”l’»"j)-
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Teorema

Seja p: R" x R™ — W uma aplicacdo bilinear. Entdo existem
u €R", v; eR™, wy € W tais que o =, (uj @ vj)wj;.

Sejam (u;) e (v;) bases ortonormadas de R"” e R™ respectivamente.
d] /j p

oxeR"eyeR" = x=>) ajuiey =) fv;.
o (u;) e (v;) bases ortonormadas = xu] =a; e vy’ = ;.
® o bilinear = o(x,y) =>_; ; 2iBj(u;, v)).

@ Assim, ¢o(x,y) = Z,J(XU;T)(VJ'TY)SO(”ivVJ)-
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Teorema

Seja p: R" x R™ — W uma aplicacdo bilinear. Entdo existem
u €R", v; eR™, wy € W tais que o =, (uj @ vj)wj;.

Sejam (u;) e (v;) bases ortonormadas de R"” e R™ respectivamente.
d] /j p

oxeR"eyeR" = x=>) ajuiey =) fv;.

o (u;) e (v;) bases ortonormadas = xu] =a; e vy’ = ;.
® o bilinear = o(x,y) =>_; ; 2iBj(u;, v)).

o Assim, p(x,y) = >, (xu] )(v] y)p(ui, v)).

o Conclui-se que ¢ = >, (u; ® vj)wj; com wj; = (u;,v;) € W.
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Caracteristica de uma aplicacdo bilinear

Defini¢do (Caracteristica)

Seja p: R” x R™ — W uma aplicagdo bilinear. A caracteristica de
© € o menor natural k para o qual existem uq,...,u, € R",
Vi,...,Vx ERM™ewy,...,w, € W tais que ¢ = fozl(u,-@v,-)w,-

(No caso da forma bilinear a caracteristica de ¢ coincide com a
caracteristica da matriz que a representa.)
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Exemplos

o (u® v)w tem caracteristica < 1.
@ A multiplicacdo de complexos tem caracteristica 3.
@ O produto interno de R” tem caracteristica n.

@ /. tem caracteristica < 7.
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Exemplos

e (u® v)w tem caracteristica < 1.
@ A multiplicacdo de complexos tem caracteristica 3.
@ O produto interno de R” tem caracteristica n.

@ /. tem caracteristica < 7.

[Identificando Mz com R* através de [z 3} — (a, b, c, d)]
1 0 0 o0 0 1
M=U1®V1{0 1}+02®V2[1 1}+U3®V3{0 1}+
1 0 -1 1 0 0 1 0
+u4®V4{ 1 0 }+U5®V5{ 0 0 :|+U6®V6|: 0 1 }+U7®V7{ 0 0 }
u; =(1,0,0,1) vi =(1,0,0,1)
uz = (07 0, 171) us = (171707 0) V2 = (1707 0, O) Vs = (070707 1)

us = (1,0,0,0) us=(-1,0,1,0) wv3z=(0,1,0,—1) vg=(1,1,0,0)
ug = (170’07 1) uz7 = (07 1,0, _1) V4 = (_1707 170) V7 = (0707 1, 1)
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Caracteristica de p
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Problema

Qual a caracteristica de pu?

Se caracteristica de u for 6, entdo existem seis pares de vectores
uj,v; € R* e seis matrizes A; € M, tais que

p=(ur ® v1)A1 + (U2 ® v2)Az + - - - + (us ® ve)As
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Problema

Qual a caracteristica de pu?

Se caracteristica de u for 6, entdo existem seis pares de vectores
uj,v; € R* e seis matrizes A; € M, tais que

p=(ur ® v1)A1 + (U2 ® v2)Az + - - - + (us ® ve)As

Aplicando a ideia usada no caso dos complexos, tomemos
0+#ac L{ug,up,u3}t e0#b¢c L{vg,vs,vg}" e assim
3 6
p(a,b) => a(u/vi)bT A + ) "a(u/vi)bTAj=0+0=0.
i=1 i=4
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Problema

Qual a caracteristica de pu?

Se caracteristica de u for 6, entdo existem seis pares de vectores
uj,v; € R* e seis matrizes A; € M, tais que

p=(ur ® v1)A1 + (U2 ® v2)Az + - - - + (us ® ve)As

Aplicando a ideia usada no caso dos complexos, tomemos
0+#ac L{ug,up,u3}t e0#b¢c L{vg,vs,vg}" e assim
3 6
p(a,b) => a(u/vi)bT A + ) "a(u/vi)bTAj=0+0=0.
i=1 i=4

Mas isto ndo nos permite concluir pois, por exemplo,

ool o t]=lo o)

Eduardo Dias A caracteristica da multiplicacdo de matrizes



Caracteristica de p
000000

O ideal gerado por uma matriz

Definicio

Seja a = (a1, ag, a3, a4). Define-se o conjunto aM; através de

a./\/lgz{[al 82:|B:B€M2}.

a3 aa

@ aM, & um subespaco de Mo.
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O ideal gerado por uma matriz

Definicio
Seja a = (a1, ag, a3, a4). Define-se o conjunto aM; através de

a./\/lgz{[al 82:|B:B€M2}.

a3 aa

@ aM, & um subespaco de Mo.
@ aM5 é um ideal direito de My, pois

CeaMreBe My — (CBe€aM,
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O ideal gerado por uma matriz

Definicio
Seja a = (a1, ag, a3, a4). Define-se o conjunto aM; através de

a./\/lgz{[al az:|B:B€M2}.

a3 aa

@ aM, & um subespaco de Mo.
@ aM5 é um ideal direito de My, pois

CeaMreBe My — (CBe€aM,

Dado b € R*, define-se o ideal (esquerdo), Mzb, de forma analoga.
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Caracteristica de p
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Demonstracdo

Supomos que i tem caracteristica 6:

p=(u1 ®vi)Ar + (u2 @ v2)Az + - - - + (ug @ ve)As

o L{u1,up,...,us} = R* e assim podemos supor, sem perda de
generalidade, que {u1, up, us3, us} formam uma base de R*.
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Demonstracdo

Supomos que i tem caracteristica 6:

p=(u1 ®vi)Ar + (u2 @ v2)Az + - - - + (ug @ ve)As

o L{u1,up,...,us} = R* e assim podemos supor, sem perda de
generalidade, que {u1, up, us3, us} formam uma base de R*.

@ Seja 0 #b € L{v4,vs, v} entdo para todo a € R*,

n(a,b) = Z?:l a(u/vi)bTA; + Z?:4a(u,-Tv,-)bTA,- =
= a(uIvl)bTAl + a(u;vz)bTAg + a(uIV3)bTA3.

Logo Msb C E{Al,AQ,A:;} #+ Mo.
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Demonstracdo

Supomos que i tem caracteristica 6:

p=(u1 ®vi)Ar + (u2 @ v2)Az + - - - + (ug @ ve)As

o L{u1,up,...,us} = R* e assim podemos supor, sem perda de
generalidade, que {u1, up, us3, us} formam uma base de R*.

@ Seja 0 #b € L{v4,vs, v} entdo para todo a € R*,

n(a,b) = Z?:l a(u/vi)bTA; + Z?:4a(u,-Tv,-)bTA,- =
= a(uIvl)bTAl + a(u;vz)bTAg + a(uIV3)bTA3.

Logo Msb C E{Al,AQ,A:;} #+ Mo.

e Conclui-se que Mjb tem dimensido 2.
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Demonstragao. seu = (w @i + (w2 ®v2)az + - - + (ve ® ve)de...

Teorema
Se a,b # 0 entdo a dimensdo de aMy e de Mob é2 ou 4.
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Demonstragao. seu = (w @i + (w2 ®v2)az + - - + (ve ® ve)de...

Teorema
Se a,b # 0 entdo a dimensdo de aMy e de Mob é2 ou 4.

@ De entre vib",vob” v3b’ existem dois ndo nulos.

Suponhamos que vibT = vob7 = 0. Entdo de Mab C L{As}
deduz-se que dim Mzb =1, contradigdo.

Suponhamos que vib” vobT £ 0.
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Demonstragao. seu = (w @i + (w2 ®v2)az + - - + (ve ® ve)de...

Teorema
Se a,b # 0 entdo a dimensdo de aMy e de Mob é2 ou 4.

@ De entre vib",vob” v3b’ existem dois ndo nulos.

Suponhamos que vibT = vob7 = 0. Entdo de Mab C L{As}
deduz-se que dim Mzb =1, contradigdo.

Suponhamos que vib” vobT £ 0.
o E{Al,Az} C Msb.

ug,uz,us lin. indep. — L{uz,U3}J- 04 L{ul}L logo
Jc € L{uz,uz}t \ L{ui}t e assim Mzb 3 (cuf vibT)A; = u(c,b), etc.
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Demonstragao. seu = (w @i + (w2 ®v2)az + - - + (ve ® ve)de...

("] ,C{VQ,V37 NN ,Vﬁ} = ]R4.
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Demonstragao. seu = (w @i + (w2 ®v2)az + - - + (ve ® ve)de...

o ,C{VQ,V37 ce ,Vﬁ} = ]R4.
@ Se Msb C ﬁ{V3, V4, Vs, VG}J‘ — ﬁ{V3, V4, Vs, Vs} C Mng‘.
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Demonstragao. seu = (w @i + (w2 ®v2)az + - - + (ve ® ve)de...

("] ,C{VQ,V37 NN ,Vﬁ} = ]R4.
@ Se Msb C ﬁ{V3, V4, Vs, VG}J‘ — ﬁ{V3, V4, Vs, Vs} C Mng‘.
o Jvj € {v3, s, vs, v} tal que Mob ¢ E{vj}J—.

Suponhamos que Msb ¢ L{v3}*. Seja 0 # a € L{u4,us, ug}*.
Entdo aM;, C ﬁ{Al,Az,Ag}.
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@ Se Msb C ﬁ{V3, V4, Vs, VG}J‘ — ﬁ{V3, V4, Vs, Vs} C Mng‘.
o Jvj € {v3, s, vs, v} tal que Mob ¢ E{vj}J—.

Suponhamos que Msb ¢ L{v3}*. Seja 0 # a € L{u4,us, ug}*.
Entdo aM;, C ﬁ{Al,Az,Ag}.

Teorema
Sea # 0 eaMsy C Maob entio Mab = Mo.
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o Jvj € {v3, s, vs, v} tal que Mob ¢ E{vj}J—.
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Entdo aM;, C ﬁ{Al,Az,Ag}.

Teorema
Sea # 0 eaMsy C Maob entio Mab = Mo.

T

@ Para cada x € R existe y € Myb tal que vsx” = v3y’.
° u(a,x) - ﬂ(aJ) € £{A17A2} - M2b

e Logo aMy C Msb + L{A1, Ax} = Msb.
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("] ,C{VQ,V37 NN ,Vﬁ} = ]R4.
@ Se Msb C ﬁ{V3, V4, Vs, VG}J‘ — ﬁ{V3, V4, Vs, Vs} C Mng‘.
o Jvj € {v3, s, vs, v} tal que Mob ¢ E{vj}J—.

Suponhamos que Msb ¢ L{v3}*. Seja 0 # a € L{u4,us, ug}*.
Entdo aM;, C ﬁ{Al,Az,Ag}.

Teorema
Sea # 0 eaMsy C Maob entio Mab = Mo.

T

@ Para cada x € R existe y € Myb tal que vsx” = v3y’.

o p(a,x) — u(a,y) € L{A1, A2} C M>b

o Logo aMy C Mab + L{A1, A} = Mb.
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Outros Resultados

o A caracteristica de yi,, é maior ou igual a 3n®> — 3n + 1.
@ Em particular, a caracteristica de pu3 é maior ou igual a 19.

@ Existe uma férmula para ps que usa 23 multiplicacées.
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