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1 Introducao

Um sistema dinamico discreto € uma coleccao de estados avaliados
em tempos discretos, em que um estado é dado em funcédo de um ou

mais estados anteriores. Vamos estudar o caso

Ln4+1 — f(xn)v

onde o estado x,,. 1 é obtido a partir de x,, aplicando uma funcéo f,

de variavel real.




Um exemplo particularmente interessante € o sistema logistico, que

obtemos tomando a funcao

f(x) =rx(1 —x).

O sistema € entao definido por:

Tny1 = 720 (1 — ),

onde r € um parametro fixo.




Dado um valor x no dominio do sistema, chamamos trajectoria de x a
sucessdo ., f(x), f*(x), [*(z). ..

Chamamos érbita de x ao conjunto {z, f(x), f*(z), f*(z)...}.

Por exemplo, parar = 3,5 e x = 3/7, temos como trajectdria a

sucessao




Evolucéo temporal para r=3.5
T




Se na trajectdria de um ponto x, ao fim de algumas iteracdes o0s

pontos se repetem, ou seja se 37 : f7(xy) = xo, entéo

e dizemos que x(y € um ponto periodico de periodo n, onde n € o

menor natural tal que f"(z¢) = wo;

e chamamos a orbita de x( orbita n-periodica.




Evolucéo temporal para r=1.83
T

Teia do ponto fixo para r=1.83
T T T




Evolugéo temporal para r=2.9

T T T




Evolugéo temporal para r=3.95

Teia do ponto fixo para r=3.95

T — I T
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Ordenamento de SharkovskKii:

3<5H<T7<9<...<2:3<2-5<...<22.3<2%2.5<
.= 29222921

Teorema 1.1 (Sharkovskii) Seja f uma funcéo continua num

intervalo, definindo um sistema com uma orbita p-periddica. Se

p < @ entao o sistema tem tambéem uma orbita g-periodica.
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2 Casos p=2ep=3

Comecaremos por provar oS seguintes casos particulares:
e se f tem orbita 2-periddica, tem um ponto fixo

e se f tem orbita 3-periddica, tem 6rbita de qualquer periodo
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Teorema 2.1 (Ponto fixo) Seja f : J — J continua e
I =la,b] C J umintervalo tal que I C f(/). Entdo f tem um

ponto fixo em /.

/ 2\
/

Figura 1: ponto fixo em |a, b
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Primeiro caso ( p = 2):

Suponhamos que f tem 6rbita 2-periddica {1, x5}, ou seja,

f(x1) =200 f(22) = f(21).

Entdo {x1, 22} C f(|x1,22]), e como aimagem de um intervalo é

ainda um intervalo temos [2171, :132] C f([flh, 562])

A existéncia de um ponto fixo é entdo imediata. []
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Suponhamos que f tem uma 6rbita p-periédica, com p > 3

Sejamr; < ... < x, 0s pontos da orbita.

Estes pontos dividem o intervalo [z, x,,| em p — 1 subintervalos.

Figura 2. orbita 5-periodica

15



A cada orbita p-periddica de f vamos associar um grafo dirigido.

O grafo tem p — 1 vértices, que sdo os subintervalos .5;.

Tem-se um arco S; — S, seesose S; C f(.5;).
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Segundo Caso ( p = 3J):

Suponhamos que f tem oérbita 3-periddica, r1 < T9 < 3.

Seja y = x3, e suponhamos f(y) = 1, entdo temos o grafo:

B Vo

Figura 3: grafo de Orbita 3-periddica
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Resultado auxiliar:

Se Iy, 1, ..., 1, sdo intervalos fechados e tivermos

I, C f(L),13C f(l2),... In C f(Ih-1),

e ainda
[1 g f(ln)v

entdo temos I; C f™(1y).

Portanto ™ tem um ponto fixo, e f uma oérbita periddica, com

periodo divisor de n.
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Assim, encontrando no grafo de transicdo um ciclo de comprimento

n, podemos garantir a existéncia de uma orbita m-peridodica com m

divide n.

Se m < n entéo o ciclo sera a repeticdo sucessiva de um ciclo

indecomponivel de ordem m.
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No nosso exemplo encontramos:
O ciclo S| — ;.
O ciclo §; — Sy — 5.

Ociclo S| — S — S| — S; — ... — 5], de comprimento n.

Temos portanto orbitas n-periddicas para todo o n natural. []
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3 Caso geral

Ordenamento de SharkovskKii:

3<5H<T7<9<...<2:3<2-5<...<22.3<2%2.5<
.= <922 2921

Teorema 3.1 (Sharkovskii) Seja f uma func&o continua num
intervalo, com uma oérbita p-periddica. Se p < ¢ entdo f tem uma

Orbita g-periddica.
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Sejamxr; < 19 < ... < I, 0s elementos de uma orbita periddica.
Na particdo resultante, designamos por A; o intervalo mais a direita

cujo extremo inferior é transformado num ponto maior que ele proprio.

-J!';*. Al .J'!.L .r!_.-,
L

Figura 4: escolha de A;

Pela escolha de Ay, temos A; C f(A;).

Aplicando f nos dois termos sucessivamente, obtemos:

Ay C F(A) C (A C ...
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Lema 3.2 O numero de pontos x; da orbita que estao contidos em

fj(Al) cresce estritamente com 7, até que todos os p pontos da

6rbita estdo contidos em [ (A;), para um certo K.

K é o menor inteiro positivo parao qual ~ f*(A;) contém

[mlvmp]'

K < p— 2, pois A; contém 2 pontos da érbita e, com cada

incremento de j, f7(A;) contém pelo menos mais um dos p pontos.
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Assim, a imagem de A contém n&o s6 A; mas pelo menos mais um

subintervalo .S;.

Traduzindo em termos de grafos de transic&o isto significa que de Aj,
para além de uma arco para si proprio sai ainda um outro arco para

algum .S;.
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Lema 3.3 Dado um .S, fixo temos uma de duas hipéteses:

1. Existe um S,,, distinto de S,, cuja imagem contém S,

2. p épare ftem uma orbita 2-periddica
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Recordemos:
Pela nossa escolha de Ay, temos A; — A;
Pelo lema 3.2 existe um .5,,, distinto de A; tal que A; — 5,,.

Pelo lema 3.3 existe um .5,,,, distinto de A; tal que S,, — A;

()

/’ AI S
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Lema 3.4 Temos uma das seguintes alternativas:

1. f tem uma 6rbita (p — 2)-periddica;

2. p épare ftem uma érbita 2-periddica;

3. K =p—2.
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Prova do caso impatr:

Seja p € o maior nimero impar para o qual f tem uma 6rbita

p-periddica.
Observemos o que se passa se tivermos p = 7.
PeloLema3.4, K =p—2=25.

Isto significa que em cada passo de iteragdo de f sobre o
subintervalo A, apenas um ponto da 6rbita é acrescentado ao

Intervalo anterior.
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Seja Ay = Ty, Tyny1] entdo

1. ou f(xm) — Tm+41, f(xm+1) Lm—1,

2. ou f(ajm) = Im+2; f(ajm—i—l) — Im-
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Entdo temos que 4; — Ay — ... — Ag — Ay eque Ag — A,

qualquer que seja 7 impar, 7 < p.

Figura 5: grafo da orbita 7-periodica
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Temos entéo orbitas periodicas de periodo :
o 1. Al — Al

e todos os periodos pares menores do que 7:

2(A¢ — As — Ag), 4(Ag — As — Ay — A5 — Ag),
6(A; — ... — Ag — A))

e qualguer nimero g > 7:

Al — ... —wAg— A — A — ... = Ay

31



Tendo em conta as observacgGes feitas neste caso (p = 7), provamos

de seguida o Teorema para qualquer p impar. Facilmente se constata

gue o grafo neste caso sera analogo:

Figura 6: grafo de orbita de periodo impar
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Observando o grafo podemos verificar a existéncia de orbitas

periodicas de periodo :
o 1. Al — Al

e ¢ < p,com q par:

Ap 1= Ap g = Ap g > Ap g2 — .. = Ap

e qg>p A —-A—... - A, 1A A —... =4
[]
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Proposicdo 3.5 Se f tem uma 6rbita p-periddica, com p par, tem

também uma orbita 2-periodica.

Estariamos entdo em condi¢cOes de provar o Teorema para p poténcia
de 2:

Proposicdo 3.6 Se f tem orbita Qk-periédica, tem oOrbitas de periodo
Zk_l,...,4,2,1

Usando a validade do Teorema para poténcias de 2 e impares

consegue-se provar (com algum trabalho) os restantes casos.

34



Diagrama de bifurcagéo para a equacéo logistica
T T T

|
3.4
Taxa de crescimento r
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