NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA

GUSTAVO GRANJA

CONTENTS

1. Introducao

Historia

Pré-requisitos

Agradecimentos

2. Preliminares

Espacos Topologicos

Complexos em cadeia

3. Fibragoes e cofibragoes

Cofibragoes

Fibracoes

Espacos pontuados

Relagao entre sucessoes de fibragao e cofibracao.
4. Grupos de homotopia

Grupos de homotopia relativos

Dependéncia do ponto de base

5.  Teoria de homotopia de complexos celulares
Teoremas de Aproximacao

Excisao para grupos de homotopia.

O homomorfismo de Hurewicz

6. (Co)homologia de fibragdes.

Sucessoes espectrais

A sucessao espectral de um complexo filtrado
A sucessdo espectral de Serre

Extensoes da sucessao espectral de Serre
Classes de Serre de grupos abelianos.

A sucessao espectral de cohomologia
Algebras de Hopf

Grupos de homotopia de esferas

Mais aplicagoes

7. Teoria de obstrugao

Sistemas de Moore-Postnikov

Formulagao dual da Teoria de Obstrucao

8. Fibrados, classes caracteristicas e K-teoria.
Definicoes e exemplos

Classificagao de fibrados

A construcao de Milnor

Date: 5th August 2005.

DR R W N

O© © © 00~~~ Ut i i WWWNnDND -
NN TN N O N =W~ WS

103
109
117
123
135
139
140
140
150
156



2 GUSTAVO GRANJA

Classes caracteristicas 159
A defini¢ao de K-teoria 166
9. Sugestoes de Leitura 170
References 170

1. INTRODUGAO

Duas aplicacoes continuas f,g : X — Y dizem-se homotdpicas se existe uma
aplicacao continua

H:Xx[0,1—>Y

tal que H(z,0) = f(z) e H(x,1) = g(x). Esta relacdo de homotopia é uma re-
lacdo de equivaléncia no conjunto das aplicacbes continuas. E facil verificar que a
composicao de fungoes estd bem definida nas classes de homotopia. Isto permite a
definicdo da categoria de homotopia ' cujos objectos sdo os espacos topolégicos e
os morfismos as classes de homotopia de aplicacoes continuas.

Numa primeira aproximacao, pode dizer-se que a Teoria de Homotopia é o estudo
da categoria de homotopia, e em particular o desenvolvimento de ferramentas de
célculo dos conjuntos

[X,Y]

de classes de homotopia de funcoes entre dois espagos X e Y.

Uma razao porque este estudo tem interesse é que as solucoes de muitos proble-
mas interessantes de outras areas da Matematica (notavelmente problemas de clas-
sificacio em Algebra e Geometria) se reduzem ao célculo de conjuntos de classes de
homotopia.

Um bom exemplo é o da classificacdo de variedades diferencidveis compactas a
menos de cobordismo? que, por um famoso resultado de Thom [Th], se reduz ao
célculo dos grupos

(S, MO(k)]

para certos espacos MO(k) com k suficientemente grande. Foi esta reduciao que
permitiu a classificagdo das variedades a menos de cobordismo. Outro exemplo
nos mesmos moldes (mas com um nivel de sofisticagdo bastante mais elevado) é o
da classificacao de variedades simplesmente conexas com curvatura escalar positiva
por Stefan Stolz [St] (culminando trabalho de Gromov e Lawson).

Da mesma forma, muitos problemas de classificacao em dlgebra podem ser traduzi-
dos em problemas de calculo de classes de homotopia, um ponto de vista que se
revela frequentemente proveitoso. Exemplos sdo a classificacdo de extensoes e de-
formagoes de varios tipos de objectos algébricos. Um outro exemplo que, embora
trivial, comunica de forma satisfatéria a ubiquidade da nocao de homotopia na
Matematica, é o facto de a relacao de conjugacao entre homomorfismos de grupos
(e, em particular, entre elementos de um grupo) poder ser vista de forma natural
como uma relacao de homotopia entre os homomorfismos em questao.

INa realidade, o uso corrente deste termo nao coincide com a definicdo que se segue, como
veremos mais tarde. Este aspecto técnico pode ser ignorado de momento.

2Duas variedades M e N de dimensdo n dizem-se cobordantes se existe uma variedade com
bordo W de dimensdo n + 1 tal que OW = M [[ N
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A Teoria de Homotopia pode ainda ser descrita como a algebra dos espacos
topologicos. O tipo de homotopia de um espago é um objecto de cariz algébrico e
combinatério. E ele a fonte de todos os outros invariantes algébricos que se costuma
associar a espagos (grupos de homologia, homotopia, etc.) mas estes invariantes
dao apenas uma péalida imagem do tipo de homotopia. A Teoria de Homotopia ¢ o
estudo da "algebra" das operagoes que podem ser realizadas sobre os espagos e que
sao invariantes de homotopia.

O estudo da categoria de homotopia dos espacos topologicos é a origem da Teoria
da Homotopia, mas é claro desde o trabalho de Quillen [Qu] (por sua vez baseado
em trabalho anterior de Kan) ha cerca de 40 anos que a Teoria de Homotopia é
algo de muito mais geral, incluindo nio s6 toda a Topologia Algébrica e Algebra
Homologica como partes de varias outras areas da Matematica. KEste ponto de
vista abstracto tem contribuido grandemente para o desenvolvimento recente da
Topologia Algébrica e a sua interac¢do com outras areas da Matemética.

Apesar da importancia desta perspectiva abstracta, parece-nos que é preferivel
ter alguma familiariedade com o exemplo dos espacos topologicos (que é de qualquer
maneira o exemplo universal [Ho]) antes de estudar o assunto de forma abstracta,
pelo que este curso lida quase exclusivamente com espacos topolégicos. Como
compromisso, tentaremos desenvolver em paralelo (principalmente nos exercicios)
alguma da teoria de homotopia dos complexos em cadeia de médulos sobre um anel,
um exemplo que ja deve ser algo familiar do estudo prévio de Topologia Algébrica.
Além da importancia intrinseca deste exemplo, a sua simplicidade permite por sua
vez iluminar alguns dos fenomenos fundamentais em teoria de homotopia.

Felizmente, nos iltimos anos apareceram excelentes livros de texto sobre Teo-
ria de Homotopia Abstracta ([Ho] e [Hi]) que recomendamos vivamente ao leitor
interessado. Para uma primeira introdugao recomendamos [DS].

Finalmente, para uma breve discussao da esséncia e estado actual da Teoria de
Homotopia cuja eloquéncia e sabedoria seria dificil de superar recomendamos ao
leitor o texto de Haynes Miller [Mi].

Histéria. E usual datar [Wh] a origem da Teoria de Homotopia em 1930, com a
descoberta que a aplicacao de Hopf

S3 — §2

(o quociente da esfera S C C? pela accio diagonal de S') ndo é homotépica a uma
aplicacao constante.

Depois de um periodo de grande expansao nos anos 50 e 60 possibilitado em
parte pela introducao das sucessoes espectrais, esta area passou por um periodo
de relativo isolamento das outras dreas da Matemaética nos anos 70 e 80 até que
ha cerca de 15 anos certos desenvolvimentos internos aliados a um reconhecimento
do seu papel fundamental em outras areas (por exemplo, o fenémeno de simetria
espelho em geometria simpléctica e complexa; a teoria de homotopia motivica que
permitiu a resolucao de vérios problemas em K-teoria algébrica e levou & atribuicao
da medalha Fields a Voevodsky em 2002; aplicacdes de teoria de homotopia a
algebra comutativa) levaram a uma aproximacao desta area as areas nucleares da
Matematica...

Pré-requisitos. Assume-se familiariedade com os resultados basicos de topologia
geral, com o grupo fundamental e teoria de revestimentos (ao nivel do excelente
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[Mu]) e um conhecimento bésico de teoria de homologia e cohomologia (ao nivel
dos trés primeiros capitulos de [Ha]). Além disso assume-se familiariedade com
nogoes bésicas de dlgebra e a linguagem das categorias.

Agradecimentos. Muito obrigado ao Ricardo Joel Andrade, Thomas Baier, e Rui
Carpentier por muitas correc¢oes e comentarios uteis a estas notas.

2. PRELIMINARES

Espacos Topolégicos. Escrevemos Y~ ou Map(X,Y') para o espago das fun¢oes
continuas entre X e Y com a topologia compacta aberta. O seguinte resultado de
topologia geral serd usado frequentemente

Proposig¢ao 2.1 ([Mu] Teorema 46.11). Se Y é um espago localmente compacto e
Hausdorff, entao uma aplicagao F : X XY — Z € continua sse a aplicagdo adjunta
F:X — ZY definida por

F(z)(y) = F(z,y)

é continua.

No seguimento tenderemos a nao distinguir na notacao entre aplicagoes adjuntas.
A proposicao anterior explica porque podemos encarar uma homotopia H : X X
[0,1] — Y equivalentemente como uma aplicacio H : X — Y01,

A proposicao anterior diz que a aplicacao

ZXxY _, (ZY)X

é uma bijeccao se Y for localmente compacto e Hausdorff. Se além disso X é Haus-
dorff, é possivel verificar que esta aplicagdo ¢ um homeomorfismo. A conveniéncia
de ter este ultimo resultado sem restrigoes leva a que seja usual considerar em
topologia algébrica uma categoria de espacos topoléogicos diferente da usual - a dos
espacos compactamente gerados.

Um espaco X diz-se compactamente gerado se

e para cada aplica¢io f : K — X com K compacto e Hausdorff, f(K) C X
é fechado®,

e [ C X é fechado sse para cada f : K — X com K compacto e Hausdorff,
f~1(F) C K ¢ fechado.

Qualquer espaco pode ser substituido functorialmente por um espago compacta-
mente gerado sem que os invariantes usuais em topologia algébrica sejam afectados
por esta substituicao. O prego a pagar pelas boas propriedades desta categoria
é que as construgoes usuais (produtos, quocientes, etc.) tém de ser modificadas.
Ver [RF, Apéndice 1] e [Mc] para mais informagao sobre espacos compactamente
gerados.

Complexos em cadeia. Em alguns exemplos iremos considerar o seguinte anilogo
algébrico da categoria dos espacos topologicos.

3Esta condi¢do é um enfraquecimento da condigdo Hausdorff. Pode ver-se que f(K') é necessari-
amente Hausdorff [Mc, Lema 2.1].
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Definicao 2.2. Um complexo em cadeia C, de grupos abelianos consiste numa
sucessao {Cy, }nez de grupos abelianos e homomorfismos d,, : C,, — C,,_1 (chama-
dos operadores de bordo) tais que d,d,11 = 0. Os elementos © € C,, dizem-se o0s
elementos de grau n de C, e escrevemos |x| =n. O grupo dos ciclos de grau n é

Z,(Cy) = kerd,
e o grupo dos bordos de grau n é
B,(C,) =imd, 11
Os grupos de homologia de C, sdo 0s grupos
H,(C.) = Z,(Cy)/Bn(Cy).

Um morfismo (de grau 0) f : Cx — D, entre complexos em cadeia é uma
sucessao f, : Cp, — D,, de homomorfismos de grupos tais que f,,_1 0 dg =dP o f,.
Os morfismos entre dois complexos formam um grupo abeliano. Uma homotopia
em cadeia entre f,g: C, — D* é uma sucessao de homomorfismos de grupos

Hn : Cn - Dn+1

tal que dp41Hy, + Hy—1d,, = fr, — gn. E facil verificar que a relagao de homotopia
em cadeia é uma relacao de equivaléncia entre morfismos e que dois morfismos
homotoépicos determinam aplicacoes iguais em homologia. Escrevemos

[Cs, D]
para o conjunto das classes de homotopia em cadeia.
Exemplo 2.3. Se X é um complexo CW, o complezo celular de X é o complexo

em cadeia definido por

C, =

Hp(X™, X" 1) sen>0
0 sen <0

com o operador de bordo d,, definido pela composicao
Hn(Xn,Xn_l) i} n—l(Xn_l) . n—l(Xn_17Xn_2)~

Escrevemos I, para o complexo celular do intervalo [0, 1] com a estrutura celular
usual. Explicitamente, I, é o complexo

i 0—Z2PL—7Z 0« ---
concentrado em dimensoes 0 e 1 com
dl(l) = (1,0) - (Oa 1)

Definigao 2.4. O produto tensorial dos complexos C, e D, € o complexo C, ® D,
com

(C* ® D*)n = @k+l:nck ® Dl

com o diferencial definido por

dlz®@y)=dex@y+ (—1)“”':5 ®dpy.
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Exemplo 2.5. Se X e Y sio complexos celulares com a estrutura celular produto?
entao

CX xY) = Cu(X) x Cu(Y)

Exercicio 2.6. Verifigue que hd uma correspondéncia natural entre homotopias
em cadeia de C, para D, e morfismos

C,®1, — D,.

Tal como podemos definir um espaco topolégico de aplicagdes entre espacos
topologicos, podemos definir um complexo em cadeia de morfismos entre complexos
em cadeia.

Definigao 2.7. O complexo de morfismos entre dois complexos em cadeia C e
D, é o complezo Hom(C,, D) com

Hom(C., D.)n = | [ Ab(Ck, Diyn)
keZ

onde Ab(G, H) denota o grupo abeliano de homomorfismos entre os grupos abelianos
G e H, com os operadores de bordo definidos pela formula

def =dpf+ (-1 fdc.

Com esta definicao a adjuncao andloga & da Proposicao 2.1 é vélida sem re-
stricoes:

Proposigao 2.8. Dados complexos em cadeias Ay, B, Cy, hd um isomorfismo nat-
ural

Hom(A, ® B, C.) = Hom(A,, Hom(B., C,)).
Proof. Exercicio. O

Exercicio 2.9. (a) Mostre que Zyo(Hom(Cy, D..)) € o grupo abeliano dos morfismos
entre os complexos C, e D,.
(b) Mostre que Ho(Hom(C., D.)) = [Cy, D.].

Exercicio 2.10. Se G € um grupo abeliano, escrevemos X"G para o complexo em
cadeia que consiste no grupo G em dimensao n com todos os operadores de bordo
0. Seja X wm complexo celular. Mostre que

H"(X;G) = [C.(X),E"G].

3. FIBRACOES E COFIBRAGOES

Uma estratégia basica para o célculo dos conjuntos de homotopia [X, Y] é encaixa-
los em "sucessoes exactas" que os relacionam com outros conjuntos do mesmo tipo
onde o0s espacos X ou Y sao mais simples. Isto faz-se por meio de certas estruturas
fundamentais da categoria da homotopia chamadas sucessoes de cofibracoes e de
fibragoes, que agora descrevemos. Nesta sec¢ao seguimos [Ma, Capitulos 6 a 9].

4A nio ser que um dos factores tenha um nimero finito de células ou que ambos tenham um
nimero contavel de células, o produto usual X X Y nao é um complexo celular. No entanto o
produto na categoria dos espacos compactamente gerados é um complexo celular.
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Cofibragoes. A cofibra de uma aplicagio f : X — Y é o quociente Y/ f(X).
Podemos pensar na cofibra como uma espécie de contcleo de f. Em geral esta
operagao nao se relaciona bem com a relagao de homotopia.

Exemplo 3.1. Seja X = S"eY = D", f: X - Y ainclusdo, e f': X — Y
uma aplicacao constante. Uma vez que Y é contractil, f e f’ sdo homotopicas. A
cofibra de f ¢ S™*! e a cofibra de f' é D™, pelo que ndo tém o mesmo tipo de
homotopia.

Interessa identificar as aplicagdes para as quais esta operacdo ¢ "bem compor-
tada":

Definigao 3.2. Diz-se que uma aplicagio i : A — X ¢é uma cofibragdo (ou que
tem a propriedade da extensdo das homotopias) se dada uma aplicagao f: X —Y
e uma homotopia H entre f oi e outra aplicacdo g : A — 'Y, a homotopia H pode
ser estendida a wma homotopia H entre f e § tal que joi= g. Isto é,

(1) A x {0} —— X x {0}

i |

Esta propriedade diz essencialmente que a operagao de restricao de fungoes con-
tinuas a A interage de forma satisfatéria com a relacdo de homotopia. E claro da
definicao que a composicao de duas cofibragoes é uma cofibracao.

Nota 3.3. Usando a adjuncao 2.1 (e usando a mesma letra para designar aplicagoes
adjuntas), esta propriedade pode ser escrita da sequinte maneira

A—" v

N
Ve
X — Y
onde p é a avalia¢io no ponto 0°.

Exercicio 3.4. (a) Mostre que as cofibragoes sao estdveis sob pushout. Isto € se
1: A — X é uma cofibragio e f : A — B é uma aplicagio qualquer, entdo a

aplica¢ao candnica
B—B[[xX
A

é também uma cofibragao.
(b) Mostre que se A C X é uma cofibracdo entio {A} C X/A é uma cofibragio.".

5Nesta situacao diz-se que i tem a propriedade do levantamento & esquerda em relagao a p,
ou que p tem a propriedade do levantamento & direita em relagdao a 7. Em teoria de homotopia
abstracta, este resultado torna-se num dos axiomas da teoria

6Quando a inclusao do ponto de base * num espago Z é uma cofibracao diz-se que o espago é
bem pontuado.
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Exercicio 3.5. Mostre que se A — X é uma cofibra¢io e A é contrdctil, entdo a
aplicagao quociente X — X/A é uma equivaléncia de homotopia.

Notemos que na definigdo de cofibragao (1), ha uma escolha universal para Y.
Nomeadamente i : A — X é uma cofibracdo sse a propriedade da extensao das
homotopias (1) se verifica para o caso particular em que Y denota o pushout

v=Ax[0,1 J] x
Ax{0}
ef: X=Xx{0} >YeH:Ax|0,1] - Y designam as aplicagdes candnicas. Isto
¢ uma consequéncia da propriedade universal do pushout que o leitor deve verificar.

Exercicio 3.6. Mostre que uma cofibracao i : A — X € necessariamente um
mergulho e que, se X € Hausdorff, i € uma aplicacao fechada.

Pelo exercicio anterior, toda a cofibracdo ¢ uma inclusao de um subespaco
(fechado se o codominio é Hausdorff). Dado um par de espagos (X, A) com A
fechado em X ha uma caracterizacao muito util das inclusoes que sao cofibragoes.

Definigao 3.7. Um par (X, A) diz-se um par NDR" se existe wma fun¢do continua
w:X —[0,1] com A=u"1(0) e uma deformagao

H:Xx[0,1]—X
tal que H(x,0) =z, H(a,t) = a para a € A, e H(z,1) € A para u(z) < 1.
A definigdo anterior diz que a vizinhanga u=!([0,1]) de A se deforma em A mas
nao que esta vizinhanca se retrai por deformacao em A uma vez que nao se requer

que a homotopia preserve a vizinhanca®. Note-se que podemos escolher u de tal
forma que u(x) < 1 para todo o x sse A é um retrato por deformacdo de X.

Exercicio 3.8. Se X é um complexo CW e A é um subcomplexo, entio (X, A) é
um par NDR.

Exercicio 3.9. Se (X, A) é um par NDR e Y ¢ compacto, entio (XY, AY) é um
par NDR.

Proposigao 3.10. Se (X, A) e (Y, B) sdo pares NDR, entdo (X XY, X x BUAXY)
é um par NDR.

Proof. Sejamu: X — [0,1]]ev:Y —[0,1], H: X x[0,1] - X, K : Y x[0,1] = Y

como na Definigao 3.7. Definimos w : X x Y — [0, 1] por

w(z,y) = min{u(z), v(y)}
eL: X xY x[0,1] - X xY por

H(z,t),K (y,tzgz;» se u(z) < v(y)

H (x,t%) ,K(y,t)) se v(y) < u(x)

onde se entende que as frac¢oes designam 1 no caso em que o denominador (e

portanto também o numerador) se anula. A continuidade de L s6 néo ¢é clara nos
pontos onde u(z) e v(y) se anulam, mas é facil ver que nesses pontos a continuidade

L(z,y,t) =

"NDR ¢ a abreviatura de neighborhood deformation retract.

8No entanto, se X é normal, existe de facto uma vizinhanga de A que se retrai por deformagao
em A (ver [Du, Teorema XV.7.4]).
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é uma consequéncia de termos H(a,t) = a e K(b,t) = b para todo o ¢t € [0,1].
Claramente w=1(0) = X x BUA x Y e temos w(z,y) < 1 = L(z,y,1) €
X X BUA XY o que conclui a demonstracao. O

Proposicao 3.11. Seja (X, A) um par de espagos com A fechado. As seguintes
condigoes sao equivalentes:

(i) (X,A) é um par NDR.

(i) X x {0} UA x [0,1] é um retrato por deformagao de X x [0, 1].
(iii) Eziste uma retrac¢ao de X x [0,1] em X x {0} U A x [0, 1].
(iv) A inclusao i: A — X € uma cofibracgao.

Proof. (i) implica (ii) pela Proposicdo 3.10. De facto, para o par ([0,1],{0})
podemos tomar u(t) = t/2 na Defini¢do 3.7. A funcdo w na demonstracdo de
3.10 & entdo sempre < 1 e portanto o produto dos pares (X, A) e ([0,1],{0}) é a
inclusao de um retrato por deformacao.

Claramente (ii) implica (iii).

Ser:X x[0,1] - X x {0} UA x [0,1] é uma retraccdo, entdo dados f, H como
na Defini¢do 3.2 temos que

(f][H)or: X x[0,1] -Y
A

é uma extensdo da homotopia H, pelo que (iii) implica (iv). Por outro lado,

tomando Y = X x {0}]]A x [0,1] e para f,H as aplicagbes canonicas vemos

que H(—,1) é uma retraccio de X x [0,1] em Y pelo que (iv) implica (iii).
Finalmente vejamos que (iii) implica (i): dada uma retraccao

r: X x[0,1] - X x {0} UA x [0,1]
e designando as projeccoes de X x [0, 1] por 71 e ma, podemos tomar na Defini¢ao
3.7,
H(.’I}, t) = 7T1’r'(.’17, t)

u(z) = max{t — mor(z,t): t € [0,1]}

De facto, u é continua pela compacidade de [0,1] e u(xz) = 1 sse r(z,1) € X X
{0} pelo que u(z) <1 = H(x,1) € A. Claramente, u(z) > 0 uma vez que
r(z,0) = (2,0), e se u(x) = 0 entdo r(z,t) € A x [0,1] para cada t > 0 e portanto
r(z,0) = (z,0) € A x {0}. O

Exercicio 3.12. Dé um ezxemplo de uma inclusio de um subespaco fechado que
nao seja uma cofibracao.

Pelo preco de substituir o contradominio por um espaco homotopicamente equiv-
alente, qualquer aplicacdo f : X — Y pode ser substituida por uma cofibracao
usando a construcao do cilindro da aplicacao f. De facto se denotarmos por

it X=Xx{0}>M=xx[01] J[ Vv
Xx{1}
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a inclusdo de X em My e por m : My — Y a aplicacdo definida por w(x,t) =
f(x), m(y) =y, o seguinte diagrama

2) X —= M;

N

Y

comuta, e 7 ¢ uma equivaléncia de homotopia (na realidade a retrac¢do de um
retrato por deformagao).

Se f é uma cofibragao entdo a aplicagdo 7 em (2) é mais do que uma simples
equivaléncia de homotopia. E uma equivaléncia de homotopia sob A no sentido
seguinte:

Dado um espaco A, a categoria dos espacos sob A é a categoria cujos objectos
sao aplicacoes

it A— X

e cujos morfismos sdo aplicagoes f : X — Y tais que o diagrama

I\

X—Y
f
comuta. Duas aplicacoes sob A, f,f' : X — Y dizem-se homotopicas sob A se
existe uma homotopia H : X x [0,1] — Y entre f e f’ tal que H(i(a),t) = j(a).
Com esta definicdo de homotopia podemos definir a categoria de homotopia sob
A da forma 6bvia. Uma equivaléncia de homotopia sob A chama-se também uma
equivaléncia de homotopia cofibrada. O seguinte exercicio mostra que o tipo de
homotopia da cofibra de uma aplicacao é invariante mediante equivaléncias de ho-
motopia cofibradas.

Exercicio 3.13. (a) Mostre que uma equivaléncia de homotopia de pares f : (X, A) —
(Y, B) induz uma equivaléncia de homotopia f: X/A — Y/B.

(b) Conclua que sei: A — X ej: A—Y sao espacos sob A e f: X —Y é
uma equivaléncia de homotopia cofibrada, entao f induz uma equivaléncia de
homotopia entre as cofibras de i e j.

Proposigao 3.14. (a) Sejam i : A — X e j: A — Y cofibracées. Se f : X —
Y € uma aplicacio sob A e uma equivaléncia de homotopia, entdo f € uma
equivaléncia de homotopia cofibrada.

(b) Sejami: A — X e j: B —Y cofibragées. Se as aplicagées f,g no diagrama

comutativo
A—2>p
ool
X 4f> Y

sao equivaléncias de homotopia, entdao (f,g) é uma equivaléncia de homotopia
de pares.
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Proof. (a) Basta-nos mostrar que para cada f nas condigdes do enunciado existe
uma aplicacdo sob A, g : Y — X tal que go f ~4 idy, isto &, tal que g é
um inverso de homotopia sob A & esquerda para f. De facto, se tal é verdade
podemos aplicar o resultado a g para obter um inverso a esquerda sob A, f’
para g e entao a equagao

flaflogofoaf

mostra que f’ é homotopico a f sob A e portanto que g é também um inverso
de homotopia sob A a direita para f.

Como f é uma equivaléncia de homotopia, existe h: Y — X tal que ho f ~
idx. Isto implica que h o j ~ i, e estendendo a X uma homotopia entre
h o j e i obtemos uma aplicagdo A’ : X — X tal que b’ ~ h (e portanto
hof~idyx)eh'oj=1i. Basta-nos agora determinar e : X — X sob A tal que
eo(h' o f) ~4 idx uma vez que esta equagio mostra que g = eo h’ é o inverso
A esquerda que procuramos.

Estamos portanto reduzidos ao caso em que ¥ = X,j7 = i, e f ~ idy.
A esséncia da demonstracao é a maneira como a propriedade da extensdo das
homotopias determina um inverso & esquerda sob A para um tal f. Seja H : X x
[0,1] — X uma homotopia entre f e idx. A restricdo Hsx[01]: Ax[0,1] — X
determina um lago [0,1] — X* baseado em id4”. Se este lago fosse contréctil,
e K : Ax 0,1 x [0,1] — X fosse uma nul-homotopia, poderiamos aplicar
a propriedade de extensdo das homotopias ao par (X x [0,1], A x [0,1]) e &
homotopia original H : X x [0,1] x {0} — X entre f e idx para obter uma
homotopia relativa a A entre f e idx (percorrendo a fronteira de [0,1] x [0,1]
entre (0,0) e (1,0) ao longo dos trés segmentos que nao [0,1] x {0}).

Em geral o caminho H|s[o,1) ndo serd contractil. Podemos no entanto
aplicar a propriedade da extensdo das homotopias a H|4x[o,1) € a idx para obter
uma aplicagdo e : X — X com e|4 = i, e uma homotopia K : X x [0,1] — X
entre idy e e. Este e & o inverso de homotopia que procuramos. De facto,
se concatenarmos a homotopia K (f(z),1 —t) com H obtemos uma homotopia
entre eo f e idx tal que a restricdo a A x [0, 1] corresponde a um caminho con-
tractil em X (como fj4 = i trata-se de um caminho seguido do seu inverso) e
podemos aplicar o argumento anterior para obter uma homotopia relativa a A
entre eo f e idx concluindo a demonstracao.

(b) Exercicio (ou ver [Ma, p. 47]).
O

Como vimos em (2) qualquer aplicagdo f : X — Y pode ser substituida por uma
cofibracao

X 5 My
Se f é uma cofibragao, a cofibra de f e de i tém o mesmo tipo de homotopia (pela

Proposigao 3.14 e Exercicio 3.13). Quando f ndo ¢ uma cofibragio, ¢ a cofibra da
aplicagao ¢ que corresponde ao "co-nicleo de f" (conforme o Exercicio 3.16)

9Eml’)ora, com as nossas convengoes, o reciproco sO seja verdade se A é localmente compacto
e Hausdorff. No resto da demonstracao vamos ignorar a nao validade desta correspondéncia uma
vez que é claro como escrever as formulas para as homotopias pretendidas sem nunca falar de
caminhos em espagos de fungoes.
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Definigao 3.15. A cofibra de homotopia, ou cone da aplicagao f: X — Y define-
se pela equagao

Cf = ((X x [0, 1])HY> /X x {0}

X

Cy = X x[0,1]/X x {0}

Exercicio 3.16. (a) Mostre que, escrevendo j : Y — Cj para a incluséo candnica,
existe uma sucessao exacta longa de homologia

s Ho(X) B H(v) B H(Cp) S o (X) — -
(b) Mostre que se A — X ¢é uma cofibragio entdo H,.(X,A) = H,(X/A).

A cofibra de homotopia tem a seguinte propriedade universal que é uma conse-
quéncia directa da definigao:

Proposicao 3.17. Se f: X — Y é uma aplicacio, dar uma aplicagio g : Cy — Z
equivale a dar

e Uma aplicagio h:Y — Z,

e Uma homotopia entre ho f e uma aplicacao constante X — Z.

Esta caracterizacao das aplicagoes a partir de uma cofibra traduz-se no facto de
a sucessao de conjuntos de classes de homotopia

(3) x. 21 Ly, z218 (¢, 2)

ser ezacta no sentido em que dada h : Y — Z, temos f*([h]) ¢ a classe de uma
aplicagao constante sse [h] estd na imagem da restricao j*.
Recorde-se que a suspensdo de um espaco X é definida pela formula

DX 2 (X x [0,1])/ ~

onde ~ é a relagio de equivaléncia gerada por (x,0) ~ (2/,0) e (z,1) ~ (2/,1) para
todos os z,2’ € X. Esta operacao define um functor da categoria dos espacos nela
propria da forma evidente. Escrevemos —X f : ¥ X — XYY para a aplicacao

—Xf(z, )] = [(f(2), 1 = 1)].
HAa uma equivaléncia de homotopia natural
C; 52X
dada pelo colapso do subespago contractil (cf. Exercicio 3.5) CY = (Y x[0,1])/(Y x

{0}) C €}, e portanto denotando por d : Cy — C; a inclusdo natural, colapsando o
subespaco contractil CCy C Cy, temos uma equivaléncia

Cy 5 yy.
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Exercicio 3.18. Mostre que, denotando por | : C; — Cq a inclusio natural, o
sequinte diagrama comuta na categoria de homotopia

Cj4l>0d

EX_*E]?EY

Exercicio 3.19. Mostre que hd um homeomorfismo natural'®

ECf ~ Cgf.

Estes exercicios mostram que, calculando sucessivamente as cofibras de homo-
topia das aplicagoes obtidas pelo procedimento anterior obtemos a seguinte sucessao
infinita de espacos e aplicacoes que desempenha um papel fundamental em teoria
de homotopia.

Definigao 3.20. A sucessdo de cofibracao associada a aplicagio f: X —Y é a
sucessio de espagos

j -3 -3 - »?
xLylo Zex oy Fyo, Ty sy o
Tal como em (3) considerando aplica¢bes para um conjunto Z produz uma
sucessao exacta longa de conjuntos de homotopia associada & aplicagao f. Veremos
em breve que, a partir do terceiro, estes conjuntos tém uma estrutura multiplicativa
que permite dar um sentido mais forte a "exactidao da sucessao".

Exercicio 3.21. Mostre que se f,g: X — Y sao aplica¢ées homotopicas, entao as
cofibras de homotopia sao homotdpicamente equivalentes.

Exercicio 3.22. Mostre que f: X — Y é uma equivaléncia de homotopia sse My
se retrai por deformagao em X x {0}.

Fibragoes. A fibra de uma aplicagdo f : X — Y sobre y € Y é o subespaco
f~'(y) € X. A operacio de tomar a fibra de uma aplica¢do pode ser interpretada
como o céalculo do "niicleo" da aplicacdo. E facil ver que esta operacdo nio interage
de forma satisfatoria com a rela¢do de homotopia (dé um exemplo!).

Definigao 3.23. Diz-se que uma aplicacdo p : E — B € uma fibracao, ou que tem
a propriedade do levantamento das homotopias se em todo o diagrama comutativo

(4) X x {0}%15

Ve
P
_ H

XX[O,l]H;>B

existe o levantamento H.

Esta definicao diz que a operacao de projeccao p : F — B interage de forma
satisfatoria com a noc¢do de homotopia. A defini¢do tem como coroléario imediato o
seguinte resultado.

10Deve notar-se que este homeomorfismo troca as coordenadas do cone e da suspensao e por-
tanto quando se escolhem geradores para a homologia de forma consistente, este homeomorfismo
induz o simétrico da aplicacao identidade em homologia.
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Lema 3.24. (i) A composi¢io de duas fibragoes é uma fibragao.
(ii) Sep: E — B € uma fibragio e g : A — B € uma aplicagdo continua, entdo o
pullback g*p: A xg E — A é uma fibragao.

Ha varios exemplos ja familiares de fibracoes. A verificacdo da propriedade do
levantamento das homotopias é muito simples e deixa-se como exercicio.

Exemplo 3.25. (i) A projecgdo m : B X F— B é uma fibragao.
(ii) Se p: E — B & um revestimento, entdo p é uma fibracao.
(iii) A aplicacdo X% — X determinada pela avaliacio em t = 0 é uma fibracio,
chamada a fibracdo dos caminhos.'!

A seguinte relacdo entre as nocoes de cofibracao e fibracao é absolutamente
fundamental:

Proposigao 3.26. Sei: A — X ¢é uma cofibra¢ao e X ¢ localmente compacto e
Hausdorff, a aplicagao

yi:y¥ -v4
é uma fibragao.

Proof. Se X é Hausdorff, A é necessariamente um subespaco fechado de X e por-
tanto localmente compacto e Hausdorff. Usando a Proposi¢ao 2.1 podemos escrever
a propriedade do levantamento das homotopias para a aplicacao de restricao

Z ——YyX

Tk

A
ZX[OJ]?Y

na forma adjunta

Z x A Z x X
Z x X x[0,1]
Z x Ax|[0,1] Sy

que é a propriedade da extensao das homotopias para Z xi: Z x A — Z x X. O
resultado pretendido é portanto uma consequéncia da Proposi¢ao 3.10 aplicada aos
pares (Z,0) e (X, A). O

Note-se que a demonstracao anterior consiste numa utilizacao formal da adjuncao
2.1. Se utilizarmos uma categoria adequada de espacgos topolégicos, o resultado da
proposicao anterior é valido sem qualquer restri¢gdes na topologia de X.

Tal como no caso das cofibragoes é util formular a propriedade (4) de forma dual:
uma aplicacdo p : £ — B é uma fibracao sse podemos encontrar uma aplicacao a

1 E facil convencermo-nos que ao contrario dos dois exemplos anteriores, esta aplicagao nao é
localmente homeomorfa a um produto com um aberto da base.
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tracejado fazendo o seguinte diagrama comutativo (no qual as aplica¢oes verticais
sdo as aplicagoes de avaliagdo em ¢t = 0)

[0,1]

Blo.1] P El0,1]
H H 7
e
e
A
P \
B E

Tal como antes, conclui-se desta formulacao que h& uma escolha universal para o
espaco de teste A e as aplicagoes f e H:

A=Exp B ={(e,a): a(0) =p(e)}, f=mya H=ma

Neste caso universal, o levantamento da homotopia H designa-se uma aplica¢cao de
levantamento e portanto temos o seguinte resultado

Lema 3.27. Uma aplicacdo p: E — B é uma fibracao sse existe uma aplica¢do
A Exp plo.1] _, plo.1]

tal que A(e,a)(0) = e e p(Ae, ) (t)) = a(t).

Em breve ser-nos-a ttil uma ligeira generalizagao deste conceito. Considere-se a
aplicacio de avaliacio B x [0,1] — B.
Definicao 3.28. Seja p: E — B uma aplica¢ao continua. Uma aplica¢do

A: Exp (B x|0,1]) — EOU

diz-se uma aplicacdo de levantamento estendida para p se Afe,a,s)(s) = e e

p(A(e; @, 5)(t) = alt).

Lema 3.29. Uma aplicacao p : E — B € uma fibracdo sse tem uma aplicacdo de
levantamento estendida.

Proof. A restricio de uma aplicacio de levantamento estendida a E x g (BI%! x {0})
é uma aplicacdo de levantamento no sentido usual. Por outro lado, se A : E xp
B0 ElO1] ¢ yma aplicacio de levantamento, podemos definir

A: E xp (BOY x[0,1]) - EOY

usando a aplicacao A para levantar o caminho « a partir de e até ¢t = 1, e para trés,
a partir de e, até t = 0. De facto, se escrevermos a para o caminho

() = alt+s) set<l-—s
T a(d) set>1-s

a(0) set>s

Fa(t) = {a(s—t) set<s

entao definindo

) _ [ Mase)t—s) setzs
A(e’a’s)(t){A(as,e)(S—t) set <s

é facil verificar que A é uma aplicacdo de levantamento estendida para p. O
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Vamos agora demonstrar (seguindo [Du, Teorema XX.3.2]) que a propriedade de
ser uma fibragdo é uma propriedade local. Isto é, que uma aplicac¢io que se restringe
a uma fibragao sobre cada um dos abertos de uma cobertura da base é ainda uma
fibragdo (desde que o espago de base seja paracompacto). Para isso precisamos de
alguns preliminares de Topologia Geral.

Definicao 3.30. Uma cobertura U de X diz-se localmente finita se para todo o
x € X existe um aberto V' contendo x que intersecta apenas um nimero finito de
abertos de U. Um conjunto aberto V-C X diz-se um conjunto co-zero se eziste uma
aplicacio continua ¢ : X — [0,1] tal que ¢~1(]0,1]) = V. Uma cobertura aberta U
de X diz-se enumerével se € uma cobertura localmente finita por conjuntos co-zero.

Recorde-se que um espago se diz paracompacto se toda a cobertura aberta admite
um refinamento localmente finito. Se X é paracompacto e Hausdorff, entao X é
normal [Mu, Teorema 41.1] e é facil ver que entdo toda a cobertura aberta de X
admite um refinamento enumeravel.

Exemplo 3.31. Um complexo celular é um espago paracompacto e Hausdorff (ver
[RF, Teorema 1.3.5] ou [Ha2, Proposi¢ao 1.20]).

Lema 3.32. (a) Uma intersecgio finita de conjuntos co-zero é um conjunto co-
zero.

(b) A uniao de uma familia localmente finita de conjuntos co-zero é um conjunto
co-zero.

(¢c) Se J C[0,1] € fechado e U C X é um conjunto co-zero, o conjunto S(J,U) =
{f e X0 £(J) C U} é um conjunto co-zero.

(d) Se U é wma cobertura de X por conjuntos co-zero e U = |, U, com U,
familias localmente finitas, entao U admite um refinamento enumerdvel.

Proof. (a) Se cx : X — [0,1] sdo tais que c; ' (]0,1]) = Uy tome-se
c(x) = min{cy (x),...,cn(2z)}.

(b) Dada uma familia localmente finita {U,}, c¢(z) = max{c,(x)} é continua e
¢ 1(]0,1]) = UaU,.

(¢) Se ¢71(]0,1]) = U, entdo a aplicacdo ¢ : X% — [0,1] definida por ¢(a) =
minse 7 c(a(t)) é continua e satisfaz ¢~ 1(]0,1]) = S(J, U).

(d) Seja W,, = Ul,,. Pela parte (b), existe ¢, : X — [0,1] com ¢, 1(]0,1]) = W,.
Tome-se W) = {x € Wy,:¢(x) < 1/n,i = 1,...,n — 1}. Entdo W) é um
conjunto co-zero e {W, } é uma cobertura localmente finita. {4, "W, : n € N}

é o refinamento desejado.
O

Teorema 3.33 (Hurewicz). Seja p : E — B uma aplica¢iao continua. Se existe
uma cobertura enumerdvel U = {U,} de B tal que p : p~*(U,) — U, € uma fibragao
para cada «, entdo p € uma fibracao.

Proof. Seja {U,} uma cobertura de B satisfazendo as condigdes do enunciado e
Ao :p~ M (Ua) xu, (U % [0,1]) — B

aplicacoes de levantamento estendidas para p : p~1(U,) — U,. Para cada n-tuplo
de indices (a1, ..., an) seja Wa, .., = S([0,1/n],Uq,)N...0S([(n—1)/n,1],U,,)-
Pelo Lema 3.32(a) e (c) estes conjuntos sdo co-zero. Como [0,1] é compacto, a
imagem de cada a € BI%! intersecta apenas um nimero finito de abertos U, pelo
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que U, = {Wa,.. o, } ¢ uma familia localmente finita (mas infelizmente ndo uma

cobertura). A cobertura U = UU,, de Bl01] esta portanto nas condi¢bes do Lema

3.32(d) e portanto podemos escolher um refinamento enumeravel {V,,} para U.
Vamos agora definir aplicac¢oes de levantamento estendidas locais

A, Ex (BOY x[0,1)nE x V, x[0,1] — E0Y
Para cada p, escolha-se (au,...,q,) tais que V,, C Wy, . a,. Dado (e,a,t) no
dominio de A, tome-se k tal que t € [(k — 1)/n,k/n]. Seja a; o prolongamento

por caminhos constantes de ajj(j—1)/n,;j/n] a0 intervalo [0,1]. Podemos definir 3 =
A, (e, o, t) indutivamente da seguinte forma

Ag, (e, ag,t)(s) se (k—1)/n<t<k/n
B(s) = Ap_ (Mg (e, an, ) ((k = 1)/n), ag—1, (k = 1)/n)(s)  se (k—2)/n<t<(k—1)/n
A5k+1 (Aﬂk (e,ar,t)(k/n), a1, k/n)(s) sek/n<t<(k+1)/n

E facil verificar que esta aplicacio é continua, e por definicio satisfaz as equacoes
requeridas de uma aplicacdo de levantamento. No entanto, se W, N W, # 0 nao
temos garantia que A, e A, estejam de acordo na intersec¢do e portanto nao
temos ainda uma aplica¢do de levantamento globalmente definida. Este problema
resolve-se utilizando uma particao da unidade para a cobertura {W,}.

Seja ¢, : BI%1 — [0,1] tais que ¢, (10,1]) =W, e

Zcu(a) =1

para todo o o € B Escolhamos uma ordem total para o conjunto dos indices
{u} e uma cobertura de BI®! por abertos {U} tais que cada aberto U intersecta
apenas um ntmero finito de abertos W, ,..., Wy, com p; < ... < ug. Definimos
fungbes ¢; : U — [0,1] parai=1,...,k por

ti(o) = cpy () + ...+ ¢y, (@)

de forma que tx(«) = 1 para todo o « € U. Definimos em U uma nova fungio de
levantamento

0,11,

Ay: Exg BOUNEx U — EOY
que combina todas as fun¢des dos abertos A, da seguinte forma

Ay (e,a,0)(t) se 0 <t <t1(a)
Ay (e, a)(t) = AMz (AM (e, v, O) (tl(a)>7 a,ty (a))(t) se tl(a) St<ty (a)

E facil verificar que esta aplicacdo é continua no seu dominio. A sua propriedade
fundamental é que Ay (e, ) depende apenas dos abertos W, a que « pertence (e
nao do conjunto U) pois se o ¢ W), entdo t;(«) = ti1(a). Isto mostra que se
a € UNV, entdo Ay(a) = Ay(a). Obtemos assim a aplicacio de levantamento
pretendida
A: E xp BOU - gO1]
através da férmula
Ale,a) = Ay(e,a) para U um aberto qualquer contendo «

Conclui-se que p é uma fibragao. O
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Uma consequéncia importante deste teorema é que as aplica¢oes que localmente
sao produtos tém a propriedade do levantamento das homotopias (pelo menos
quando a base é paracompacta).

Definigao 3.34. Uma aplicac¢io p : E — B diz-se um fibrado com fibra F se existe
uma cobertura aberta U = {U,} de B tal que para cada « existe um homeomorfismo
Oq fazendo o sequinte diagrama comutar

Corolario 3.35. Sep: E — B é um fibrado e B é um espago paracompacto entao
p € uma fibragao.

Dado um espaco B, podemos definir a categoria dos espagos sobre B cujos ob-
jectos sao as aplicagoes
ELB

e cujos morfismos sio as aplicacoes f : E — E’ tais que

f 1%
X /

B
comuta. Temos a nocao 6bvia de homotopia de aplicacoes sobre B e a composi¢ao
de aplicagoes esta bem definida nas classes de homotopia pelo que podemos definir
a categoria de homotopia de espagos sob B. Um isomorfismo nesta categoria diz-
se uma equivaléncia de homotopia fibrada. Mais geralmente podemos definir uma

categoria de aplicacaoes onde os objectos sdo as aplicagoes p : ¥ — B e os morfismos
sao os diagramas comutativos

E

E*f>E’

g
B—— B
com a no¢ao de homotopia ébvia. Os isomorfismos na correspondente categoria de
homotopia chamam-se equivaléncias de homotopia de fibracées. Tal como no caso

dual das cofibracoes, as fibracoes tém a seguinte propriedade util:

Proposigao 3.36. (a) Sep: E — B e q: E' — B sao fibragies e f : E — E’
€ uma aplicacao sobre B e uma equivaléncia de homotopia, entao f € uma
equivaléncia de homotopia fibrada.

(b) Sep: E— Beq:E — B sio fibragées e f : E — E', g : B — B’ sdo
equivaléncias de homotopia tais que o diagrama

E4f>E’
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comuta entdo (f,g) é uma equivaléncia de homotopia de fibragoes.

Proof. Exercicio. (I

Qualquer aplicacao f : X — Y pode ser substituida por uma fibragao da seguinte
maneira. Defina-se

Py =X xy YOU = {(z,0) € X x YOU: f(z) = a(0)}
Temos uma inclusao e projeccao naturais
i: X — Proi(x) = (,cp2)), m: P =Y w(z,a)=al)
(onde escrevemos ¢, para o caminho constante em a € Y') e o seguinte diagrama

comuta

(5) X ——= Py

N

Exercicio 3.37. (a) i € a inclusao de um retrato por deformacao (e portanto uma
cofibrag¢ao).
(b) © é uma fibragao.

E uma consequéncia da Proposicao 3.36 que, se f : X — Y é uma fibracio entdo
a aplicagao 7 é uma equivaléncia de homotopia fibrada e em particular induz uma
equivaléncia de homotopia entre as fibras f~1(y) e 7=1(y) para cada y € Y. Isto
sugere a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.38. A fibra de homotopia de uma aplicagio f: X — Y sobrey €Y,
€ 0 espaco

Fy =7 (y) = {(z,0) € X x YU: o(0) = f(x), (1) =y}

Tal como no caso dual das cofibragdes temos claramenre a seguinte propriedade
universal da fibra de homotopia:

Proposicao 3.39. Dar uma aplicagio g : A — Fy entre A e a fibra de homotopia
sobre y € Y, equivale a dar

e Uma aplicagio h: A — X,

e Uma homotopia entre f o h e a aplica¢io constante A — {y} C Y.

Dito de outra forma, a sucessao de conjuntos
(A, Ff] ™ (A, X] 55 [4,Y]

é exacta no mesmo sentido que (3). Notemos que para iterar esta operagao de tomar
a fibra, precisamos de escolher um ponto de base em X sobre o qual tomar a fibra
de 7 : Fy — X. Assim as sucessoes de fibrac¢do definem-se naturalmente apenas
na categoria dos espagos pontuados cujos objectos consistem em pares (X, z) com
xo € X, e os morfismos sdo as aplica¢des que preservam pontos de base.

Vamos agora ver que a propriedade do levantamento das homotopias nos d4 uma
acgdo dos caminhos na base no espaco total de uma fibragdo. Seja p : E — B uma



20 GUSTAVO GRANJA

fibragdo, e a : [0,1] — B um caminho com «(0) = b e a(l) = V. Aplicando a
propriedade do levantamento das homotopias ao diagrama

P (b) x {0} - 71j
pl(b) % [0,1] > [0,1] —2> B

obtemos uma aplica¢ao
My: pt(b) — p~ (1)
definida por 3
M, (e) = Hy(e, 1).
Esta aplicacao depende da escolha de levantamento ﬁa, mas dados dois caminhos
homotépicos a ~ o, e dois levantamentos Hy, Ho : p~(b) x [0,1] — E, uma
aplicacio da propriedade do levantamento das homotopias'? ao diagrama

p(b) % ([0,1] x {0,1} U {0} x [0, 1]) — —+E

\L k/////
_ = P

— -

pi(b) x [0,1] x [0,1] —=———1[0,1] x [0,1] == B
onde K designa a homotopia entre o e o/, F' é a aplicacao definida por
F(e,t,0) = lfla(e,t) F(e,t,1) = H,, (e,t) F(e,0,t)=e¢
mostra que a aplicagdo p~1(b) x [0,1] — p~1(b’) definida por
(e,t) — Fle, 1,t)

é uma homotopia entre as aplicagdes M, e M/ . Concluimos portanto que a classe
de homotopia da aplicacao de monodromia

M :p~H(b) — p~1 (V)
estd bem definida e depende apenas da classe de homotopia do caminho «a.

Se v ¢ um caminho constante, podemos claramente tomar H,(e,t) = e e se ax 3
denota a concatenac¢ao de dois caminhos, a expressao

Hoeglert) = {f:]a(e,%) se ? t<i
Hg(Mq(e),2t —1) se 5 <t<1
é um levantamento de « * 3, mostrando que
Mg ~ Mg o M,.
Temos portanto o seguinte resultado:

Proposigao 3.40. Seja p : E — B uma fibracdo. A aplicacdo que associa a cada

ponto b € B a fibra p~1(b), e a cada classe de homotopia de caminhos [ entre b e

V' € B a classe de homotopia [M,] : p~1(b) — p~L(b') é um functor contravariante
M :1I(B) — Ho(Top)

do grupdide fundamental de B para a categoria de homotopia dos espacos topoldgi-
CoS.

2Note-se que o par ([0,1] x [0,1],[0,1] x {0,1} U {0} x [0,1]) ¢ homeomorfo ao par ([0,1] x
[0,1],[0,1] x {0}).
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Corolario 3.41. Seja p : E — B uma fibragio. Se b,b' € B pertencem a mesma
componente conexa por arcos de B, as fibras p~1(b) e p~1(b') sdo homotopicamente
equivalentes.

Corolario 3.42. Sep: E — B é uma fibracao e b € B, temos uma representa¢ao
(dita de monodromia)

p:m(B,b) — Aut,(p~1(b))
onde Auty,(p~1(b) denota o grupo de equivaléncias de homotopia da fibra p=1(b). A
representacao é definida por

p(le]) = [Ma].

Exercicio 3.43. Neste exercicio, assuma que a adjun¢ao 2.1 € vdlida para os es-
pagos que for conveniente. Seja p : E — B uma fibracio e seja Auty(p~'(b))
o mondide topolégico das equivaléncias de homotopia de p~1(b) (com o produto
definido pela composicao de aplicagcoes). Promova a representacao do Coroldrio
3.42 a wma aplicacao
¢ : B — Autp(p~' (b))

que é multiplicativa a menos de homotopia (Compare este resultado com a demon-
stracio da Proposi¢io 3.1/ no caso da fibragio XX — X4.)

Espagos pontuados. Um espa¢o pontuado & um par (X,x) com * € X. Uma
aplicacdo f : (X,*) — (Y, %) é uma aplicacdo f : X — Y que preserva o ponto de
base. Os espagos pontuados juntamente com estas aplicacoes formam a categoria
dos espacgos pontuados. Dado um espaco X escrevemos X, para o espaco X com
um ponto de base disjunto. A aplicacao

X*)XJ,_

é um functor da categoria dos espacos para a categoria dos espacos pontuados
(adjunto a esquerda do functor esquecido). Recorde-se que um espagco se diz bem
pontuado se a inclusdo do ponto de base é uma cofibracao.

O coproduto na categoria dos espacos pontuados é a soma wedge, definida por

XVY = (X[[Y)/xx ~#y

O produto é o produto usual com o ponto de base (xx,*y) e definimos o produto
smash pela férmula
XANY =(XxY)/(XVY).

Exemplo 3.44. Para todo o k,n > 0, S¥ A S” é homeomorfo a S™+F.

O produto smash esté sujeito a algumas patologias como é indicado na primeira
parte do seguinte exercicio.

Exercicio 3.45. (a) Mostre que Q A (QAN) £ (QAQ) AN.
(b) Mostre que se X, Z sao localmente compactos e Hausdorff entio X N(Y NZ) ~
(XAY)AZ.

Escrevemos
Map, (X,Y) Cc Y~
para o subespaco de YX formado pelas aplicacdes que preservam o ponto de base,

com ponto de base dado pela aplicagao constante no ponto de base de Y. Pela
propriedade universal do quociente temos uma aplicagao

(6) Map, (X NY, Z) — Map, (X, Map, (Y, Z))
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que é uma bijecgdo se Y é localmente compacto e Hausdorfl (de acordo com a
Proposigao 2.1). Esta adjungao explica a relevancia do produto smash. Note-se
que numa categoria adequada de espacgos topoldgicos esta adjuncao é vilida sem
restrigoes e é na realidade um homeomorfismo de espagos topologicos o que implica
formalmente a associatividade do produto smash.

A nocao natural de homotopia nesta categoria é a de uma homotopia que preserve
o ponto de base, que podemos escrever

H:XN[0,1]y =Y
O conjunto das classes de homotopia pontuadas entre (X, %) e (Y, *) escreve-se
(X, Y].

Note-se que este conjunto tem um ponto de base natural (a aplicagdo constante no
ponto de base de Y).

Podemos definir cofibracoes e fibragoes na categoria dos espacos pontuados, pelas
propriedades da extensdo e levantamento das homotopias (pontuadas). A relacio
entre estes conceitos e os conceitos discutidos anteriormente ¢ a seguinte: Uma
cofibragao é uma cofibragdo pontuada (uma vez que o ponto de base pertence ao
subespaco). Se (4,%) — (X, %) é uma cofibragdo pontuada e (A,x) (e portanto
(X,%)) é bem pontuado, entdo A — X é uma cofibragdo. Por outro lado uma
fibracdo pontuada é uma fibracio (uma vez que a propriedade do levantamento
das homotopias pontuadas para A4 é o mesmo que a propriedade do levantamento
das homotopias para A) e uma fibracdo tem necessariamente a propriedade do
levantamento das homotopias pontuadas relativamente aos espacos bem pontuados.

O cilindro reduzido de uma aplicacio f : (X, *) — (Y, %) é o espago

My = (XA, [[V)/ (@ AL~ f(2)
e o cone reduzido ou a cofibra de homotopia de f é
Oy = My/(X x {0}).
A suspensao reduzida de (X, x) é
TX =XASh
E usual identificar S* com o quociente [0,1]/({0,1}) e escrever x A t com t € [0, 1]
para um elemento de ¥ X.

Note-se que My,Cy e XX obtém-se das versdes ndo reduzidas colapsando um
intervalo [0,1]. E facil ver que se X e Y sdo bem pontuados, as inclusdes deste
intervalo sao cofibragoes e portanto as aplicagoes quociente sao equivaléncias de
homotopia.

O espago dos caminhos de (X, %) é o espago pontuado PX = Map, ([0, 1], X) em
que damos a [0,1] o ponto de base 0. Temos uma aplicagdo natural

e: PX = X
dada por avaliacdo em t = 1. O espaco de lagos de (X, *) é o espaco pontuado
QX = Map, (S*, X).
A adjungao (6) tem como consequéncia imediata a seguinte relagao

[£X,Y], = [X,QY],
Proposigao 3.46. [SX, Y], é um grupo e [S?X,Y] é um grupo abeliano.
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Proof. A multiplicagdo em [XX,Y] é induzida pela aplicagao
YX L YX VEX

que colapsa o "equador" de ¥ X. Mais precisamente, identificando como habitual-
mente S com [0,1]/{0, 1},

(x A1) T A2t e XXV x se0<t<1/2
v(x =
xA2t—1)exVviX sel/2<t<1

Utilizando o argumento ja familiar no caso do grupo fundamental'?, é facil ver que
este produto é associativo, que o elemento neutro é dado pela classe da aplicacao
constante e que a classe da aplicacao —f : ¥ X — Y definida por

(=N@At) = flen(l-1)
é o inverso de [f] € [XX,Y].
Para ver que [£2X, Y] é abeliano, notemos que S*AS! ¢ homeomorfo a [0, 12 /9([0, 1]?).
Por definigdo, a multiplicagio em [©2X,Y] efectua-se concatenando as aplicagoes
na segunda coordenada. A figura

fl = * g
g 19 [
ilustra a homotopia entre [f][g] e [g][f]- O

Uma vez que S™ = X750 = £25772 a5 classes de homotopia a partir de uma
esfera de dimensao maior ou igual a 2 formam um grupo abeliano.

Definigao 3.47. Seja (X,*) um espaco pontuado. Para cada n > 0, define-se o
n-ésimo grupo de homotopia de X por

(X, %) =[S, X].

E claro que 75(X) é o conjunto pontuado das componentes conexas por arcos
de X, m (X, *) é o grupo fundamental. Para n > 2, 7, (X, %) é um grupo abeliano
como observdmos acima. Estes grupos sao os invariante mais importantes em teoria
de homotopia, e geralmente quaisquer outros invariantes (grupos de homologia por
exemplo) podem ser interpretados em termos deles. Note-se que sempre que seja
valida a adjun¢do 2.1 temos [X"X,Y]. = m,(Map,(X,Y)). Estes grupos sio ex-
tremamente dificeis de calcular em geral. Até & data ndo sdo conhecidos os grupos
de homotopia de S? (ou na realidade de qualquer complexo celular finito que nio
seja aesférico'?).

E claro da definicdo da multiplicacdo na Proposicdo 3.46 que a composicdo com
uma aplicacdo g : (Y, *) — (Z, ) determina um homomorfismo de grupos

2X, Y] 5 [2X, Z].,
e que

Yf:YXX - 3XY

I3Note-se que se assumirmos a adjuncdo 2.1, temos EX,Y] = m (Map, (X,Y)).
1 Diz-se que um espaco é aesférico se 7 (X, *) = 0 para todo o k > 2.
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determina, por pré-composi¢ao, um homomorfismo de grupos
s
=X, 7). L [y, 7],
Tal como no caso nao pontuado (cf. Exercicios 3.18 e 3.19) temos o seguinte
resultado cuja demontracao se deixa como exercicio.

Lema 3.48. Seja f : (X,%) — (Y,%), i : Y — Cf,j : C; — Cy as inclusdes
naturais, ™ : Cy — XX a aplicacio que colapsa Y C Cy, & : C; — XX a aplicagdo
que colapsa Y AN[0,1]4 em Cy, e 7: C; — XY a aplicagdo que colapsa Cy A [0,1] 4.
(a) No sequinte diagrama, o tridngulo comuta, o quadrado comuta a menos de

homotopia e as aplicagoes verticais sao equivaléncias de homotopia

i T -2f
Y Cy ) g

N

C;,——0Cj

(b) Hd um homeomorfismo natural XCf ~ Cxy.
O resultado anterior sugere a seguinte definicao.

Definigao 3.49. A sucessao de cofibracio associada a [ : (X,*) — (Y,%) € a
sucessao
. -5 s - 2
xLyio Zex Zyy Zye, Teix
O lema anterior mostra que a menos de equivaléncia de homotopia, em cada
subsucessao de trés termos de uma sucessao de cofibragao
Xo— X1 — Xo

temos que X5 é a cofibra de homotopia da aplicacao Xy — X;. Pela propriedade
universal da cofibra de homotopia temos entdo o seguinte resultado.

Proposi¢ao 3.50. Seja [ : (X,*) — (Y,x) uma aplicacao e (Z,%) um espago
pontuado. A sucessdo
£ i * s it S
(X, Z] = [Y, Z]. = [Cy, 2]« — [EX, Z], = [XY, Z] = [2Cy, Z] &= -+

é uma sucessao exacta de conjuntos pontuados, de grupos a partir do terceiro termo
e de grupos abelianos a partir do sexto termo.

Notemos que a exactidao da sucessdao nao é afectada se trocarmos o sinal das
aplicagoes. A exactidao da sucessao acima tem um significado mais forte na secg¢ao

(7) v, 2). £ [Cy, 2). T [3X, Z].
De facto, a aplicacao
Cf SYXV Cf
que "colapsa o equador de X A [0,1];", definida por
r A2t e XX sez=aoAt,0<t<1/2
cz)=axN2t-1)eC; sez=azAt1/2<t<1
ze Oy sezeY CCy
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determina uma aplicacao
[£X,2). x [Cy,2). <> [Cy, 2).
e é um exercicio simples verificar que se trata de uma ac¢ao do grupo [XX, Z]. no
conjunto [Cy, Z],.
Proposicao 3.51. Na sucessao (7) temos i*([f]) = i*([g]) sse eziste [h] € [XX, Z].

tal que
i*([f]) = ¢*([hl. [g])-

Proof. Sejam f,g: Cy — Z tais que i*([f]) = ¢*([g]). Pela propriedade de extensao
das homotopias, podemos substituir f,g por aplicacoes tais que foi = goi. A
aplicagao

h:3XX -7
definida por

A2t se0<t<1/2

hzAt) = f(@ ) se0<t<1/
glxAN(2t—1)) sel/2<t<1

estd portanto bem definida, e é facil ver que (h V g) o ¢ ~ f como queriamos
demonstrar. (I

Exercicio 3.52. Sejam X e Y espacos bem pontuados. Mostre que
S(XXY)=YXXVXIYVEXAY.

Sugestao: Use a sucessao de cofibragao determinada por X VY — X x Y para
mostrar que a aplicacao X AY — XX V XY é nulhomotépica.

Na categoria dos espagos pontuados podemos agora definir a sucessao dual da
sucessao de cofibracao de uma aplicacao.

Definigao 3.53. A fibra de homotopia de uma aplicagio [ : (X,*) — (Y, ) €
Fr={(z,a) € X x YOU: 0(0) = *,a(1) = f(z)}.

Note-se que esta defini¢ao coincide com a Definicao 3.38 no caso nao pontuado
apenas a menos de homeomorfismo. A razao desta nova defini¢do prende-se com o
facto de se tomar normalmente 0 para ponto de base em [0, 1]. Com esta defini¢ao
temos um diagrama de pullback de espagos pontuados

FfC% Map*([oa 1]7Y) :
X——>Y

Note-se que m; é uma fibracao, sendo o pull-back de uma fibracao. A fibra de m
sobre o ponto de base é claramente homeomorfa a QY. Consideremos a factorizacao

Ff(—j> Ff X x X[Ovl]

1
€
X
em que

Fy xx XU = {(2,0,8) € X x VIO 5 XI0M: 0(0) = ,0(1) = f(2), B(1) = z}
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e e(x,a,0) = £(0). A menos de homeomorfismo trata-se exactamente da fac-
torizacdo (5) da aplicacdo m : Fy — Y como uma equivaléncia de homotopia
seguida de uma fibra¢do. A fibra de e sobre o ponto de base é exactamente Fi,.
Pela Proposigao 3.36(a), j € uma equivaléncia de homotopia fibrada e portanto
restringe-se a uma equivaléncia de homotopia

j‘QyZ QY — Fﬂ—l.
Exercicio 3.54. Determine um inverso de homotopia explicito para j.

O seguinte resultado é o dual do Lema 3.48. Dada uma aplicagao [ : (X, *) —
(Y, *) escrevemos —§2f : QX — QY para a aplicacao definida por

—Q(f)(a)(t) = foa(l —1).
Lema 3.55. (1) No diagrama seguinte

-Q
0x il QY C—— Fy

e

Fﬁl — F

as aplicagoes verticais sao equivaléncias de homotopia, o quadrado comuta
a menos de homotopia e o tridngulo comuta estritamente.
(2) Hd um homeomorfismo natural entre Fo, e QFy.

Proof. Exercicio. O

Definigao 3.56. A sucessao de fibragao associada a uma aplicagio f : (X, x) —
(Y, %) é a sucessao
2 . .
o xH ey o, maox Yoy LB x Ly

Notemos que se X é um espago pontuado, existe uma multiplicacao natural em

Qx
QX x QX — QX

determinada pela concatenacao de caminhos em X. Esta multiplicacao determina
uma operacao nos conjuntos [A, QX], que se verifica facilmente ser uma operacao

de grupo. E ainda imediato a partir das definicdes das operacdes que o isomorfismo
natural dado pela adjuncao

[ZA, X]. — [4,QX],

é um isomorfismo de grupos. Uma aplica¢do g : (A,*) — (B, *) determina clara-
mente, por pré-composi¢ao, um homomorfismo de grupos

*

[B,QX], & [4,0X],
E ainda facil verificar que dado f: (X, ) — (Y, %)

14, 0x], ‘2 4, v).

é um homomorfismo de grupos. Tal como no caso dual temos o seguinte resultado.
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Proposig¢ao 3.57. Dados f: (X,*) — (Y,%) e (4,%), a sucessao

2
@2f)- [A,Q%Y], — - — [A, Fyl. A, X]. ELY [A,Y].

) )

(8) [A7 Q2X]*

€ uma sucessao exacta de conjuntos pontuados, de grupos a partir do terceiro termo
e de grupos abelianos a partir do sexto termo.

Notemos ainda, que ha uma accao natural
QY x Fy % QY
definida por
ala,z, B) = (x,a* 03).

Esta ac¢do determina uma acc¢ao do grupo [A4, QY], no conjunto pontuado [A, F'f],
e a exactidao da sucessao de fibracdao em

[A4,QY], 25 [A, Fy], ™ [A, X]
tem o sentido mais forte
mx([f]) = m([9]) < 3h] €[4, QY ]s: a0 (b, f) ~g.
Se p: E — B & uma fibracao entao a inclusao
F=pl(x) = F,

da fibra sobre o ponto de base na fibra de homotopia ¢ uma equivaléncia de ho-
motopia pelo que podemos substituir F,, pela fibra na sucessao (8). Em termos
geométricos a aplicagao
[A,QB]. — [4,F.
obtida compondo a aplicagdo da sucessao da fibragao com a equivaléncia de homo-
topia Fy — F pode ser descrita do seguinte modo: Dada uma aplicacao
g:A— QB

seja G : A x [0,1] — B a aplicacdo adjunta e G : A x [0,1] — E um levantamento
tal que G(a,0) =+ € FF C E. A aplicagao

a— G(a,1)
tem imagem contida na fibra F', e a sua classe de homotopia é a imagem de [g] em

[A, F]. (Exercicio).

Relagao entre sucessoes de fibragao e cofibragao. Vamos agora discutir a
functorialidade (ou mais precisamente a falta de functorialidade) das sucessoes de
cofibracao e fibragdo. Os resultados desta seccdo sdo muito importantes tanto
conceptualmente como do ponto de vista pratico.

Proposigao 3.58. Dado um quadrado comutativo na categoria de homotopia
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existe uma aplicagio h tal que o sequinte diagrama comuta

X—>vy C, N X
|
fl l f Zfl
j \
Z W C; SW.

e, dualmente, uma aplicacao | que faz sequinte diagrama comutar

%

QY F; X Y

")

Qw F; Z 1%

Proof. Seja H : X x [0,1] — W uma homotopia entre jo f e iog. E facil ver que
a aplicacao h : C; — C; definida por

_ 1
flz) A (2t) sea=rANt,0<t <5
h(a) = H(z,2t—1) sea=xzAt, 3 <t<1
9(y) sea=yeY.
faz o diagrama comutar. O caso dual é analogo. t

Note-se que a aplicacdo h na demonstracao anterior depende da escolha da ho-
motopia H entre jo f e iog. Estas homotopias formam um torsor'® sobre o grupo
[XX,W]. Nao ha geralmente uma escolha tinica para a aplicagdo h como mostra o
seguinte exemplo.

Exemplo 3.59. No seguinte diagrama, em que as linhas sao equivalentes a sucessoes
de cofibracao,

gn— 1C Dn Sn—— > gn
|
N
_ N
* gn Sn *.

qualquer aplicacao h faz o diagrama comutar na categoria de homotopia.

Esta falha de functorialidade das sucessoes de cofibracao e fibracao é um feno-
meno tipico em Teoria de Homotopia e a fonte de uma grande parte da subtileza da
teoria. A falha de functorialidade é tornada mais precisa pelo seguinte exercicio.

Exercicio 3.60 (Haynes Miller). Seja C a categoria de homotopia e A a categoria
dos morfismos em C. Mostre que ndo existe um functor A — C que associe a [f]
um espago com o tipo de homotopia de Cf.

5Um conjunto diz-se um torsor sobre um grupo se o grupo age livremente nele com uma
tnica orbita. Por exemplo, as bases ortonormais orientadas de R™ sao um torsor sobre o grupo
das rotagoes SO(n) e as classes de homotopia de caminhos entre o e z1 € X sdo um torsor sobre
w1 (X, zo).
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Aplicando a proposicao anterior ao quadrado formado por duas aplicacoes con-
secutivas numa sucessao de fibracdo ou cofibracdo obtemos aplicacoes que com-
param a fibra e a cofibra de uma aplicacao:

Ff * ZFf — EFf
|
R
I \
X Y Cy ¥ X
e
QY Fy X d Y
I
A !
-~ \
QCf — QCf * Of.
E facil verificar que podemos escolher para e : Y Fy — C} a aplicagao
2t 0<t<?i
elant) = a(2t) sel_ =2
a(l)An@2t—1) sez<t<1.

e para n: Fy — QCy a aplicacao adjunta. Estas aplica¢oes estao relacionadas com
a unidade e a counidade'® da adjuncdo (%, )

n:X — QXX e(x)(t) =x At

€: 20X - X n(aAt) = aft).

da seguinte maneira:

Proposigao 3.61. O sequinte diagrama comuta na categoria de homotopia

YQFy —¥0X QY YFy ¥X
9% Fy X ! Y Cy X
l— J{n ln ln in
QY QCy (9)0'¢ Qxy QxCy
Proof. Exercicio. O

Ag aplicacoes de comparacao entre a cofibra e a fibra nunca sdo equivaléncias de
homotopia (a ndo ser que os espagos em questao sejam contracteis) mas veremos em
breve que sao de facto equivaléncias "até uma certa dimensao", no que se chama
o "dominio estavel". Em algumas situa¢des, no entanto, estas aplicagdes sdo de
facto equivaléncias nao havendo portanto diferenca essencial entre a estrutura de
cofibragao e fibragao. Nesse caso estd-se no ambito daquilo a que se chama a Teoria
de Homotopia Estével. Um exemplo importante é indicado no seguinte exercicio.

Exercicio 3.62. Recorde as definicoes da seccio 2.

16A ynidade e counidade de uma adjuncdo (F, Q) sdo as transformacdes naturais que a cada
objecto associam a aplicacdo adjunta de idp(x) e idg(x) respectivamente.
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(a) Defina por analogia com as definigdes para espagos topoldgicos'”, o cilindro My,
o0 objecto Py, a cofibra e a fibra de homotopia de uma aplicacio f : C. — D,
entre complexos em cadeia.

(b) Mostre que os functores de suspensio X e lagos ) (respectivamente a cofibra
de homotopia da aplicacao para o objecto terminal e a fibra de homotopia da
aplicagao a partir do objecto inicial) siao functores inversos e que (XC.), =
Ch_1.

(¢) Mostre que as aplicacoes de compara¢ao

sao equivaléncias de homotopia.

O seguinte resultado é usado muitas vezes na pratica. Intuitivamente diz que
num quadrado comutativo a "diferenca" entre os "nucleos" das duas linhas é igual
a diferenca entre o niicleo das duas colunas, e o andlogo para os co-niicleos.

Proposigao 3.63. Seja

i
s

A B

C—>D
um diagrama comutativo na categoria de homotopia. Entdo é possivel construir
diagramas'®

em que cada linha e coluna é equivalente na categoria de homotopia a uma por¢ao
de uma sucessao de fibracao, e

em que cada linha e coluna é equivalente na categoria de homotopia a uma por¢ao
de uma sucessao de cofibracao.

sto é, substituindo o intervalo [0, 1] pelo complexo I., o produto pelo produto tensorial e o
espaco de caminhos pelo complexo de morfismos a partir de I, e calculando os limites e colimites
relevantes na categoria dos complexos em cadeia.

18Que estao longe de ser tnicos, claro.
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Proof. Provamos apenas a afirmacao relativa a sucessoes de fibracao. Comecamos
por notar que podemos substituir 7 e g por fibraces da maneira usual. Pela
propriedade do levantamento das homotopia podemos entao substituir ¢ e f por
aplicagbes homotoépicas que fazem o quadrado comutar estritamente. Seja P o
pullback das fibracoes j,g e
¢p:A— P

a aplicacdo candnica. Podemos novamente substituir esta aplicacdo por uma fi-
bracdo equivalente ¥. Obtemos assim um quadrado equivalente em que as quatro
aplicacoes sao fibragoes pelo que as fibras de homotopia podem ser calculadas sim-
plesmente tomando a fibra. Tome-se para I,J, G, H as fibras das aplicacoes rele-
vantes e para F a fibra da aplicacdo v. E agora facil ver que as aplicacbes G — H
e I — J sao fibracoes. Por exemplo, a aplicacdo G — H é a restricao a fibra da
aplicacgao entre fibragoes sobre C

<;:)><—)Q
<
~ =T

C—=C
Note-se agora que F' é a fibra comum de G — He I — J.
O caso dual é analogo e deixa-se como exercicio. (]

Nota 3.64. Vale a pena observar que a demonstracao anterior identifica o canto
superior esquerdo do primeiro diagrama 3X 8 com a fibra de homotopia da aplicagdo
candnica de A para o pullback de homotopia (ver Ezercicio 4.9 para a defini¢io)
de C — D — B, e dualmente, o canto inferior direito do sequndo diagrama 3Xx 3
com a cofibra de homotopia da aplicacdo candnica do pushout de homotopia (ver
Defini¢ao 5.28) de C' «+— A — B para D.

4. GRUPOS DE HOMOTOPIA

Tomando A = S° na sucessdo exacta (8) obtemos o seguinte resultado funda-
mental:

Corolario 4.1. Seja p: E — B é uma fibracdo, F = p~1(x) a fibra sobre o ponto
de base de B e i : F — E a inclusio da. Temos a sequinte sucessio exacta'® de
grupos de homotopia

- — T (F %) LY T (B, %) by (B, %) KA 1 (F, %) — -

Note-se que a discussao anterior d&4 uma interpretacao geométrica para o homo-
morfismo d (tomar A = S"1).

O corolario anterior é um dos resultados fundamentais para o calculo dos grupos
de homotopia e joga um papel semelhante ao da sucessao de Mayer-Vietoris para
o célculo da homologia (num sentido tornado mais claro pelo Exercicio 4.9).

Corolario 4.2. Sep: E — B é um revestimento, p : 7p(E,*) — mx(B,*) € um
isomorfismo para k > 2.

19N sentido habitual.
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Proof. Um revestimento é uma fibracao e a fibra é discreta pelo que na sucessao do
Corolario 4.1, a aplica¢do p, é um isomorfismo para k > 2. [

Exemplo 4.3. (i) m(S!) = 0 para todo o k > 2.
(ii) m(RP™) = m,(S™) para todo o k > 2.

Para um outro exemplo, consideremos a fibracao de Hopf
Sl g3 P g2
p é o quociente da accdo diagonal de S C C* em
S% = {(21,20) €C%: |21)> + |22 = 1}

O espaco das érbitas é por definicao a linha projectiva complexa, ou seja a esfera de
Riemann S?. E um exercicio verificar que p é localmente trivial sobre S? e portanto
p € uma fibragdo. A sucessao exacta longa da fibracgao é

- — m(81) = T (S%) = m(S?) = M1 (ST) = -
Concluimos do célculo anterior dos grupos de homotopia de S' que
Wk(SS) &) 7Tk(S2)

¢ um isomorfismo para k > 3. Por aproximacao simplicial, temos que m.5% = 0 (e
mais geralmente 7, (S™) = 0 para k < n) pelo que esta sucessdo exacta permite-nos
ainda concluir que

9) m2(S?) ~ 1, (S') ~ Z.
Anéalogamente temos a fibragdo de Hopf correspondente a linha projectiva quater-
niénica
S§3 - 87— g4
e obtemos a sucessao exacta

- (83 — 7rk(87) — Wk(S4) — 18 —

Uma vez que a inclusdo S® — S7 é nulhomotépica e portanto induz o homomorfismo
0 nos grupos de homotopia podemos separar a sucessao acima em sucessoes exactas
curtas

0— 187 = mpS* = m_15% = 0
que na verdade cindem pelo seguinte argumento: Como a aplicacao
i:8% 87

¢ nulhomoto6pica, a sua fibra de homotopia é homotopicamente equivalente a fibra
de uma aplicacao constante. Da definicao de fibra de homotopia é imediato que
esta ultima é S3 x Q87 e portanto

QS* ~ F; ~ $® x Q87
mostrando que
(S ~ 1 (ST) @ mp_1 53
para k > 1.
O argumento anterior ilustra bem a vantagem em trabalhar com espacos e nao

apenas os seus invariantes mesmo que estejamos apenas interessados em calcular os
invariantes em causa (neste caso os grupos de homotopia).
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Exercicio 4.4. Mostre que
T (S®) ~ m(S*0) @ mp_1 7
para k > 1.
Como ultima aplicagao notemos que a aplicagao
SO(n+1) % s»
dada pela ac¢éo do grupo das rotagdes em (0,...,0,1) € S™ é um fibrado com fibra
homeomorfa a SO(n). A sucessio exacta
M1 (S™) = T(SO(n)) — T(SO(n + 1)) — me(S™)

e o facto de mpS™ ~ 0 para k < n, pelo teorema de aproximacao simplicial, mostra
que a inclusao induz um isomorfismo

mS0(n) — T SO(n+ 1)
para k < n — 2. Estes grupos de homotopia sao conhecidos como consequéncia do

Teorema de Periodicidade de Bott. 7, SO(N) para N >> k ¢ dado em funcéo de
k pela sucessao

zZ/2 0 Z 0 0 0 Z Z/2 Z/2 0 0 Z...
repetida com periodicidade 8.
Grupos de homotopia relativos. Tal como no caso estudado previamente dos

grupos de homologia, é 1til estender a definicao dos grupos de homotopia a pares
de espacos.

Definigao 4.5. Seja (X, A) um par de espacos pontuados, e i: A — X a inclusao.
Os grupos de homotopia relativos do par (X, A) definem-se para k > 1 pela formula
7Tk(X, A) = ﬂ-k—lFi'

Assim 7 (X, A) € um conjunto pontuado para k = 1, um grupo para k = 2 e um
grupo abeliano para k > 2. Interessa ter uma interpretacao geométrica dos grupos
de homotopia relativos. Para tal, consideremos a aplicagao quociente

[0,1]" — [0,1]"/0([0,1]") ~ S™
Uma aplicacio S*~1 — F; ¢ A x X[%1 & determinada pelo factor
gk=1 _, xlo.1]
e compondo com a aplica¢do quociente [0, 1]*~! — S*=1 podemos usar a adjuncio
usual para interpretar um elemento de 7;_1(X, A) como uma aplicagao
0,1]F = [0,1]* ' x [0,1] L X
tal que
* se t =0 oux € 9([0,1]"),
glx,t)=¢ €A set=1,
€ X caso contrario.
Uma vez que temos um homeomorfismo de pares
(DF,871) = ([0, 1%, [0, 1% = {1})/([0,1]** x {0y ua(I*1) x [0,1])
obtemos uma bijec¢ao natural
(10) (X, A) = [(Dg, S*71), (X, A)].



34 GUSTAVO GRANJA

E ainda facil ver (exercicio) que a operacdo de composicio em 7 (X, A) (quando
definida) ¢ dada por concatenagio na tltima coordenada de [0, 1]*~1.

Aplicando a Proposicao 3.57 & inclusao A — X obtemos imediatamente o
seguinte resultado.

Proposigao 4.6. Seja (X, A) um par de espagos pontuados. A sucessio
o e (X, A) S e (A) B (X)) D me(XLA) — - mo(A) — mo(X)
€ exacta no sentido habitual.

Deixamos como exercicio a verificacdo que, em termos da interpretacdo ge-
ométrica explicada acima para os grupos de homotopia relativos, o homomorfismo
0 é dado por restri¢io da aplicagio

(D*H %) — (X, A)
a S* e que o homomorfismo j, ¢ o induzido pela inclusdo do par (X, *) em (X, A).

Exercicio 4.7. Mostre que se p: E — B € uma fibracao com fibra F, a projec¢ao
induz um isomorfismo

(B, F) & m(B)
para k > 1.

Exercicio 4.8. Sejam (X, *),(Y,*) espacos pontuados e i : X VY — X XY a
inclusao. Mostre que

TE(XVY) = m (X XY, X VY)®mp(X) @ me(Y).
Exercicio 4.9. Dado um diagrama
xhzay
o pullback de homotopia de f e g define-se por
P={(z,a,y) € X x 20U x Y a(0) = f(2), a(1) = g(y)}-

Sendo m1 : P — X e w3 : P — Y as projec¢oes, mostre que existe uma sucessao
exacta longa

N Wk(P) Mo 7T;€(X) @Wk(Y) f*—’g;f Wk(Z) i

Tal como no caso conhecido da homologia, temos também uma sucessao exacta
de homotopia associada a um terno Z C Y C X de espagos pontuados.

Lema 4.10. Se (X,Y,Z) € um terno de espagos, temos uma sucessio ezxacta longa
(no sentido habitual)

e (Y, Z) e (X, Z) e m(XLY) T ma (Y, Z)
onde i, $Go 0s homomorfismos induzidos pelas inclusoes de pares e O € a composicao
das aplicagoes

(X, V) -5 m 1 (V) 25 1 (Y, Z)

Proof. A demonstracao é um exercicio de "diagram chasing" nas sucessoes exactas
dos pares (X,Y), (Y,Z) e (X, 2). O
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Nota 4.11. Considerando o quadrado de inclusoes

Z—=Y

|

X —> X
a sucessao ezxacta do lema anterior identifica-se com a sucessdo ezxacta longa de

homotopia da sucessao de fibracao na linha de cima do diagrama 8 por 3 dado pela
Proposi¢cao 3.63.

Além da sucessao exacta de uma fibracao, o seguinte resultado da-nos mais dois
métodos bésicos de calculo de grupos de homotopia. Antes recordemos o seguinte
resultado de Topologia Geral

Lema 4.12. Sejam X, — Xp41 inclusées de espacos T1 e X = colimy Xy a uniao
com a topologia final. Se K é um espaco compacto, e f: K — X é uma aplicacao
continua, entio existe N tal que f(K) C Xy.

Proof. Suponhamos que o resultado é falso. Entao, passando se necessario a uma
subsucessdo de {X} : k € N}, podemos supor que existe uma sucessao x, € K
com f(x,) € X,, \ Xp—1. Vamos mostrar que o subconjunto D = {f(x,): n €
N} C f(K) é um subconjunto infinito sem pontos de acumulagao, o que contradiz
a compacidade de f(K). Por hipétese D é um conjunto infinito.

Designando por i : X — X as aplicacOes candnicas, vemos que para todo o k,
i, (D) é um conjunto finito e logo um fechado de Xj. Por definicio da topologia
final, D é fechado em X.

Fixandon € N, i, '(D\{f(z,)}) = {f(@1), ..., flzi) }\{f(zn)} C X\ é também
um conjunto finito e portanto fechado. Logo os conjuntos singulares {f(xx)} sao
abertos relativos de D, e logo D é um conjunto discreto. Como também é fechado
nao tem pontos de acumulagao o que conclui a demonstracao. O

Nota 4.13. Note-se que so podemos garantir que as aplicacoes canonicas X — X
sao mergulhos adicionando algumas hipdteses, como por exemplo a de as inclusoes
Xy — Xpi1 serem fechadas (nesse caso Xy, — X € também uma aplicagio fechada).
Nesse caso o lema anterior diz que a aplicacio K — X se factoriza através de uma
das aplicacoes canonicas X — X.

Proposigao 4.14. (a) A aplicagdo candnica
([ [ Xa) = [ 70 (Xa)

€ um isomorfismo.
(b) Se X), — X1 sdo inclusées fechadas de espagos Ty e X = colim Xy, € a uniao
com a topologia final, a aplicacdo candnica

colim 7, (X)) — mp(X)
€ um isomorfismo.

Proof. A afirmacado (a) é clara. Mais geralmente tem-se [A,[[, Xo] = [[,[4, X4]
para qualquer A pela propriedade universal da topologia produto (o mesmo sendo
verdade para espagos pontuados e classes de homotopia pontuadas).
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Um modelo para o colimite de um diagrama de grupos (respectivamente grupos
abelianos)

G s LG, O

é dado por

(1 ca/r

onde [] designa o produto livre (respectivamente a soma directa) e R designa o
subgrupo normal gerado pelos elementos g, ¢, (g,) ™!, juntamente com as aplicagoes

canonicas
Gn— [[Gn— (J] Gn)/B.

Seja
P colimmy, (Xg) — m,(X)
a aplicacao induzida pelas aplica¢oes candnicas X — X (que nas condig¢oes do
enunciado sao mergulhos). Pelo lema e nota anteriores, todo o representante f :
Sk — X de um elemento de m(X) se factoriza por uma inclusdo Xy — X o que
mostra que 1 é um epimorfismo.

Um elemento « € ker ¢ é representado por uma palavra (ou uma soma finita) de
elementos em «; € m,(Xy,;). Tomando N = max{k;} vemos que « é a imagem de
um elemento 3 € 7,(Xy). Seja g : S¥ — X um representante de 3, iy : Xy — X
ainclusdo e H : S* x [0,1] — X uma nulhomotopia de iy og. Novamente pelo lema
e nota anteriores vemos que existe M tal que H se factoriza pela inclusao X,y — X.
Isto mostra que (3 esta no nicleo do homomorfismo 7 (Xn) — 7(Xas) induzido
pela inclusdo e portanto representa o elemento trivial em colim 7, (X y). O

Exercicio 4.15. Sendo RP>* = U2 RP" e definindo andlogamente o0s espacos
projectivos complezo e quaternionicos de dimensao infinita, CP*° e HP>, mostre
que

Ta(RP) = Z]2 se k=1
0sek#1
7 se k=2
Wk((CPOO) = 5
0 sek#2
e
e (HP™) =~ mp,_1(S?)
para k > 1.

Dependéncia do ponto de base. Seja (4, *) um espaco bem pontuado e (X, )
um espaco pontuado. Se A élocalmente compacto e Hausdorff, entao pela Proposicao
3.26, temos uma fibragao

Map(A4, X) — Map(*, X) = X
com fibra Map, (A, X). A sucessdo exacta longa de homotopia inclui a secc¢ao
m(X) — mo(Map, (4, X)) = [4, X]. — mo(Map(A, X)) = [4, X]

Uma vez que a aplicagao da direita é claramente sobrejectiva, a exactidao da
sucessao de homotopia implica o seguinte resultado (no caso em que A é local-
mente compacto e Hausdorff).
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Proposi¢ao 4.16. Se (A,*) é um espa¢o bem pontuado e (X, %) €é um espaco
pontuado, o grupo fundamental de X age no conjunto de classes de homotopia
pontuadas [A, X] tendo por quociente o conjunto das classes de homotopia. Isto é

[4, X] = [4, X]/m (X)

Proof. O caso geral demonstra-se por aplicagao da propriedade de extensao das
homotopias ao par (A, x) (exercicio). d

Exercicio 4.17. Sendo X wma superficie fechada (isto é, compacta e sem bordo),
estabeleca uma bijeccio entre o conjunto das classes de homotopia [X,S?] e os
numeros inteiros.

Como a fibra sobre x € X da aplicagdo Map(A, X) — X é o espago das aplicages
pontuadas (A, %) — (X, z), o Corolario 3.42 (ou a propriedade de extensao das
homotopias no caso em que A nao é localmente compacto e Hausdorff) da-nos uma
representacao do grupoide fundamental de X nas classes de homotopia pontuadas
[A, X]. para as vérias escolhas de ponto de base em X. Em particular, um caminho

a:[0,1] = X com «(0) = x¢ e (1) = x; determina uma bijec¢io
Ta - [(A’ *)7 (Xv xo)]* - [(A7 *)7 (val)]*
Interessa ter uma descri¢do geométrica desta accao do grupo fundamental nos

grupos de homotopia. Se f : [0,1]® — X representa um elemento 3 € 7 (X, z0) e
a:[0,1] — X é um caminho que une zy a 1, entéo

Ta(0) € (X, x1)

é de acordo com a definicao da accao de monodromia representado por um elemento
g :[0,1]¥ — X que se obtém aplicando a propriedade de extensio das homotopias
a f e a homotopia H : 9([0,1]*) x [0,1] dada por

H(x,t) = a(t).

Claramente uma escolha possivel para a a aplicac¢do g(y) = H(y, 1) é a representada
na seguinte figura:

De facto, podemos estender a homotopia retraindo [0, 1]* x [0, 1] em [0, 1]* x 0U
a([0,1]%) x [0, 1] por meio da projeccao radial a partir do ponto (%, cee %, 2) e nesse
caso a restricdo a face [0,1]F x 1 & a descrita pela figura acima.

a acgdo de conjugagao.

Proposicao 4.19. Se a é um caminho que une xo a 1, T4 : 7 (X, o) — T (X, 21)
€ um isomorfismo de grupos.

Proof. Usando a descricao geométrica anterior é facil descrever uma homotopia
entre 7, (01 + B2) € To(01) + Ta(B2). O
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Outro resultado imediato é a naturalidade desta ac¢ao dos caminhos.

Proposicao 4.20. Se f : X — Y é uma aplica¢io e o : [0,1] — X é um caminho
com o(0) = z¢ e a(l) = x1, o sequinte diagrama comuta

(X, 20) —L= m(Y, (o))

(X, 1) —= (Y, (1))

Defini¢ao 4.21. Um espago X diz-se n-simples se w1 (X, zg) age trivialmente em
(X, 20) para toda a escolha de ponto de base xg € X. Um espago diz-se simples
ou abeliano se € n-simples para todo o n.

Uma fonte importante de espagos simples é a dos espacgos que dispéem de uma
multiplicacao. Estes espacos chamam-se H-espacos ou espacos de Hopf.

Definigao 4.22. Um espago pontuado (X, x) diz-se wm H-espago se existe uma
aplicacao p: X x X — X tal que o diagrama

X X —= X X X<=—X Xxx

"
X

comuta na categoria de homotopia.

Nota 4.23. Por vezes, na definicao de H-espaco exige-se que o ponto de base
seja uma unidade estrita para a multiplicacao. Na prdtica ndao se trata de uma
diferenca importante pois se o espaco em questio é bem pontuado, a propriedade
da extensao das homotopias permite substituir qualquer multiplicagao no sentido da
defini¢cao anterior por uma multiplica¢cdo homotdpica que admite o ponto de base
como unidade estrita.

Os grupos topologicos sao exemplos de H-espagos, assim como os espagos de
lacos 2A com o produto dado pela concatenacao de caminhos. Todos estes sdo na
realidade H-espacos associativos no sentido em que os diagramas

(XxX)xXT>X><X<TX><(X><X)

pxidx idx xu
\ l”/

X

comutam na categoria de homotopia. Um exemplo de um H-espago nao associativo
¢ a esfera S7 com o produto dado pela multiplicacdo dos octonides.

Exercicio 4.24. Mostre que um H-espaco é um espaco simples.

Exercicio 4.25. Seja X um H-espago associativo com multiplicagio . Um inverso
para a multiplicagao p é uma aplica¢ao v: X — X tal que

v pul@)a) e @ (e ua))
sao homotdpicas a aplicagcdo constante no ponto de base. A aplicacao de corte é a

aplicacao

XxX—-XxX
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definida por

(z,y) = (z, w(z,y)).
Mostre que (X, ) admite wm inverso para a multiplicacdo sse a aplicacao de corte
€ uma equivaléncia de homotopia.

Exemplo 4.26. Seja X = S' Vv S? e o um gerador de 7;(X) (representado pela
inclusdo S1 — S v S§%). Seja 3 € m(X) o elemento representado pela inclusio
S? — Stv §2. Note-se que (3 é um eleemento nio trivial de 75(X) uma vez que o
homomorfismo induzido em homologia por $? — S Vv $2? é ndo nulo. Vejamos que
Ta(B) # B.
O revestimento universal de X é o "colar infinito"

X=RU(S*x2Z)/~
onde ~ é a relagao de equivaléncia gerada por

R>n~ (x,n) € S? xZ

com a projeccio p : X — X definida por

(@) e sex € R
€Tr) =
P yse xz = (y,n) € S? x Z.

Pelo Corolario 4.2 p, : (X ) — ma(X) é um isomorfismo.
Seja (1, € ma(X, k) o elemento representado pela inclusdo S? = S% x {k} — X,
e & o levantamento de a a partir de —1 € X. Pela Proposicao 4.20 temos

P«(76(6-1)) = 7a(B)
e claramente
yz (ﬂO) = Q.

Notemos agora que a imagem de um gerador de H(S?) pela classe de homotopia
de T@(B_l) é igual a imagem do gerador por S_; (uma vez que as duas aplica¢oes
sdo livremente homotépicas). Conclui-se que § e 75(3_1) sdo elementos distintos
de (X, 0) pois levam um gerador de H(S?) em geradores distintos de

Hy(X) = Spezl.
Uma vez que p, € um isomorfismo conclui-se que 7,(3) # 3, e portanto a acgao de
m1(X) em mo(X) é ndo trivial. Na realidade néo é dificil estender este argumento
de forma a mostrar que a ac¢ao no elemento (3 é de facto livre e que os elementos
{Tka(B): k € Z} sdo linearmente independentes em mo(X).

Vemos assim, que contrariamente ao que sucede com os grupos de homologia,
os grupos de homotopia de um complexo celular finito ndo sdo necessariamente
finitamente gerados. Veremos mais tarde que tal ndo pode acontecer se o complexo
finito em questao for simplesmente conexo. Note-se finalmente que o exercicio
anterior garante que X = S! Vv S? nio admite uma estrutura de H-espaco.

De forma semelhante, um caminho « : [0,1] — A entre ag e a1 € A deter-
mina uma bijecgdo 7, : (X, A,a0) — m(X, A, a1) induzida pela aplicacio de
monodromia da fibragao

Map((D*, $*71), (X, A)) — A
determinada por avaliacido no ponto de base. E facil verificar que geometricamente
esta accao pode ser descrita pela Figura 1.
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[O, 1]1@71

ol S

PN

FIGURE 1. Accao de m (A4, *) em (X, A).

O seguinte resultado é de verificagao imediata.
Proposicao 4.27. Seja o : [0,1] — A um caminho com a(0) = ag e a(l) = aq, e
(X, A) € um par de espagos pontuados.
(a) A aplicagao
To : Te(X, Ay ap) — (X, Ay aq)
€ um isomorfismo de grupos para k > 2.
(b) Os homomorfismos de bordo
8 m(X, A) -2 me_1(A)
comutam com a acgao de 1 (A).
Nota 4.28. Note-se que hd ainda uma ac¢io de m(X) em m,(X, A) determinada
pela aplicagcao de monodromia da fibracao
A Xx X[O’l] — X

cuja fibra é a fibra de homotopia da inclusio A — X. Uma escolha para a aplica¢io
de monodromia

A Xx Map*([oa 1]7X) = AXx Map*([oa 1]7X)
desta fibragao determinada por um caminho 6 : [0,1] — X é

T5(CL,’7) = (a75 * 7)'

Dagqui se reconhece facilmente (conforme a Figura 1) que, escrevendo i : A — X
para a inclusao, se 6 = i.(B) entdo a acgao de § em w,(X, A) coincide com a ac¢ao

de B definida acima.

Finalmente, a accao dos caminhos nos grupos de homotopia permite-nos descr-
ever o efeito de uma homotopia livre no homomorfismo induzido por uma aplicacao
em grupos de homotopia.

Proposicao 4.29. Seja H : X x [0,1] — Y uma homotopia entre f,g: X — Y,
xo € X e defina-se a: [0,1] — X por a(t) = H(xo,t). Entao o sequinte diagrama
€ comutativo:

e

7k (X, o) (Y, f(x0))

ﬂ-k(Ya g(IO))
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Proof. Se u : [0,1]* — X é um representante de v € m(X,2¢), a aplicacio K :
[0,1]% x [0,1] — Y definida por

K(z,t) = H(u(2),1)
determina uma homotopia entre 74(f.(7)) representado (mediante o homeomor-
fismo usual) pela restrigio de K a [0,1]* x {0} U (9[0,1]%) x [0,1] e g.(7y) que é
representado pela restrigio de K a [0,1]% x {1}. O

O resultado anterior tem como consequéncia a (ndo muito surpreendente) invar-
iancia de homotopia dos grupos de homotopia.

Corolario 4.30. Se f : X — Y € uma equivaléncia de homotopia, f, : m (X, z¢) —
m (Y, f(x0)) € um isomorfismo para todo o xy € X.

Proof. Seja g : Y — X um inverso de homotopia para f. O diagrama

90 fx

7Tk(X, CE()) 7Tk:(X7gf(x0))

(X, 20)

mostra que gy o f, € um isomorfismo, pelo que f, é um monomorfismo e g, é um
epimorfismo. Aplicando 0 mesmo argumento a go f : (Y, f(zo)) — (Y, gf9(x0))
vemos que g, ¢ também um monomorfismo e portanto um isomorfismo. Conclui-se
que f, é um isomorfismo. O

Definigao 4.31. Uma aplicacio [ : X — Y diz-se uma equivaléncia de homotopia
fraca se f(X) intersecta todas as componentes conexas por arcos de 'Y (isto é, é
um isomorfismo em my) e induz um isomorfismo

(X, 0) L5 (Y, f (o))
para todos 0os pontos rg € X.

O corolario anterior torna claro que uma equivaléncia de homotopia é uma equiv-
aléncia de homotopia fraca. Vamos agora estudar uma classe importante de espacos
onde o reciproco é verdade.

5. TEORIA DE HOMOTOPIA DE COMPLEXOS CELULARES

Recorde-se que um complexo celular ou complezo CW é um espago X = colim X"
com X° um espaco discreto e cada espaco X,y obtido de X, através de um
pushout?®

Hasn(_) Ha Dn+1

o

X —> Xn+1

O subespago X" chama-se o esqueleto de dimensao n de X. Uma aplicacao f :
X — Y entre complexos celulares diz-se uma aplicagcdo celular se f(X™) C Y™.

20 Alternativamente X™*1! é a cofibra (ndo pontuada) da aplicacdo ][ fa.
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Mais geralmente, dado um espago topologico A qualquer, um complexo celular
relativo (X, A) é um espago

X = colim(X, A)"

onde (X, A)Y ¢ a unido disjunta de A com um conjunto discreto (as células-0) e os
espacos (X, A)" obtém-se indutivamente por meio de pushouts

HaSnC—) Ha Dn+1

w

(X, A)" — (X, A)"+1,

Uma aplicagio de pares f : (X, A) — (Y, B) diz-se celular se preserva os esqueletos.
Vamos assumir alguma familiariedade com a topologia de complexos celulares.
Uma boa referéncia é [Ha, Appendix A].

Teoremas de Aproximagao. Comegamos por ver varios resultados que nos per-
mitem reduzir afirmagoes sobre espacos topologicos gerais ao caso de complexos
celulares.

Definigao 5.1. Um espa¢o X diz-se n-conexo para n > 0 se (X, x0) = 0 para
todo o k <n exg€ X. Un par (X, A) diz-se n-conexo para n > 1 se A intersecta
todas as componentes conexas por arcos de X e mp(X,A,a) =0 para todo o k <n
ea € A (equivalentemente, se todas as fibras de homotopia da inclusao A — X sao
(n — 1)-conezas).

Exemplo 5.2. S™ é (n — 1)-conexo pelo teorema da aproximagio simplicial. A
sucessao exacta longa de homotopia do par (D™*!, S™) mostra que este é n-conexo.

Definigao 5.3. Uma aplicagio f: X — Y diz-se uma n-equivaléncia para n > 0
se para todo o xo € X, o homomorfismo

for (X, 20) — m(Y f(20))
€ sobrejectivo para 0 < k < n e injectivo para k < n.

Assim, uma equivaléncia de homotopia fraca é simplesmente uma aplicacao que
é uma n-equivaléncia para todo o n. Note-se ainda que a sucessao exacta longa de
uma fibragdo mostra que f é uma n-equivaléncia sse todas as fibras de homotopia
de f sdo (n — 1)-conexas (convencionando que o conjunto vazio é (—o0)-conexo).

Nota 5.4. A nocao de conezxidade de uma aplicagio pode ser encarada como uma
"aluacao” ou "norma” nos tipos de homotopia. Dois tipos de homotopia estdo
"préoxzimos” se existe uma n-equivaléncia entre dois representantes com n grande.
Em particular um tipo de homotopia € pequeno, ou estd prorimo de ser contrdctil, se
€ representado por um espa¢o n-conexo com n grande. Esta situacao € reminiscente
da valuagao p-adica em Z. Surpreendentemente, é possivel desenvolver uma teoria
de "cilculo” de functores da categoria de homotopia nela propria usando esta nogao
de proximidade. Esta teoria tem paralelos espantosos com o cilculo usual em R. A
teoria deve-se a Thomas Goodwillie e é neste momento uma das dreas de grande
actividade em teoria de homotopia. Ver [Gol, Go2, Go3|.
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Lema 5.5. (a) Uma aplicagio f : S™ — X representa a classe nula em 7, (X, f(*))
sse se factoriza pela inclusio de S™ em D"T1,

!

St ——X
7
Ve

e
e

Dn+1

(b) Uma aplicacio f : (D™, S""1) — (X, A) representa a classe nula em m,(X, A, f(x))
sse existe uma homotopia entre f e uma aplicacio g : (D™, 8" 1) — (X, A)
com g(D™) C A.

Proof. Demonstramos apenas (b). A demonstragio de (a) é semelhante e fica como
exercicio. Claramente se f representa a classe trivial existe uma aplicacao g nas
condigdes do enunciado (na realidade com ¢g(D™) = x). Reciprocamente, dada
g:D" — XeH: (D" S ) x[0,1] — X uma homotopia relativa entre f e g
podemos construir uma homotopia relativa pontuada entre f e a aplicacao constante
compondo H com uma aplicacao

m: D" x[0,1] — D" x [0,1]
satisfazendo as seguintes condicoes
o (S" 1 x[0,1]) c S" 1 x [0,1]]UD" x 1,
o m(D" x 1Ux x [0,1]) = * x 0.
Fica como exercicio a construcao de uma tal aplicacao. (I

Lema 5.6 (de Aproximagao Regular). Sejam U C R™ e V C R™ abertos limitados
e f:U —V uma aplicagao continua. Dados abertos W, Z com

WcWcZzZcZcU

e d >0, existe uma aplicagdo g : U — V chamada uwma aproximacio regular para
f tal que
* flu_z=9uv-2z
[ ] glw é COO,
e g~ f relativamente a U — Z através de uma homotopia H : U x [0,1] =V
tal que |H(z,t) — f(z)| < & para todo o x € U et € [0,1].

Proof. Seja € > 0tal que B (f(z)) C V paratodoox € Z e tome-se € = min{¢’, J}.

E facil ver (coordenada a coordenada) que existe uma funcio g : U — R”
satisfazendo as primeiras duas condi¢oes do enunciado e ainda |g(z) — f(x)| < €
para todo o € U. Como B.(f(x)) C V, o segmento de recta que une g(x) a f(x)
estd contido em V pelo que a homotopia

H(z,t) = (1 —t)g(z) +tf(z), tel0,1]
satisfaz as condi¢oes do enunciado. O

Para uma versido simplicial (de uma generalizagio) deste resultado, ver [Ha,
Lemma 4.10].

Lema 5.7. Se (X, A) é um complexo celular relativo, K é compacto e f : K — X
€ continua, f(K) intersecta apenas um nimero finito de células de (X, A).

Proof. A demonstracdo ¢ muito semelhante & do Lema 4.12 e fica como exercicio
(ou ver [Ha, Proposition A.1]). O
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Lema 5.8. Se (X, A) é um complezxo celular relativo, o par (X, (X, A)"™) én-conexo.

Proof. Seja k < n, e f : (DF,S* 1) — (X,(X,A)") uma aplica¢gio. De acordo
com o Lema 5.5 temos a mostrar que f se deforma numa aplica¢io g com g(D¥) C
(X, A)™.

Pelo Lema 5.7, f(D¥) intersecta apenas um ntimero finito de células de (X, A).
Pelo mesmo lema, o fecho de cada uma destas intersecta apenas um numero finito
de células de dimensdo inferior. Por inducdo concluimos que f(DF) esta contido
num complexo celular relativo finito (Y, A). Por indugao (comegando com as células
de dimensao mais alta de Y'), basta considerar o caso em que X se obtém de A
colando uma tnica célula e de dimensao m > n.

Para 0 < r < 1 escrevemos e = {x € €¢™: |z|] < r}. Por definicio e™ =
e C R™. Vamos usar o Lema 5.6 com U = Int D¥, V = ™, W = ffl(e%”),
Z = f*l(eg) ed=1.

O lema produz uma aplicacio g : D¥ — X homotopica a f relativamente a S#~1
tal que o centro da célula €™, 0 € ™ ndo pertence a g(D* \ W). Existe portanto
uma vizinhanga de 0, N C e™ tal que g(D¥\ W)NN = (. Como g|W é C>, existe
um ponto y € N tal que y & g(D¥).

Seja R: (Y \{y}) x[0,1] — Y \ {y} uma deformacao de Y \ {y} com R((Y \
{y}) x 1) C Y \ e™. Entdo R o g deforma g numa aplicagdo h com h(D*) C A o
que conclui a demonstracao. O

Exemplo 5.9. Se X é um complexo celular com uma 0-célula e todas as outras
células de dimensdo > n, entdo X é n-conexo (uma vez que isto é equivalente a
dizer que (X, *) é n-conexo). Em particular, se A é um complexo celular qualquer

STA=ANS"

é (n —1)-conexo, uma vez que a estrutura celular natural de AAS™ tem uma tnica
célula de dimensao 0 e uma célula em dimensao n+ k para cada célula de dimensao
k de A.

O seguinte resultado, chamado propriedade do levantamento e extensdo das ho-
motopias, resume o passo fundamental em muitos argumentos de teoria de homo-
topia de complexos celulares como veremos nas demonstracoes dos resultados que
se seguem.

Teorema 5.10 (HELP). Seja (X, A) um complexo celular relativo de dimensdao
<n, f:Y — Z uma n-equivaléncia, u: A —>Y,v: X - Z eH:Ax|[0,1] - Z
uma homotopia entre v|4 e fowu. Entao existem w : X — Y com wa = u e
H: X x [0,1] — Z uma homotopia entre w e v que estende H. Isto é, dado um
quadrado que comuta a menos de uma homotopia H

AY—— X

/
e
»

Y4f>Z

existe uma aplicacao w que faz o tridngulo superior comutar e o tridngulo inferior
comutar a menos de uma homotopia H que estende H.
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Proof. Consideremos primeiro o caso (X, A) = (D*,S*71) com 0 < k < n. Os
dados da hipétese do teorema correspondem entao precisamente a uma aplicacao

F:S*1x[0,1JuD* x {1} —= Z
tal que Fjgr-14( se factoriza por f. A correspondéncia ¢ estabelecida pela formula

_JH(y,t) sex=(y,t) e S x[0,1]
Flw) = {g(m) se x € DF x {0}.

O que pretendemos demonstrar ¢ a existéncia de uma extensdo F de F a D* x [0, 1]
de tal forma que F|pr, oy — Z se factorize por f:Y — Z.

Seja z = v(0) € Z. A Figura 2 explica como identificar uma tal aplicagdo F' com
uma aplicagao

¢: S = Fr={(y,0) € Y x 21 a(0) = f(y),a(1) = 2}

onde Fy designa a fibra de homotopia de f sobre z, e F com uma extensao ¢ de ¢ a
D¥. A correspondéncia é dada pelas formulas ¢(a) = (u(a), F o a,) para a € S¥7!
e ¢(r) = (w(z), F o a,) para x € DF.

FIGURE 2.

o (Y

a T

D* x [0,1]

Qg Oz

/

Uma vez que f : Y — Z é uma n-equivaléncia sse a fibra de homotopia Fy sobre
cada z € Z é (n — 1)-conexa, o Lema 5.5 garante a existéncia da extensdo ¢.
Vamos agora tratar o caso de um complexo celular relativo (X, A) construindo
w e H indutivamente nos esqueletos (X, A)’“. Para k = 0 escolhemos para cada
€ (X,A)"\ Aum ponto y € Y com f(y) na componente conexa por arcos de w(x)
e um caminho «a : [0,1] — Z entre f(y) e w(x) e definimos v(z) = y, H(z,t) = a(t).
Suponhamos indutivamente que temos uma aplicacio wy_; : (X, A)* 1 — Y

com wy_1)4 = u € uma homotopia Hyq: (X, A1 % [0,1] — Z entre fow_; e
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v estendendo H. Consideremos o diagrama

Hsk—l( 5 HDk

e

(X, A=t —> (X, A)F

/

4 v )
lwk/l J/ I(x, )k
’ f

Y ——m7

onde o quadrado superior é um pushout. A propriedade universal do pushout e o
caso particular provado anteriormente garantem-nos a existéncia de wy, : (X, A)*¥ —
Y com wy(x,4)s-1 = wk—1 € uma homotopia Hy, : (X, A)Fx[0,1] — Z entre V|(X,A)k
e f owyg, o que conclui a demonstracao.

Nota 5.11. Note-se que se n = oo, isto €, se f é uma equivaléncia fraca, podemos
aplicar o Teorema anterior a um complexo celular relativo arbitririo (X, A).

Nota 5.12. O caso Z =Y, e [ = idy no Teorema 5.10 € precisamente a pro-
priedade da extensio das homotopias para o par (X, A).

Teorema 5.13. Seja X um complexo celular e f 1Y — Z uma n-equivaléncia.
Entao

(i) Se dim X <n, f.:[X,Y]n) — [X, Z]) € uma aplicagio sobrejectiva.
(i) Se dim X <n, f.:[X,Y]w) — [X, Z]) € uma aplicagdo injectiva.

Proof. A sobrejectividade é uma consequéncia imediata do Teorema 5.10 aplicado
a X ea A ={ no caso ndo pontuado, e a A = {*} no caso pontuado.

Para verificar a segunda afirmacio no caso ndo pontuado, sejam v,v" : X — Y e
H : X x[0,1] — Z uma homotopia entre fov e fov’. Uma aplicagdo do Teorema
5.10 ao diagrama

X x {0,1}——= X x [0,1]

o -

’

v][]v _ H
27 f

Y ———7
produz uma homotopia H' entre v e v’. No caso pontuado basta substituir X x{0,1}
no diagrama acima por X x {0,1} U {*} x [0,1] C X x [0, 1]. O

Note-se novamente que no caso n = oo o teorema anterior garante que uma
equivaléncia fraca f induz uma bijeccao

S
[X, Y](*) — [X, Z](*)
para todo o complexo celular X. Uma consequéncia formal deste facto é o seguinte

resultado fundamental.

Teorema 5.14 (J. H. C. Whitehead). Se f : Y — Z é uma equivaléncia fraca
entre complexos celulares, entao f € uwma equivaléncia de homotopia.

Proof. Pelo teorema anterior existe g : Y — X tal que f.([g]) = [idy] € [, Y], isto
é tal que f o g ~idy. Por outro lado fi([go f]) =[fogo f]=[f] € [X,Y]. Uma
vez que fy([idx]) = [f] e f« € injectiva temos portanto que [f o g] = [idx] logo g &
um inverso de homotopia para f. (]
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Nota 5.15. A demonstracio do teorema anterior mostra mais precisamente que
uma n-equivaléncia entre complexos celulares de dimensio < n é uma equivaléncia
de homotopia.

Note-se que a conclusao do Teorema de Whitehead ¢ ainda valida para espacos
com o tipo de homotopia de complexos celulares. De facto se f : X — Y é uma
equivaléncia fraca e g : C' — X, h : Y — D sao equivaléncias de homotopia com
complexos celulares, entao ho fog: C' — D é uma equivaléncia de homotopia fraca
(pelo Corolério 4.30) e portanto pelo Teorema de Whitehead, uma equivaléncia de
homotopia. Uma vez que g e h sao equivaléncias de homotopia conclui-se que f é
também uma equivaléncia de homotopia.

A classe dos espacos com o tipo de homotopia dos complexos celulares é bastante
mais geral e contém por exemplo, por um teorema de Milnor, os espagos Map (K, X)
se X é um complexo celular e K é compacto (ver [MIn] ou [RF, Corollary 5.3.6]).

Eis uma consequéncia interessante do Teorema de Whitehead.

Corolario 5.16. Seja (X, ) um H-espago associativo do tipo de homotopia de um

de homotopia fraca (isto acontece por exemplo, se X é conexo por arcos) entao L
dispoe de um inverso.

Proof. Uma vez que p induz a multiplica¢do nos grupos de homtopia, a condigao
do enunciado implica que a aplicacao de corte X x X — X x X dada por

(z,y) = (2, u(z,y))

é uma equivaléncia fraca, e portanto uma equivaléncia de homotopia. O resultado
segue entao do Exercicio 4.25. O

Um outro resultado fundamental que é uma consequéncia simples do Teorema
5.10 é o seguinte

Teorema 5.17 (da Aproximacao Celular). Sejam (X, A) e (Y, B) complezos celu-
lares relativos e [ : (X, A) — (Y, B). Eziste uma aplica¢ao celular g : (X, A) —
(Y, B) tal que g ~4 f.

Proof. Construimos g indutivamente nos esqueletos. Convencionamos que (X, A)~*
Aeg1 = flaeH 1 :Ax[0,1] =Y ¢éa homotopia constante entre g_; e fi4.
Uma vez que o par (Y, B)""! < Y ¢ uma (n + 1)-equivaléncia (pelo Lema 5.8),
para cada n > —1, o Teorema 5.10 aplicado ao diagrama

(X, A)" —— (X, A+
A
(¥, B)" 1y

garante a existéncia de g, 11 estendendo g,, e de uma homotopia H,, 1 entre g,1
e fi(x,ayn+1 estendendo H,. A aplicacdo g : (X, A) — (Y, B) tal que gx a)» = gn
é portanto a aplicagao celular pretendida. O

O teorema anterior é um resultado algo semelhante ao teorema da aproximacao
simplicial. Por um lado aplica-se a espacos mais gerais, mas por outro garante
apenas a possibilidade de substituir uma aplicagdo arbitraria por uma aplicacao
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celular. As aplicagoes celulares evitam patologias como as evidenciadas por curvas
de Peano mas sao muito menos rigidas que as aplicagoes simpliciais.

Um outro resultado fundamental em Topologia Algébrica é o Teorema de Aprox-
imacao CW que enunciamos a seguir. A ideia de aniquilar elementos de grupos de
homotopia colando células, usada na demonstragao da primeira parte do teorema
é¢ uma das técnicas basicas em teoria de homotopia e veremos em breve outras
aplicacoes.

Teorema 5.18 (da Aproximagdo CW). Sejam X,Y espacos topoldgicos e [ : X —
Y uma aplicacao.
(1) Existe um complezo celular CW (X) e uma equivaléncia de homotopia fraca
ex : CW(X) — X.
(2) Eziste wma aplicagao celular CW(f), tinica a menos de homotopia, que faz
o sequinte diagrama comutar a menos de homotopia

CwW(f)
—

CW(X) CW(Y) .
|, -l
X Y

Proof. (a) Sem perda de generalidade podemos supor que X é conexo por ar-
cos. Vamos construir indutivamente C” e uma n-equivaléncia e,, : C" — X tais
que Cp—1 é um subcomplexo de C), e ey cn-1 = e,-1. Podemos entdao tomar
CW(X) = colimC" e definir ex pela equagdo ex|cn = en. Sejam {f, : St — X}
representantes de um conjunto de geradores de 71 (X, *). Definimos
C) = \/asl e1 = Vafa-

E imediato da definicio que e; é sobrejectiva em 7 e um isomorfismo em o logo
é uma l-equivaléncia.

Suponhamos indutivamente que construimos ja C™ e uma n-equivaléncia e,,.
Sejam {gz : S™ — C™} representantes de um conjunto de geradores de ker e, C
Tn(C™) e {fo : ST — X} representantes de um conjunto de geradores de ;41X .

Seja C"2 a cofibra de Vggg (isto é, o espago que se obtém colando (n+1)-células
a C" pelas aplicacoes gg). Pela propriedade universal da cofibra de homotopia existe
uma extensao e, 1 de e, a C™3. Definimos

O+l = 073 Vv, §n

ntl = €ny1 V Vafa
Temos portanto o diagrama

Vygp

VaS"
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Uma vez que C™ ! se obtém de C™ colando (n + 1)-células, a inclusao ¢ : C™ —
C™*1 é uma n-equivaléncia. Por hipétese, e, é também uma n-equivaléncia pelo
que e,y & necessariamente uma n-equivaléncia. E ainda claro da definicdo que e, 41
induz um epimorfismo em 7, 1. Resta portanto demonstrar que e, 11 é injectiva
em ,. Sejay € m,(C"*!) um elemento no nticleo de e, 1,. Uma vez que ¢ : C™ —
C"*1 ¢ uma n-equivaléncia, existe § € m,C™ tal que ¢,(d) = . A comutatividade
do diagrama acima mostra que J € kere,. pelo que existem ng € Z quase todos

zero tais que
5= nglgsl-
B

Conclui-se que

v =0.(6) =Y nge.(lgs]) =0,
8

(uma vez que e, 1.([gs]) = 0) e portanto en41 é uma (n + 1)-equivaléncia.

(b) Uma vez que ey é uma equivaléncia de homotopia fraca, pelo Teorema 5.13
existe uma unica classe de homotopia [CW (f)] tal que ey.([CW(f)]) = [f o ex].
Pelo Teorema de Aproximagao Celular existe um representante desta classe de ho-
motopia que é uma aplicacao celular. (I

Nota 5.19. A sequnda afirmacdao no teorema anterior garante que uma escolha de
CW(X) para cada espago X determina um functor CW da categoria de homotopia
nela propria, e uma transformacdao natural € : CW — Id.

O seguinte exercicio da duas propriedades universais da aplicacao ex na categoria
da homotopia (que garante a unicidade na categoria de homotopia da aproximacao
ex : CW(X) — X.

Exercicio 5.20. Mostre que ex : CW(X) — X € a aplicagdo final de um complexo
celular para X e a equivaléncia fraca inicial a partir de um espac¢o para X (na
categoria de homotopia).

Modificando ligeiramente a demonstracao do Teorema 5.17 é possivel obter um
functor CW : Top — Top e uma transformacao natural ex : CW — Id. De facto a
razdo porque nao podemos garantir a functorialidade da constru¢ao de CW(X) e
de ex acima reside na escolha arbitraria de geradores de (sub)grupos de homotopia.
H& no entanto uma escolha canénica para os geradores: em cada estagio podemos
colar a C™ uma célula de dimensao n por cada par (g, H) com g : S™ — C™ tal que
en © g € nulhomotopica e H nulhomotopia de e, o g, fazendo depois a soma wedge
com uma co6pia de S™T! para cada aplicacdo continua f : S"T! — X. No estagio
inicial tomamos uma 0-célula para cada ponto de X. Existe entdao uma escolha
canénica para a aplicacao ex e a construcao é claramente functorial em Top.

A aproximacdo CW construida no pardgrafo anterior é gigantesca mas esse é
muitas vezes o preco a pagar pela functorialidade em Matematica. Pode ainda
perguntar-se se existe uma aproximacao celular "minima". Veremos mais tarde
que a resposta é afirmativa para espagos simplesmente conexos com grupos de ho-
mologia finitamente gerados (mas este modelo minimo - chamado uma aproximacao
de homologia - esta longe de ser functorial).

Exemplo 5.21. O espaco X = {0} U{: n € N} ndo tem o tipo de homotopia de
um complexo celular. De facto, a aplicagao

[Ny — X
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definida por

1
= sen €N

n =
J(n) 0 sen=0

é uma aproximacao CW mas nao existe nenhuma aplicagao continua g : X — Ny
que induza uma inversa para f em m(—) (ou {0} = g71(0) teria de ser um aberto
de X). Temos assim também um exemplo de dois espagos A, B tais que existe uma

equivaléncia de homotopia fraca f : A — B mas nao uma no sentido B — A.

Exercicio 5.22. Mostre que a aplicagio da "circunferéncia polaca”

1
) %]}
num ponto € uma equivaléncia de homotopia fraca®' mas ndo uma equivaléncia
de homotopia (portanto X € outro exemplo de um espaco que nao tem o tipo de
homotopia de um complezo celular).

;Y:{m»d—zﬂuﬂhéﬂx{—ﬂu{%ﬂ»ﬁ—zmu{@ﬁm%%wem

Definigao 5.23. A relagao de equivaléncia de homotopia fraca entre espagos topoligi-
cos € a relagao de equivaléncia gerada por X ~ 'Y se existe uma equivaléncia de
homotopia fraca f: X — Y.

Assim, X e Y sao fracamente equivalentes sse existe um conjunto finito de es-
pacos Z; e equivaléncias de homotopia fracas

X&Ez2, 572, &...5Y.
Este zig-zag pode no entanto ser simplificado como indica o seguinte exercicio.

Exercicio 5.24. Mostre que X é fracamente equivalente a Y sse existe um com-
plezo celular A e equivaléncias de homotopia fracas f, g

xlasy
Mostre ainda que este resultado nao pode ser melhorado dando um exemplo de es-

pag¢os X eY que sao fracamente equivalentes mas para 0s quais nao existe nenhuma
equivaléncia de homotopia fraca entre X e Y.

Nota 5.25. Uma vez que a maior parte dos espagos de interesse em Matemdtica
sao do tipo de homotopia de complexos celulares, o que interessa estudar € o tipo
de homotopia fraco de um espaco. Aquilo que usualmente se chama a categoria
de homotopia em Topologia Algébrica é a categoria que se obtém da categoria dos
espacos topoldgicos invertendo formalmente®? as equivaléncias de homotopia fracas.
As "classes de homotopia” entre X €Y sdo entdo as setas nesta categoria localizada
e um argumento semelhante ao do exercicio anterior mostra que qualquer "classe

de homotopia" € representada por um zig-zag X L ALy em que f € uma
equivaléncia fraca. O Teorema de Aproximacao CW garante que esta categoria de
homotopia € equivalente (mas nao igual) G categoria cujos objectos sao complexos
celulares e cujos morfismos sao classes de homotopia (no sentido usual do termo)
de aplicagoes continuas entre complezros celulares.

E ainda valida a seguinte versao relativa do Teorema de Aproximacao CW cuja
demonstracao é muito semelhante & do Teorema 5.18

21piz se que X é fracamente contrdctil.
22Trata-se de um processo andlogo a localizacdo de um anel com respeito a um subconjunto
multiplicativo familiar de Algebra Comutativa.
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Teorema 5.26 (de Aproximagdo CW Relativa). Dado um par de espagos (X, A)
existe um par de complezxos celulares (X', A") e uma aplicagao de parese: (X, A) —
(X', A") tal que e e e 4 sao equivaléncias de homotopia fracas. Se (X, A) é n-conezo,
podemos escolher X' de forma a que X' — A’ consiste de células de dimensio > n.

Proof. Comegamos por escolher uma aproximagao CW A’ — A. X’ é o espaco
que se obtém colando células a A" de forma a obter um isomorfismo 7 (X', A') —
7 (X, A) como na demonstragio do Teorema 5.18 (exercicio). Claramente se (X, A)
é n-conexo basta colar células de dimensao > n. O

Exemplo 5.27. Se X é um espago n-conexo com n > 0, aplicando o teorema
anterior ao par (X,xo) com zg € X vemos que X é fracamente equivalente a
um complexo celular com uma tnica 0-célula e com todas as restantes células de
dimensao > n. Pelo Lema 5.8 a existéncia de um tal complexo celular é uma
caracterizacao dos espagos n-conexos.

Excisao para grupos de homotopia.
Definigao 5.28. O pushout de homotopia ou cilindro duplo do diagrama
B<l—Cc—>24
€ 0 espaco
M(i,j) = (B]_[c x [0,1]]_[A) / ~
onde ~ € a relagio de equivaléncia gerada por (c,0) ~ j(c) e (¢, 1) ~i(c).

Note-se que M (i, j) tem uma propriedade universal: dar uma aplicag¢do continua
M (i,j) — Y equivale a dar aplicagoes continuas u: B — Y, v: C' — Y juntamente
com uma homotopia H : C' x [0,1] = Y entre uoj e voi.

Lema 5.29. Se i € uma cofibragdo a aplicagio candnica M(i,j) — B[, A é uma
equivaléncia de homotopia.

Proof. Este resultado é uma consequéncia simples da Proposicao 3.14 e fica portanto
como exercicio. O

Definigao 5.30. Um diagrama comutativo
c——=B
P
A—X
diz-se um pushout de homotopia (fraco) se a aplica¢io candnica
M(i,j) — X
¢ uma equivaléncia de homotopia (fraca)**.

Definigao 5.31. Uma triade de espagos (X; A, B) consiste num espa¢o X e dois
subespacos A C X e B C X. Uma triade diz-se excisiva se X = Int A U Int B.
Uma triade CW € uma triade (X; A, B) em que X ¢é um complexo celular, A, B
sao subcomplexos e X = AU B.

233e o quadrado comuta apenas a menos de uma homotopia H, a homotopia determina uma
aplicacdo canonica M (7,j) — X e podemos fazer a defini¢do anéloga.
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A palavra "excisiva" refere-se a excisdo em homologia. Se (X; A, B) é uma
triade excisiva podemos aplicar o teorema de excisao para homologia ao subconjunto
U = BN A€ para obter um isomorfismo

H.(B,ANB) = H.(X,A),
e temos ainda a sucessao de Mayer-Vietoris
-— H,(ANB) - H(A)® H.(B) — H.(X) — H, 1(ANB) — ---.

Exemplo 5.32. Dado um diagrama
B<l—Cc—>4
sejam U C M (i, j) a imagem de BUC x [0, 2[e V C M(i, j) a imagem de C'x]%,1]U

A. Claramente a triade (M(,7); U, V) é excisiva e temos U ~ A, V ~ Be C ~
unv.

Note-se que uma triade CW ndo é excisiva. E no entanto equivalente a uma
triade excisiva uma vez que existem necessariamente abertos U D A e V D B de
X que se retratam por deformacio em A e B respectivamente e tais que U NV se
retrata por deformagio em A N B.

Exemplo 5.33. Pelo Lema 5.29, se (X; A, B) é uma triade CW, entéo o diagrama

ANB--—>B

-

é um pushout de homotopia (uma vez que as inclusdes de subcomplexos séo cofi-
bragoes).

Teorema 5.34. Se f: (X;A,B) — (X'; A’, B') é uma aplicagio de triades excisi-
vas e fla: A— A, fip: B — B e flanp : ANB — A'N B’ sdo equivaléncias de
homotopia fracas, entio f: X — X' é uma equivaléncia de homotopia fraca.

Proof. Para ja ver [Ma, p. 80]. Incluo a demonstragao mais tarde... O

O Teorema anterior pode ser encarado como uma "propriedade de Mayer-Vietoris"
para os grupos de homotopia. A conclusdo analoga para homologia (se as restri¢oes
a A, B, AN B sao isomorfismos em homologia, f é uma equivaléncia de homologia)
é uma consequéncia da sucessao de Mayer-Vietoris em homologia e o Lema dos
5. Apesar de nao haver uma sucessao de Mayer-Vietoris para os grupos de homo-
topia®? o Teorema anterior garante que a consequéncia de Mayer-Vietoris é ainda
valida.

Corolario 5.35. (i) O pushout de homotopia é um invariante de homotopia
fraco. Isto é, se

Aécii>3

L

Al < ' 1>B/

24Mas veja o Teorema 5.38.
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é um diagrama comutativo em que todas as aplica¢ées verticais sao equivalén-
cias de homotopia fracas, entdo a aplicacao induzida

M(i, j) — M(i',j)

€ uma equivaléncia de homotopia fraca.
(i) Se (X; A, B) é uma triade excisiva, o diagrama

ANB--—>B

-

é um pushout de homotopia fraco.

(iii) Se (X, A, B) é uma triade excisiva, eziste uma triade CW (X'; A, B') e uma
aplicagao e : (X'; A", B') — (X; A, B) tal que e|a/,e|p/,e|anp €€ 540 aprox-
imagoes CW.

Proof. (i) As triades associadas no Exemplo 5.32 aos espacos M (i,7) e M(i',5")
sao excisivas pelo que a afirmacao é uma consequéncia do Teorema 5.34.
(ii) Se X' = M(i,j) e A", B" C M(¢,j') for a triade do Exemplo 5.32, podemos
aplicar o Teorema 5.34 & aplicagao canénica

(M(i',j"); A", By — (X; A, B)

para concluir que M (¢, j') — X é uma equivaléncia fraca.

(iii) Seja C = AN B. Comegamos por escolher uma aproximacao CW f: C" — C.
Pelo Teorema 5.26 podemos estender f a uma aproximacao CW relativa g :
(A, C") — (A,C) e também a uma aproximagdo CW relativa h : (B',C") —
(B,C). Seja X' o complexo celular A'[[., B" e e : X’ — X a aplicacdo
induzida por g, h. Denotando por i : ¢/ — B’ e j/ : C' — A’ as inclusoes,
temos o seguinte diagrama comutativo

M{(i", j') —2 M(i, 5)

Lo
X! %X

em que 7 e £ sdo as aplicagdes candnicas. Por (i), ¢ é uma equivaléncia fraca.
¢ é uma equivaléncia fraca pelo Exemplo 5.33 e 7 é uma equivaléncia fraca
por (ii) logo e é uma equivaléncia fraca.

O

Nota 5.36. Note-se que como consequéncia da demonstra¢ao da afirmagao (iit) do
Coroldrio anterior, se o par (A, AN B) é n-conexo e o par (B, AN B) é m-conexo,
podemos assumir que A’ se obtém de C' = A'N B’ colando células de dimensio > n
e B’ se obtém de A’ N B’ colando células de dimensio > m.

Exemplo 5.37. Se (X, %) e (Y,*) sdo espagos bem pontuados e e; : (X', %) —
(X, %), ea : (Y %) — (Y, %) sao aproximagdes CW, a aplicagao

X'vYy ‘e Xvy

é uma aproximagao CW por (i) do Corolario anterior uma vez que os diagramas de
pushout que definem X VY e X’ VY’ sdo ambos pushouts de homotopia.
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Se X & m-conexo e Y é n-conexo, podemos escolher X’ com uma tinica 0-célula
e todas as outras células de dimensdo > n e Y/ com uma tnica 0-célula e todas as
outras células em dimensao > m. Uma vez que (dando a X’ x Y a topologia CW)
X'xY — X xY
é obviamente uma aproximacao celular, e X’ x Y’ se obtém de X’ x Y’ colando
células de dimensao > n + m + 2, conclui-se do Lema 5.8 que o par (X x Y, X VY)
é n + m + 1-conexo.
De forma semelhante, pelo Lema 5.29 X AY é equivalente ao pushout de homo-
topia de
$— XVY - X xY

e X' ANY’ é equivalente ao pushout de homotopia de
x— X' VY — X' xY'.
donde se conclui que
X'ANY' - XAY

é uma aproximacao CW, e portanto, X A'Y & um espago (n + m + 1)-conexo.

Como recorddmos anteriormente, se (X; A, B) é uma triade excisivae C = ANB,
o Teorema de Excisdo para homologia garante que o homomorfismo induzido pela
inclusao
Hy(A,C) — Hi(X,B)
¢ um isomorfismo para todo o k. Um dos resultados fundamentais em teoria de
homotopia garante que o mesmo sucede com grupos de homotopia para um certo

dominio de variacao de k (chamado o dominio estdivel) dependente da conexidade
dos pares (A,C) e (B,C).

Teorema 5.38 (de Excisdo de Homotopia de Blakers-Massey.). Seja (X; A, B) uma
triade excisiva ou CW e C = AN B. Se (A,C) é m-conezo e (B,C) é n-conezo
comm >0 en >0, entao

(A, C) — 7 (X, B)
€ um isomorfismo para k < m +n e um epimorfismo para k < m + n.

Proof. Pelo Corolario 5.35 (iii) podemos substituir (X; A, B) por uma triade CW
equivalente, em que A se obtém de C = AN B colando células de dimensao > m
e B se obtém de C colando células de dimensao > n. Vamos fazer a demonstracao
considerando varios casos de generalidade crescente. O primeiro caso é o ponto
fundamental da demonstracao.

Caso (i): B=CUe"! e A =CUU,em L. Neste caso, para quaisquer x € e"T!
e Yo € M1 as inclusoes

(4,C) — (X \{z}, X\ {z, ya})

(X, B) — (X, X\ {va})
sao equivaléncias de homotopia e portanto basta-nos mostrar que, existem x,y,
tais que o homomorfismo

(11) 7TIC(*XV \ {:E},X \ {xaya}) - ﬂ_k(XvX \ {ya}) = Tk(XvB)

é sobrejectivo para k < n + m e injectivo para k < n +m — 1.
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Comecamos por considerar a sobrejectividade. Seja J¥~1 = 9([0, 1]*~1) x [0, 1]U
[0, 1]*=1 x {1} e seja

I ([0, 1]kva[07 1]k7=]k71) — (X, B, %)

um representante de um elemento de 7 (X, B). Pelo Lema 5.7, a imagem de f
intersecta apenas um ntimero finito de células ¢!, Sendo ¢ > 0 e

ef ={ze ek llz|| < €},

usando o Lema de Aproximacao Regular 5.6 como na demonstracido do Lema 5.8
vemos que [ é homotopica como aplicacao de triplos a uma aplicacdo g que é C'*°
no aberto g~ (e 1) U g7 (Usemtt).

Seja x € e™*! um valor regular de g. Entdo g~!(x) ¢ uma variedade (provavel-
mente com bordo, bordo esse que esta contido em [0,1]*~! x {0}) de dimensdo
k—(n+1). Seja

7 [0,1]F — [0, 1]F!
a projeccdo nas primeiras (k — 1) coordenadas. O conjunto G = 7~ 1(7(g~1(x)))
dos elementos que se projectam na projecgao de g~ '(x) pode ser parametrizado
localmente por k — m fung¢oes C*°. Conclui-se que se

k—m<n+1
a aplicacao

g: GNg temtt — emtle

ae

ndo é sobrejectiva. Podemos portanto escolher pontos y, € e”*! tais que g~ (yo)N

G = (. Os conjuntos K1 = 7(g () e Ko = m(Uag *(ya)) sdo subconjuntos
compactos disjunto de ]0,1[*~! e portanto existe uma func¢do continua

¢:(0,1"7" = [0.1]
tal que ¢(z) = 0 num aberto contendo K5 e
g7 (@) < {(2,1) € [0,1)%: t < é(a)}.

Ou seja, tal que o grafico de ¢ separa os conjuntos ¢~ 1(z) e Uag~ ' (ya) (ver Figura
3). A homotopia

H - ([0,1]%,0[0, 1], J571) x [0,1] — (X, X \ {ya}, %)
definida pela expressao

H(z,t,5) = g(z,50(t) + t(1 — 5¢(t)))
deforma g numa aplicagdo h (a "restrigdo de g a regiao acima do gréfico de ¢") que
aplica o triplo ([0, 1]%,0[0,1]%, J¥=1) em (X \ {z}, X \ {Z,9a}, *). Conclui-se que a
aplicagao (11) é sobrejectiva.
A injectividade demonstra-se exactamente da mesma forma: Sejam

fo, f1:(10,1]%,0[0,1)%, J*1) — (4, C, %)

H: ([0,1]%,0[0,1)%, J571) x [0,1] — (X, B, *)
uma homotopia entre fy e f1. Pelo Lema de Aproximacao Regular podemos assumir
que H ¢ C* em H™'(em T UUyet!) para algum e (esta deformagao substituira
possivelmente fj e f1 por outros representantes dos mesmos elementos de 7 (A, C)).
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FIGURE 3.

[0) 1]k‘—1

Sendo x € e™*! um valor regular de H, e sendo 7 : [0, 1]% x [0, 1] — [0, 1]~ x [0, 1]
a projec¢ao, o conjunto
G=nY(n(H " (2)))
pode ser localmente parametrizado por k+ 1 — (m + 1) +1 = k + 1 — m funcgoes
C°, e portanto desde que
E+l-m<n+lesk<n+m

existem pontos y, € e?F! que ndo estdo na imagem de G. Isto permite-nos achar
uma funcao continua
¢ (0,11 x 0 x [0,1] — [0,1]

tal que H~!(z) estd abaixo do gréfico de ¢ e H ' ({y,}) esta acima do grafico de
¢. Tal como antes podemos entao construir uma homotopia

L: ([0,1]%,0[0,1]%, J*=1) x [0,1] x [0,1] — (X, X \ {ya}, )
com L(z,0,t) = fo(x), L(x,1,t) = fi(x), e tal que K(x,t) = L(x,t,1) é uma
aplicacao

K: ([0,1]%,0[0,1]%, J*7) x [0,1] — (X \ {z}, X \ {2, ya}. )
mostrando que [fo] = [f1] em m(X \ {2}, X \ {2,9a}) = (4, O).
Caso (ii): A = CUU,emt! e B obtém-se colando a C células de dimensdo
> n. Uma vez que a imagem de um representante de uma classe em 7, ou uma
homotopia entre dois representantes intersecta apenas um namero finito de células
de B podemos assumir que B se obtém de C colando um ntimero finito de células.
Seja e! (com [ > m) uma célula de dimensido méxima em B\ C. Tome-se

C'=B\e, A=CUA B =B.
Aplicando o caso anterior vemos que
ﬂk(A/a C,) - '/Tk(Xv B)

¢ um isomorfismo para k < n + m e um epimorfismo para k < n + m. Tomando
X =A", B=C"e A= A e aplicando indutivamente este argumento as células de
B\ C por ordem decrescente de dimensao concluimos que

(A, C) — 7 (X, B)
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é um isomorfismo para k < n 4+ m e um epimorfismo para k < n + m.
Caso (iii): Consideremos agora o caso geral. Seja A; o esqueleto-i relativo de
(A,C) e X; = A; U B e consideremos o diagrama comutativo

Tht1(Aig1, Ag) 2 (A4, C) —— mp(Aip1, C) —— mp(Aig1, 4i) 2 mr—1(4;,C)

\L% \L%’ itﬁs im l%
a o
Tt (Xig1, Xi) —— (X5, C) —— 1 (Xi41, C) —— mp(Xig1, Xi) —— 1 (X5, C)

determinado pela inclusdo dos triplos (A;41,4;,C) — (Xi+1, Xi, X) (conforme o
Lema 4.10). Tomando primeiro ¢ = m+ 1 temos A,,+1 = C'U uae;nﬂ e portanto o
caso (ii) implica que ¢ e ¢5 sdo isomorfismos para k < n+ m. Uma vez que X; se
obtém de A; colando células de dimensao > m o caso (i) implica também que ¢
e ¢4 sdo isomorfismos para k < n + m. Pelo Lema dos 5, conclui-se?® que ¢35 é um
isomorfismo para k < n + m. A sobrejectividade para k = n + m verifica-se pelo
mesmo argumento.

Por inducao conclui-se que, para todo o i,
(A, C) — (X, C)
¢ um isomorfismo para k < n +m e um epimorfismo para k < n+m. Uma vez que
Tk (Xg11,C) — m (X, C)
é um isomorfismo pelo Teorema de Aproximacao Celular, isto conclui a demon-

stragao. O

Nota 5.39. (i) Aplicando a Proposicao 3.63 ao diagrama de inclusées
C=ANnB——=A

L

B—X
obtemos um diagrama na categoria de homotopia

G——Fh ——H

L

Fy——C——>A

.

Hy——B——>X

onde todas as linhas e colunas sao equivalentes a sucessoes de fibracao. O ho-
momorfismo mi (A, C) — m(X, B) identifica-se com o homomorfismo w1 Fy —
wr_1Hs logo o Teorema de Blakers-Massey € equivalente a afirmagao que o
espago G é (n+ m — 2)-conexo. Isto €, se a fibra Fy da inclusio C — A é
(m — 1)-coneza e a fibra Fy da inclusao C — B é (n — 1)-coneza entdo G €

(n+m — 2)-conexo.

25F um exercicio verificar que o Lema dos 5 permanece valido para sucessoes exactas cujos
altimos seis termos ndo sao necessariamente grupos abelianos, mas verificam a nocao de exactidao
usual nas sucessoes exactas longas de homotopia.
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Recorde-se da demonstra¢ao da Proposicao 3.63 que G € a fibra de homo-
topia da aplicacao C — P onde P ¢é o pullback de homotopia de

B— X« A

logo o Teorema de Blakers-Massey diz até que ponto um quadrado que é um

pushout de homotopia fraco é também um pullback de homotopia fraco’®: até

dimensao n+m —1. Este dominio estavel € o conjunto das dimensoes em que

as estruturas de cofibracio e fibracao na categoria de homotopia coincidem.
(i) O Teorema de Blakers-Massey [BM] é um resultado mais forte que o indicado

acima, no sentido em que identifica o primeiro grupo de homotopia nao nulo

do espago G. Definem-se para k > 2 os grupos de homotopia de uma triade

pela formula

Wk(X;A,B) = 7Tk_2G
e 0 Teorema de Blakers-Massey diz entdao que
Tntmt1(X; A, B) =~ i1(A, C) @ w1 (B, C)

para n,m > 2 de forma a que o0s grupos envolvidos sejam todos abelianos (o
enunciado para valores menores de m e n é mais complicado).

Corolario 5.40. Se (X, A) é um par NDR n-conexo e A é m-conexo, a aplicagio
(X, A) — mp(X/A, %)
€ um isomorfismo para k < n+m e um epimorfismo para k =n+m + 1.

Proof. Pelo Teorema 5.26 e Corolario 5.35 podemos assumir que (X, A) é um par
CW. Sendo C'A o cone em A, o par (CA, A) é (m+1)-conexo. Aplicando o Teorema
5.38 a triade (X [[, CA; X, CA) concluimos que

(X, A) — (X [[ CA, CA)
A
¢ um isomorfismo para k < n + m e um epimorfismo para k = n +m + 1. Consid-
eremos o diagrama

T0(X, A) — = (X T4 CA, CA) —>= 1 (XA, )

| T

7Tk(X HA CA)

O homomorfismo ¢ é parte da sucessao exacta do par (X [[, CA,CA) e uma vez
que C'A é contractil é um isomorfismo. O homomorfismo 1 é induzido por uma
equivaléncia de homotopia logo é um isomorfismo. Conclui-se que £ é um iso-
morfismo e portanto o homomorfismo £ o ¢ do enunciado é um isomorfismo para
k < n+m e um epimorfismo para k =n +m + 1. O

Recordemos o functor de suspensao X : Top, — Top, associa a um espaco
pontuado (X, *) a suspensao reduzida XX = X A S, e a uma aplicagao pontuada
f i+ (X,%x) — (Y,*) a sua suspensdo Xf = f Aidgi. Recorde-se ainda que se
X = YA entdo ¥ induz um homomorfismo de grupos nos conjuntos de classes de

26y quadrado diz-se um pullback de homotopia fraco se a aplicagdo canoénica do espago no
canto superior esquerdo para o pullback de homotopia dos restantes (ver Exercicio 4.9 para a
definicdo) é uma equivaléncia fraca.
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homotopia pontuadas. Sendo 7 : Y — QXY a unidade da adjuncéo (3, Q) (definida
por 7(y)(t) =y At), é facil verificar que a suspensao se factoriza da seguinte forma
(12) (X, V], 5 [X,Q%Y], — [2X, Y],

onde a aplicacao da direita é o isomorfismo definido pela adjuncao. Esta afirmacao
é na realidade valida para qualquer par de functores adjuntos (L, R) (exercicio).

Corolario 5.41 (Teorema da Suspensdo de Freudenthal). Seja (Y, ) um espago
n-conezxo bem pontuado e (X, *) um complexo CW pontuado. A suspensao

[X,Y], = [2X, XY,
é uma bijec¢ao se dim X < 2n e uma sobrejec¢ao se dim X < 2n + 1.

Proof. Tendo em conta a factorizagdo (12) temos a demonstrar que a aplicagio
7n:Y — QXY é uma (2n + 1)-equivaléncia. Como habitual podemos assumir que
Y é um complexo celular. Seja CY =Y A [0, 1] o cone reduzido e consideremos o
diagrama de inclusdes correspondente a triade CW (XY; CY,CY):

Y ——CY

.

cYy —%Y.

Uma vez que o par (CY,Y) é (n+1)-conexo, de acordo com a Nota 5.39 a aplicagdo
canénica de Y para o pullback de homotopia das inclusées C'Y — XY,

Y -2 holim(CY — XY — CY)
é uma (2n + 1)-equivaléncia. O diagrama

L1

CY —=3YY =—CY

induz uma equivaléncia fraca nos pullbacks de homotopia (pelo Exercicio 4.9 e o
Lema dos 5) e é facil verificar que o diagrama

Y —> QXY = holim(x — XY « %)
\ l
holim(CY — XY « CY)
comuta a menos de homotopia, o que conclui a demonstracao. O
Para X um complexo CW e Y um espaco bem pontuado definem-se os grupos
de classes de homotopia estdveis pela férmula
{X,Y} = lim [2FX, 2FY],.
k—o0
Pelo Teorema de Freudenthal, se X é de dimensao finita, o colimite da direita
estabiliza para k suficientemente grande. O estudo dos conjuntos de classes de

homotopia estavel chama-se Teoria de Homotopia Estavel e é um dos ramos prin-
cipais da Teoria de Homotopia, evidenciando rela¢oes fascinantes com outras areas
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da Matemaética, notavelmente com a Teoria dos Nimeros e Geometria Algébrica
Aritmética (ver por exemplo [Hop]).

Exercicio 5.42. Se X é um complezo celular, e k > 0, o k-ésimo grupo de homo-
topia estavel de X é

m(X) = {S* X1
Use o Teorema de FExcisao de Homotopia para mostrar que os functores
X = m3(X)

determinam uma Teoria de Homologia Generalizada na categoria dos complezos
celulares pontuados (ver [Ha, p.161] e [Sw, Chapter 7]). Isto € verdade mais geral-
mente se substituirmos S* por XFA para qualquer complexo celular finito A.

Nota 5.43. Note-se que se Y € n-conexo e dim X < 2n, o Teorema de Freuden-
thal implica a existéncia de uma estrutura candnica de grupo abeliano no conjunto
[X,Y]. (uma vez que este é candnicamente isomorfo a [X?X,3?Y]). Por exemplo
se S é uma superficie, [S,S?]. tem uma estrutura de grupo abeliano (chamado o
sequndo grupo de cohomotopia de S).

Exercicio 5.44. Mostre que a bijec¢io entre [S, S?]. ~ Z estabelecida no Ezercicio
/.17 pode ser escolhida de forma a ser um isomorfimo de grupos.

Corolario 5.45. 7,(S™) ~ Z para todo o n > 1 e m,+1(S™) é um grupo ciclico
para todo o n > 2.

Proof. Recorde-se de (9) que m5(S?) ~ Z. Pelo Teorema de Freudenthal, a aplicacio
de suspensao

k k+1
76 (S%) — T SF T
é um isomorfismo desde que k > 2(k — 1), isto é, se k > 2. Da mesma maneira,

k k1
Th419% — 2 ST

é um epimorfismo para k + 1 < 2(k — 1) + 1, isto é para k > 2. Uma vez que
73(9?) > (739%) ~ Z temos que m,41(S™) é ciclico para n > 2. O

E importante notar que o isomorfismo 7 (S*) ~ Z do corolério anterior associa
a uma aplicacio f : S¥ — S* o seu grau. Isto é 6bvio para k = 1. O Teorema de
Freudenthal garante que a suspensao induz um epimorfismo

m(SY) = 7ma(S?)

que é na realidade um isomorfismo uma vez que ambos os grupos sao isomorfos a
Z. O seguinte diagrama,

Hiy(X) =2 Hir(OX, X) =% Hyy1 (BX,CX) =< Hypy1 (EX)
lf* in* \sz* \LZf*
Hi(Y) <2 Hi 1 (CY,Y) —2 Hy, 1 (XY, CY) <—— Hj i1 (XY)

cujas linhas explicitam o isomorfismo de suspensao em homologia mostra que o
grau de ¥ f e de f coincidem.
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Exercicio 5.46. Mostre que para n > 2 temos
Tn(VaS™) = ®uZ
e que a aplicacdo [ — f. determina um isomorfismo de grupos abelianos
[VaS™, V3S"]. — Hom(®oZ, ®sZ).
Para n = 1 é necessdario substituir a soma directa pelo coproduto na categoria dos

grupos (ou produto livre).

O seguinte exercicio d4 um exemplo em que a afirmacao do Corolario 5.40 nao
pode ser melhorada.

Exercicio 5.47. Calcule 7,(RP",RP""1). Mostre directamente que este grupo
se aplica sobrejectivamente em ,(RP™/RP"~Y) (conforme predito pelo Coroldrio
5.40) mas a aplica¢ao nao é um isomorfismo.

Exercicio 5.48. Mostre que RP™ ¢é simples sse n € impar.

Exercicio 5.49. Calcule (em funcao das conexidades de X e de f: X —Y) a
conezidade das aplicacoes de compara¢ao entre a fibra e a cofibra de homotopia da
aplicagao f.
Exemplo 5.50 (Espagos de Moore). Seja n > 2 e G um grupo abeliano com
apresentacao

OH@QZi»@ﬁZHG—M).
Seja

fivaST — vgs"

uma aplicagdo continua induzindo o homomorfismo ¢ em 7, (mediante a identifi-
cacdo do Exercicio 5.46). Seja X a cofibra de homotopia de f, j : VgS™ — X a
inclusao canoénica e consideremos o diagrama

71'n+1()(7 \/gS") L) ﬂn(VﬁSn) J4> Wn(X) —(

v -7
T ~
~
~
~

7rn+1(\/a5"+1)

em que a primeira linha é formada pelos ultimos termos nao nulos da sucessao exacta
do par (X,VgS™). Paran > 2, a aplicagdo 7 ¢ um isomorfismo pelo Corolario 5.40
e portanto existe um tnico homomorfismo v fazendo o diagram comutar. Por
defini¢ao do operador de bordo 9 (restri¢do ao bordo da bola), ¢ leva um gerador

Sn+1 f_a) vaSn+1
na imagem por f da aplicacdo de colagem da célula correspondente, isto é, em
[f o (X7 1(in))]- Mediante a identificagdo do Exercicio 5.46 1 identifica-se portanto
com ¢, donde se conclui que
m(X) ~ G.

O espago X chama-se um espaco de Moore e denota-se por M (G, n). Veremos em
breve que a menos de equivaléncia de homotopia fraca, este espaco é caracterizado
pelas propriedades de ser simplesmente conexo e ter homologia

G sek=n

Hy(M(G,m)) = {O se k # n.
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E ainda claro da defini¢io que M (G, n) ~ M(G,n +1).

Para n = 1 e G nao necessariamente abeliano é ainda possivel definir da mesma
forma, usando uma apresentacdo para G na categoria dos grupos e o Teorema
de Seifert-Van Kampen, um complexo CW X de dimensdo 2 com m(X) = G.
Note-se no entanto que, mesmo sendo G abeliano, nao é em geral verdade que
X ~ M(G,2) uma vez que a homologia de X ndo estard em geral concentrada
em dimensao 1.

E no entanto facil verificar que M(G,2) é a suspensao de um complexo celular
de dimensao 2 com homologia concentrada em dimensdo 1 e H; = G, e é um
tal complexo que se designa por vezes por M(G,1). O grupo fundamental de um
tal complexo (e consequentemente o seu tipo de homotopia) depende em geral da
escolha da apresentacao para G.

Defini¢ao 5.51. Para n > 3, G um grupo abeliano, e X um espaco pontuado,
definem-se os grupos de homotopia de X com coeficientes em G pela formula

™ (X;G) = [M(G,n—1), X]..

Estes conjuntos sao grupos para n > 3 (uma vez que M(G,2) é uma suspensao) e
grupos abelianos para n > 4 (uma vez que entao M (G,n—1) é uma dupla suspensao)

Exercicio 5.52. Mostre que para G um grupo abeliano e k > 3 temos uma sucessao
exacta curta de grupos

0 — Ext(G, m(Y)) — mx(X; G) — Hom(G, m,—1(Y)) — 0.

Note ainda que para G = Z/l um grupo ciclico, a sucessio exacta anterior pode
escrever-se

0 —m(Y)®Z/l — m(X;Z/1) — Tor(Z/1, 71 (Y)) — 0.

Proposicao 5.53 (Secgoes de Postnikov). Seja (X, ) um espago pontuado e n > 0.
Existe um espago X™ e uma aplicagio p, : X — X" tais que

(X)) sek<n

0 se k> n.

Wk(Xn) = {

€ Py T(X) — 7 (X™) € um isomorfismo para k < n.

Proof. O espago X" e a aplicacdao p, constroem-se indutivamente aniquilando os
grupos de homotopia de X em dimensoes maiores que n. Seja Yy = X e f, :
S"tl Y, representantes de geradores de 7, 1Yy. Tomamos para Y; a cofibra de
homotopia da aplicacao

Vo 8ntt Yy

O par (Y1,Yp) é (n+1)-conexo pelo Lema 5.8. Consideremos o diagrama comutativo
8
Tnt2(Y1, Yo) ——— M1 (Yo) —— T2 (Y1) —=0
lw /
7Tn+2(va5n+2)

em que a linha de cima é a sucessao exacta do par (Y7,Y) e ¢ leva os geradores
canonicos [iy] em [f,]. Como v é sobrejectivo pelo Teorema 5.38, 9 é também
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sobrejectivo e portanto m,+1Y7 = 0. Obtemos assim um espago Y7 tal que

m(X) sek<n
Y =
(Y1) {O se k=n+1.

e uma (n+ 1)-equivaléncia X = Yy — Y3. Proseguindo da mesma maneira obtemos
espacos Y; com
(X se k<n
(V) = (X)
0 sen+1<k<n-+lI.
e (n + 1)-equivaléncias
X=Yy =V, = =Y

Tomamos X" = colimY] e p,, : X — X™ a aplicacao canodnica. O

As aplicacoes
Pp X — X"
chamam-se as seccoes de Postnikov de X. Veremos mais tarde que as aplicacoes p,,
sao unicas a menos de equivaléncia fraca e que X" é a n-ésima sec¢ao de Postnikov
de X* para todo o k > n. Nio é dificil verificar desde ja que as seccdes de Postnikov
podem ser escolhidas functorialmente e de forma a serem compativeis.

Exercicio 5.54. Mostre que € possivel efectuar a construcao de p, acima de forma
functorial e tal que se obtenham diagramas comutativos

X ﬁ; Xn+1

Pn i

X",
O diagrama formado por todas as sec¢oes p, chama-se a torre de Postnikov do

espaco X.

Dado n > 1 e um grupo G (abeliano se n > 1), vimos no Exemplo 5.50 como
construir complexos celulares (n — 1)-conexos X com 7,(X) = G. A n-ésima
seccao de Postnikov de um tal espago é um espago que tem G como Unico grupo
de homotopia nao nulo em dimensao n. FEstes espacos desempenham um papel
importante em Teoria de Homotopia.

Definig¢ao 5.55. Um complezo celular conexo X com
G sek=n
ﬂk(X) ~
0 sek#n
chama-se um espago de Eilenberg-MacLane e denota-se K(G,n).

Veremos em seguida que espacos de Eilenberg-MacLane sao tinicos a menos de
equivaléncia de homotopia.
Lema 5.56. Sejan >1 e X a cofibra de homotopia de uma aplicacao

VaS™ ey p5m,

Dado (Y, %) e um homomorfismo de grupos ¢: 7, (X) — m,(Y) existe uma aplicagcao
continua g : X — Y induzindo o homomorfismo ¢ em m,.
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Proof. Seja

jiveSt— X
a inclusao canonica, que é também a inclusao do esqueleto de dimensao n de X, e
sejam [ig] € m,(V3S™) os geradores canoénicos. Seja

g:VeSt =Y

uma aplicacado tal que §.([ig]) = ¢(j«([ig])). Entdo, uma vez que [fo] = > naglis)
para certos nog € Z,

J*([fa]) =0= ¢(]*([fa])) =0= g*([fa]) =0.

Pela propriedade universal da cofibra de homotopia conclui-se que g se estende
a uma aplica¢do g : X — Y. Pelo Teorema de Aproximacio Celular 5.17 j, é
sobrejectivo em 7,. O homomorfismo

gi: Tp(X) = T (V)
coincide com ¢ nos geradores j.([ig]) e portanto coincide com ¢. (]

Proposigao 5.57. Se X é um espaco cujo inico grupo de homotopia nao nulo é
G em dimensao n, existe uma equivaléncia de homotopia fraca K(G,n) — X.

Proof. Seja A um complexo celular com apenas uma 0-célula em dimensoes < n e
com 7,(A) = G (conforme o Exemplo 5.50). Pelo Lema 5.56 existe uma aplicagao
continua f: A — X induzindo um isomorfismo em m,. Consideremos o diagrama

A—X

e

K(G,n)

Uma vez que K (G, n) se obtém de A colando células de dimensao > n+1e 7, (X) =
0 para k£ > n + 1, pela propriedade universal da cofibra de homotopia existe uma
extensdo f de f fazendo o diagrama comutar. f induz um isomorfismo em 7, e é
portanto uma equivaléncia de homotopia fraca. [

Exemplo 5.58. Pelo Exercicio 4.15 temos

K(Z/2,1) ~ RP>

K(Z,2) ~ CP™.

Claramente K(Z,1) ~ S! e ¢é facil ver que um modelo geométrico para os es-
pacos K(Z/1,1) se obtém tomando o colimite de espacos lenticulares apropriados.
Estes exemplos constituem a lista completa de espagos de Eilenberg-MacLane cor-
respondentes a grupos abelianos nao triviais que dispéem de modelos geométricos
familiares (até & data). Por outro lado, para G nao abeliano, os espagos K (G, 1)
sdo muito comuns em Matemética. Por exemplo todas as superficies ¥ de género
> 1 sao espagos de Eilenberg-MacLane (uma vez que os revestimentos universais
s@o contracteis), o mesmo sucedendo com uma classe importante de variedades Rie-
mannianas - as variedades hiperbdlicas - entre as quais se contam a "maioria" das
variedades de dimensao 3.
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Note-se que na torre de Postnikov

Xn+1

Pn+1

X—X"

Po

XO

as fibras de homotopia das aplicagoes X"t — X" tém (pela sucessdo exacta longa
de homotopia de uma fibra¢do) um unico grupo de homotopia em dimensao n + 1
que é isomorfo a m,41(X). Isto é, a menos de equivaléncia de homotopia fraca,
temos sucessoes de fibracao

K1 (X),n+1) — X"t - x»

pelo que podemos pensar na torre de Postnikov como uma decomposicao de X
em espagos mais simples (com um tnico grupo de homotopia néo nulo). Trata-se
de uma decomposicao "dual" & de um complexo celular X em termos dos seus
esqueletos X,,, onde temos sucessoes de cofibragao

Xp = Xpg1 — Vo (5™ = M(©4Z,n + 1),

que descrevem o espaco X em termos de espacos mais simples (com um tnico
grupo de homologia). Este é mais um exemplo de uma dualidade informal em
Teoria de Homotopia entre a estrutura de cofibracao e fibracao chamada dualidade
de Eckmann-Hilton. Os conceitos de espagos de Moore e espacos de Eilenberg-
MacLane sao conceitos duais neste sentido.

O homomorfismo de Hurewicz. Vamos agora usar o Teorema de Excisao de
Homotopia para comparar os grupos de homotopia com os grupos de homologia.
Vimos ja que os primeiros grupos nao nulos estao de acordo para esferas e o teorema
de excisao garante que num certo dominio os grupos de homotopia levam sucessoes
de cofibracao em sucessoes exactas de grupos de homotopia, tal como o fazem
para homologia. Nao é portanto uma grande surpresa que os primeiros grupos de
homotopia e de homologia ndo nulos coincidam. E esse o conteiido do Teorema de
Hurewicz, um resultado fundamental em Topologia, que agora demonstramos.
Sejam [i,] € H,(S™) e [en] € Hp (D™, S™71) geradores tais que

I[en]) = [in—1), e pullen]) = lin].

Claramente podemos escolher tais geradores indutivamente come¢ando com um [i1]
arbitrario.
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Definigao 5.59. Seja (X, *) um espago pontuado. O homomorfismo de Hurewicz
h:mp(X) — Hy(X)
€ definido pela expressao

h([f]) = F([in])-

Se (X, A) é um par de espagos, o homomorfismo de Hurewicz relativo
h:m(X,A) — H,(X, A)
€ definido por
h([f]) = f.([ea])-

Comecgamos por verificar que h € de facto um homomorfismo.
Proposigao 5.60. As aplicacées de Hurewicz h sao homomorfismos de grupos.

Proof. Verificamos apenas o caso relativo. O caso absoluto é inteiramente analogo.
Dados [f], [g] € mn(X, A), a soma [f] + [g] é representada pela composta
(Dn7sn—1) i) (Dn Vi Dn75n—1 V Sn—l) M (X, A)

onde A denota a aplicagdo que colapsa o "disco equatorial" (D", §7=2) C (D", S"~1).
Para i = 0, 1 sejam

m o (D" v D", S"hy g — (Dn, S
a aplicacao que colapsa o i-ésimo somando e

§i (D™, 8" 1) — (D" v D", 8"t v 8771
a inclusdo do respectivo somando. Usando a sucessido de Mayer-Vietoris é facil
ver que o, m1. descrevem H, (D™ Vv D", S"~1v S"~1) como um produto e jo., ji«

descrevem como um coproduto na categoria dos grupos abelianos. Em particular
Jox([en]) € j1x([en]) s@o geradores de

H,(D"v D" S" tvsS"H~7ZaZ.
Uma vez que 7; o /A ~ id temos
As(len]) = Jox([en]) + Jr+(len])
e portanto
(1 +1gD) = (FV 9 B (len])
= (S Vg)(ox([en]) + jix[(en)])
= fullen]) + g+ ([en))
h(LfD) + h(lg)).
|

O argumento da demonstracao pode facilmente ser adaptado de forma a produzir
0 homomorfismo de Hurewicz generalizado descrito no exercicio seguinte.

Exercicio 5.61. Sejam X,Y espagos pontuados. A aplicacdo
[EX,Y]. — Hom(H,.(X), H.(Y))

definida por

€ um homomorfismo de grupos.
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Proposigao 5.62. O homomorfismo de Hurewicz tem as sequintes propriedades:
(a) E wma transformacio natural m, — H,.
(b) Dado um par (X, A), o sequinte diagrama comuta

(X)) —L o 7 (X, A) —2 = 11 (A)

s
Ho(X) —2 Hoy (X, A) —2 = H,_,(A)

(¢) Dado um par (X, A), o segquinte quadrado comuta
T (X, A) —— m, (X/A)

Pk
H,(X,A) —— H,(X/A)

(d) h comuta com os homomorfismos de suspensao.
(e) Se [v] € m1(A) e [y]-[f] denota a accao de [y] em [f] € T, (X, A), temos

h(] - [f1) = A((£])-
(f) Se [y] € m(X) e [f] € mn(X), h([7] - [f]) = h([f])-

Proof. A afirmacdo (a) é clara da definicdo de h. Para ver (b) recordemos que
O[f] = [fjsn—1] e portanto

hO([f) = fisn—1+([in]) = fisn-1.(0([en]))-

Pela naturalidade da sucessao exacta do par em homologia temos

fisn=1:(0([en])) = 0f.([en]) = O(h([en]))

o que mostra a comutatividade do quadrado da direita. Para o quadrado da es-
querda, escrevendo p : (D", S"71) — (S™ ) temos

h(G«([f1)) = (F o p)«([en]) = fu(lin]) = ju(R([f])-

A afirmagao (c) demonstra-se de forma semelhante e fica como exercicio. Atendendo
& definigdo dos homomorfismos de suspensio, (d) é uma consequéncia imediata de
(b) e (c).

Finalmente, para ver (e) e (f) basta notar que os representantes de [v] - [f] e
[f] sdo livremente homotopicos e portanto induzem o mesmo homomorfismo em
homologia. (]

Exercicio 5.63. Recorde o Ezercicio 5./2. Mostre que o homomorfismo de Hurewicz
define uma transformacao natural entre teorias de homologia nos complexos celu-
lares finitos pontuados.

(=) 2 Hi(-).

Nota 5.64. Os resultados anteriores sobre o homomorfismo de Hurewicz sao con-
sequéncias formais dos azxiomas para uma teoria de homologia generalizada FE.,
desde que haja um elemento distinguido [ig] € Eo(S°). E esse o caso se E. é uma
teoria multiplicativa, por exemplo, e o resultado do exercicio anterior é entao vdlido
substituindo E, por H,.
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Exemplo 5.65. Seja X = S*V S”. O revestimento universal ¢ X ~ VimezS™ pelo
que 7, (X) ~ BpmezZ. O nicleo do homomorfismo de Hurewicz

h:mp(X) — Hy(X)

é precisamente o subgrupo gerado pelos elementos da forma [v][f] — [f] para [y] €
m(X) e [f] € mp(X).

O seguinte resultado permite-nos reduzir o estudo do homomorfismo de Hurewicz
ao caso dos complexos celulares:

Lema 5.66. Seja 0 <n <oo. Se f: X =Y € uma n-equivaléncia entao
€ um epimorfismo para k < n e um isomorfismo para k < n.

Proof. Substituindo Y pelo cilindro M, da aplicacdo f, e considerando as sucessoes
exactas de homologia e homotopia do par (M, X) vemos que nos basta mostrar

m(My, X) =0para k <n= H,(My,X)=0parak <n
Seja a € Zy(My, X) um ciclo relativo. Entao
a:anJj
JjeJ

para alguns n; € Z e k-simplexos singulares o, : A¥ — X, e temos d(a) € Cy_1(X).

Seja

_ k

B 140/~
jeJ

onde ~ é a relacao de equivaléncia que identifica as faces A*~1 de Af e Af em que
0; € 0 coincidem. B é um complexo celular e temos uma aplicagao canénica

B - My
definida por ajar =05 E ainda claro que se ¢, : Ag? — B forem os simplexos

J

singulares definidos pelas inclusdes candnicas e

o = E n;o;
J

temos

ax(@) = a.
Seja A C B o subcomplexo formado pelos )k — 1)-simplices que correspondem ao
suporte de d(a) € Cr_1(X). Entao a(A) C X e portanto temos um diagrama

A——B
, Ve
a s
/ a
£y
X4>Mf

em que i € uma n-equivaléncia, e B se obtém de A colando células de dimenséo
< k < n. Pelo Lema 5.10 existe a’ tal que o triangulo superior comuta e o de baixo
comuta a menos de uma homotopia constante em A. Segue-se que

Qg 0al(d) ~ay(ad) =a
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em Zy(My, X). Umavez que igoal, (&) € Z;(X, X) = 0 conclui-se que a representa
a classe nula em Hy(My, X) o que conclui a demonstragao. ]

Tendo em conta a afirmagao (e) da Proposicao 5.62, o homomorfismo de Hurewicz
relativo factoriza-se pelo grupo quociente

(X, A) = (X, A)/H

onde H é o subgrupo (normal se n = 2) gerado pelos elementos da forma [][f] — [f]
para [7] € mi(A4) e [f] € m (X, A).

Teorema 5.67 (Teorema de Hurewicz). Seja (X, A) um par (n — 1)-conezo com
n > 2. O homomorfismo de Hurewicz

h: 7o (X, A) — Hy(X, A)
é um isomorfismo. Se X é (n — 1)-conexo com n > 2, entdo
h: m(X) — Hp(X)
€ um isomorfismo.

Proof. Comecamos por considerar o caso absoluto. Pelo Lema 5.66 basta-nos con-
siderar o caso em que X é um complexo celular, e pelo Teorema 5.26 podemos
assumir que X tem uma tunica 0-célula e todas as restantes células de dimensao
> n. Uma vez que a inclusao

Xn+1 — X

é uma (n+1)-equivaléncia, podemos assumir que X tem apenas células de dimensao
n e n + 1. Finalmente, uma vez que o tipo de homotopia da cofibra de homotopia
de uma aplicagdo f depende apenas da classe de homotopia de f (ver Exercicio
3.21) podemos assumir que as células de dimensao n + 1 sdo coladas por aplicagbes
pontuadas. Estamos portanto reduzidos ao caso em que X é a cofibra de uma
aplicagao
VoS — X, = VgS™.
Consideremos o diagrama

T 1 (X/ X ) < s (X, X)) =2 100 (X)) > 70 (X) ——>

S

Hn—i-l(X/Xn) T n+1(Xv Xn) 2 Hn(Xn) - Hn(X) -

que comuta tendo em conta a Proposicao 5.62. As aplicagoes ¢ e v sdo isomorfis-
mos pelos Teoremas de excisao de homotopia e homologia respectivamente. Pelo
Corolario 5.45 e Exercicio 5.46, o homomorfismo de Hurewicz é um isomorfismo
para wedges de esferas. Pelo Lema dos 5, conclui-se que

h:mp(X) — Hy(X)

¢ um isomorfismo.

Consideremos agora o caso relativo. Faremos a demonstragdo apenas no caso
em que A é simplesmente conexo referindo o leitor a [Ha, Theorem 4.37]| para a
demonstracao do caso geral. Neste caso, o resultado é uma consequéncia imediata
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da Proposicao 5.62, do Teorema de excisao de homotopia e do caso absoluto que
acabamos de demonstrar uma vez que no quadrado comutativo

T (X, A) —— 1, (X/A)

C
H,(X,A) —— H,(X/A)

todas as aplicages excepto possivelmente h : m, (X, A) — H, (X, A) sdo isomorfis-
mos. (]

Uma consequéncia extremamente ttil do Teorema de Hurewicz relativo é o
seguinte reciproco do Lema 5.66 para espagos simplesmente conexos (que frequente-
mente se designa também por Teorema de Whitehead).

Corolario 5.68 (Whitehead). Se X e Y sao simplesmente conexos e f: X — Y
induz um isomorfismo em homologia, f € uma equivaléncia de homotopia fraca.
Em particular, se X eY tém o tipo de homotopia de complexos celulares, f é uma
equivaléncia de homotopia.

Proof. Seja My o cilindro da aplicacao f. Considerando as sucessoes exactas de
homologia e homotopia do par (My, X) vemos que o resultado a demonstrar é
equivalente a H,(M;, X) = 0 = m(M;,X) = 0. Se X e Y sdo simplesmente
conexos isto € uma consequéncia imediata do teorema de Hurewicz relativo. ([l

Nota 5.69. Se X é um espago topoldgico, pode definir-se uma topologia em 7. - X
(o grupo abeliano livre gerado por X ) de modo a que x — 1 -2 seja um mergulho.
O Teorema de Dold-Thom (ver [Ha, 4.K]) diz*" que

m(Z - X) = Hg(X)

e 0 homomorfismo de Hurewicz corresponde ao homomorfismo induzido em homo-
topia pela aplicagao X — Z - X. Este ponto de vista é proveitoso por vdrias razoes.
Por um lado, tomando a fibra de homotopia obtemos uma fibragao

F—-X—-7Z X

que produz uma sucessao exacta longa relacionando grupos de homotopia e grupos
de homologia (conforme [JWh]). Por outro, pode ver-se que a fibra de homotopia
F é n-coneza quando o espago X € (n — 1)-conezo, o que implica que para tais
espagos, o homomorfismo de Hurewicz

7Tn+1(X) - n+1(X)

é sobrejectivo (ver o Ezercicio 5.75 para uma demonstragdao deste facto). Final-
mente, recentemente estas ideias encontraram aplica¢oes importantes em Geome-
tria Algébrica: foram utilizadas para construir a cohomologia motivica de esquemas
regulares por Voevodsky [Vo], o que lhe permitiu resolver vdrios problemas em aberto
em K-teoria algébrica. FEste trabalho foi premiado com a medalha Fields em 1998.

27 O Teorema ¢ geralmente enunciado em termos do mondide abeliano livre SP®X gerado
por X mas é possivel ver que as duas formulacoes sdo equivalentes (ver [LF]).
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Exercicio 5.70 (Unicidade dos espacos de Moore). Mostre que se n > 2, G é um
grupo abeliano e X é um espago (n — 1)-conexo com

H(X) = G  sek=n,
i |0 sek#n.

entdo existe uma equivaléncia fraca
M(G,n) — X.

Exercicio 5.71 (Aproximagoes CW minimais). Seja X um espaco simplesmente
conezxo de tipo finito (isto é, tal que Hy(X) é um grupo abeliano finitamente gerado
para cada k). Se
Hy(X)~Z' 0 Z/m & ... L/,

mostre que existe uma aprorimacio CW para X com I, + my + mp_1 células em
dimensao k e que se my, é o menor nimero possivel de factores ciclicos para Hy(X),
este € o menor nimero possivel de células para uma aprozimacio CW em cada
dimensao.

Exemplo 5.72. Seja M uma variedade topoldgica fechada simplesmente conexa
de dimensao 4. Entao M tem o tipo de homotopia de um complexo CW finito
(ver [Ha, Corollary A.12]). Uma vez que Hy (M) é a abelianizagao de 71 (M) temos
Hy(M) = 0. Como m(M) = 0, M é orientavel, e por dualidade de Poincaré,
H3(M) = 0. Pelo Teorema dos Coeficientes Universais conclui-se que Hz(M) = 0%*
e Hy(M) é um grupo livre finitamente gerado. Isto é temos

/ se k=0,4
H,(M)=(7Z" sek=2
0 caso contrario.

O exercicio anterior diz entao que M é a cofibra de homotopia de uma aplicagao
§3 L, yn g2
e portanto o tipo de homotopia de M é completamente determinado por um ele-
mento
[f] € ma(ViL, %)
Nao é dificil ver que a classe de homotopia de [f] é completamente determinada

pela forma quadrética em H?(X) definida pelo produto cup (ver [Ha, Proposition
4.C.3] ou o Exercicio 6.87).

Nota 5.73. O exemplo anterior mostra que a classifica¢iao dos tipos de homotopia
de variedades de dimensao 4 simplesmente conexas é muito simples. A questdo da
classificacao a menos de homeomorfismo das variedades 4 simplesmente conexas foi
resolvida por Michael Freedman (ver [Fr]), trabalho que foi premiado com a medalha
Fields em 1982 e que inclui como caso particular a demonstra¢ao da conjectura
de Poincaré em dimensio 4*°. Em cada tipo de homotopia hd no mdzimo duas
classes de homeomorfismo de variedades topolégicas. A classificacdo a menos de
difeomorfismo das variedades de dimensao 4 € um dos mais importantes problemas
em aberto em Topologia Diferencial. Tem havido muito progresso nos ultimos 20

28Recorde que se M é uma variedade orientavel o Teorema dos Coeficientes Universais implica
que Hp—1(M) nao tem torsdo.
29Uma variedade de dimensdo 4 com o tipo de homotopia de S* é homeomorfa a S*.
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anos mas nao se sabe ainda se serd sequer possivel obter uma classificagio razodvel.
Note-se que a classificagio em dimensio > 5 é mais simples e estd compreendida
desde o inicio dos anos 70.

A razao porque a noc¢ao de complexo CW foi introduzida por J.H.C. Whitehead
foi precisamente para obter uma classificacao dos tipos de homotopia do género da
exemplificada acima para variedades de dimensdo 4. Whitehead levou a cabo esta
classificagao para todos os complexos (n — 3)-conezxos de dimensao n > 4.

Exercicio 5.74 (Aproximagoes de homologia). Mostre que se X é simplesmente

conezo existe uma torre de sucessoes de cofibracdio >°
M(H3(X),2) M (Hp41(X), k) M (Hpy2(X), k+1)
X9 Xy Xpq1- —> X = colimy, Xy,

Uma tal torre chama-se wma aproximac¢ao de homologia para X. Esta nog¢ao € o
dual de Eckmann-Hilton da torre de Postnikov (ver Ezercicio 5.5/).

Exercicio 5.75 (Adaptado de [Sw, Theorem 10.25]). (a) Mostre que se Ty(X) :
he(X) — he(X) € uma transformacao natural entre teorias de homologia gen-
eralizadas nos complezos celulares finitos pontuados e T,(S°) é um epimorfismo
para ¢ < n e um isomorfismo para q < n, entdo para todo o complexo celular
finito m-conexo X, se tem que Ty(X) é um epimorfismo para g <n+m+1 e
um isomorfismo para q < n+m + 1.

(b) Use o Exercicio 5.63 para concluir que se X é um complexo celular n-conezo
(n>1), o homomorfismo de Hurewicz induz um epimorfismo

7Tn+2(X) - n+2(X)-

6. (CO)HOMOLOGIA DE FIBRAGOES.

Nesta seccao estudamos a homologia e cohomologia de fibracoes por meio da
sucessao espectral de Leray-Serre. Uma boa referéncia geral para a dlgebra das
sucessoes espectrais é [We, Chapter 5]. O nosso tratamento da sucessao espectral
de Serre seguira [Ha3, Chapter 1|. Para mais informacdo o leitor pode consultar
[ML]. Os artigos originais [Sel, Se2| sdo (como quaisquer outros artigos do autor)
altamente recomendados, e finalmente recomendamos o artigo [Mi2] sobre a origem
das sucessoes espectrais.

Sucessoes espectrais.

Definicao 6.1. Uma sucessao espectral com inicio em a > 0 consiste numa
sucessao de maodulos diferenciais

(Eprydy) 7>a
juntamente com isomorfismos
d)r : E7'+1 i H(Era d7)

307st0 significa que o espaco Xj41 € a cofibra de homotopia da aplicacdo M (Hy41(X), k) —
Xp.
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Geralmente os modulos F,. serao bigraduados e os diferenciais d,. sao aplicagoes
bigraduadas, mas por enquanto podemos ignorar esta estrutura adicional.
O grupo FE, chama-se o estdgio (ou pdgina) r da sucessao espectral. Designando
por
Z, =kerd, C E,

B, =imd, C E,
os conjuntos dos ciclos e bordos em (FE,,d,) respectivamente, os isomorfismos ¢,
determinam aplicagoes quociente

Ty - Zr — E,
que nos permite identificar F, o com um subquociente de E,.:
Epyo > W;1(2T+1)/7T7’_1(BT+1)'

Procedendo da mesma maneira, para todo o k > r podemos identificar os grupos
E. com subquocientes de F,..

Indutivamente obtemos assim uma sucessao de pares encaixados de sub-moédulos
do termo inicial E,

0cB,CBy+1C...CB,C...CZ,C...CULgy1 CZyCE,

com
E,.~Z,./B,.
Os elementos de Z,. chamam-se os r-ciclos e os elementos de B, os r-bordos da

sucessao espectral. Se x € Z,. \ B, diz-se que o elemento = sobrevive até ao estigio
r da sucessao espectral. Definimos o mddulo dos ciclos infinitos por

Zoo = 20,
e o modulo dos elementos que sao bordos no limite por
B =U2 B,
O termo E,, da sucessao espectral é o modulo
Ey = Zo/Boo-
Diz-se que a sucessao espectral colapsa no termo k se Eo. = E, parar > k.

Definigao 6.2. Um morfismo de sucessoes espectrais consiste numa sucessao de
morfismos de grupos abelianos

/
fri B — B
que comutam com os diferenciais.
Notemos a seguinte consequéncia imediata da defini¢ao.

Proposicao 6.3. Se f,.: E,. — E/. é um isomorfismo, entio fs é um isomorfismo
para § > 1.

Todas as sucessoes espectrais que ocorrem em Matemética tém origem num par
exacto®', uma nocao introduzida por Massey para unificar as varias construcdes de
sucessoes espectrais conhecidas.

31Em Inglés, ezact couple.
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Definigao 6.4. Um par exacto consiste num par de grupos abelianos (A, E) e um

triplo de homomorfismos

E

com ker j = imi,ker:s =imk,kerk = im j.
Dado um par exacto, define-se o0 homomorfismo
d:E—FE por d=jk
e como kj = 0 temos d?> = jkjk = 0, ou seja d é um diferencial em E.

Proposicao 6.5. Se (A, E,i,j,k) é um par exacto, e definirmos

A = i(4)
E = H(E,d)
i =
jo= i
K o= k

entao (A", E',i',j' k") é um par exacto, chamado o par derivado de (A, E, 1, j, k).

Proof. Temos de mostrar que as defini¢des de j' e k’ fazem sentido. Seja a = i(b) €
A’. Entao

dj(b) = jkj(b) =0

pelo que j(b) é um ciclo em E. Se ¢(b) = 0 entdo b = k(e) e portanto j(b) = jk(e) =
0 pelo que a classe de homologia de j oi~!(a) estd bem definida.

Por outro lado se e € E é um ciclo entdo jk(e) = 0 pelo que k(e) € i(A) = A'.
Se f = jk(e) é um bordo em E entdo kjk(e) = 0 pelo que k esta bem definido em
E’. O resto da demonstracdo fica como exercicio. O

Conclui-se da Proposicao anterior que um par exacto da azo a uma sucessdo
espectral {(E,,d,)}r>q, chamada a sucessao espectral associada ao par exacto, que
) R, . 5
¢ definida indutivamente por®?

(E,d) ser =a,
(El_y,dl_y) ser>a.

(Era dr) = {
Exercicio 6.6. Mostre que se (A, E,i,j,k) é um par exacto os mddulo dos r-
ciclos e r-bordos sao dados pelas formulas Z, = k=1(i"D) C E e B, = j(keri"),
respectivamente.

32A razdo de deixar em aberto o termo inicial da sucessdo espectral deve-se a convencgoes
de graduacao para os diferenciais no caso em que os grupos e as aplicagbes no par exacto sao
graduados.
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A sucessao espectral de um complexo filtrado. Uma das maneiras mais co-
muns de obter um par exacto (e portanto uma sucessdo espectral) é por meio de
uma filtragdo crescente de um complexo em cadeia.

Definigao 6.7. Uma filtracdo de um complexo em cadeia Cy, é uma sucessio de
subcomplexos

L FC, CFaCCLl Oy p € Z.
FEscrevemos
FoCy = Uper F,C C Cy

F_ Oy =NpezF,Cy C C.
A filtracao diz-se exaustiva se F,C, =C, e F_C, = 0.
Exemplo 6.8. Se

CXpCXp_H c...c X

é uma filtracao de um espaco X, obtemos uma filtracao
L COU(Xp) COAXpp1) C ... COW(X)

do complexo singular de X. Neste exemplo, os complexos em cadeia envolvidos
estao concentrados em graus nao negativos.

Uma filtracao de um complexo da azo a uma sucessao exacta curta de complexos

em cadeia
0 — F,Cy —> F,11Cy —2 F,(1C.JF,C\ — 0
para cada p € Z, e portanto a uma infinidade de sucessdes exactas longas em
homologia
(13)
i j d
- — Hy(FpCy) — Hi(Fp41C5) - Hyy(Fp1Cy/FpCy) = Hy—1(FpCy) — -

Estas sucessoes exactas longas podem ser aglomeradas num par exacto.

Definicao 6.9. Seja {F,C.} um complexo filtrado. A sucessao espectral de ho-
mologia associada ao complezo filtrado € a sucessao espectral determinada pelo par

eracto
A : A
J
k
FE

onde

A = 69p,qA;la,q Azla,q: p+q(FpC*)v

E = @,4E), E, ,=Hyg(F,C./F,_1C.),

e 0s homomorfismos i,j sao induzidos respectivamente, pelas inclusoes F,C, —
F,+1C. e projec¢oes F,C, — F,C./F,_1C, enquanto que k é determinado pelos
homomorfismo de bordo na sucessio exacta longa de homologia.
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Note-se que com respeito a graduagao de A e E, i tem grau (1,—1), j tem grau
(0,0) e k tem grau (—1,0), pelo que o diferencial

dy=joi' "ok,

(definido num subquociente de E;q e com valores noutro subquociente), tem grau
(—r,r —1).3? Se escrevermos, como é usual, os grupos E; , no plano pq, obtemos
uma sucessdo de paginas (uma para cada r) em que os diferenciais aplicam cada
entrada da pagina numa entrada desfazada conforme indicado na figura seguinte.
A homologia de cada pagina com respeito a este diferencial é a pagina seguinte.

&/

A
Y

Y

E importante observar que, sendo i e j a identidade ao nivel dos representantes
em E', todos os diferenciais d, sdo dados ao nivel dos representantes pelo operador
de bordo 0.

Notemos ainda que os grupos E} , estao relacionados com Hp,(Cy). Ou seja, a
indexacao é tal que p corresponde & filtracdo de uma classe, enquanto que a soma
p + g corresponde & "dimensdo geométrica" da classe.

A sucessao espectral de um complexo filtrado nao é mais do que uma maneira de
organizar convenientemente a informacao contida na infinidade de sucessoes exactas
longas (13). A melhor maneira de pensar no funcionamento da sucessiao espectral

33A uma sucessdo espectral em que os termos E” sao bigraduados e os diferenciais d, tém grau
(=7, — 1) chama-se uma sucessio espectral de homologia.
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é por meio do seguinte diagrama planar:
(14)

1 J 1 k 1 J 1
’ Apfl,qﬂ - Epfl,qﬂ - Ap*27q+1 Ep*27q+1 =
/
i/ d2
Lo _ _ _/_T‘ZK_
1 J 1 11
Am Em \__A —lgl Ep—Lq 7
dy |
7 i |
J k - =
1 1 1 1
’ ’ Ap+17q—1 > Ep+17q—1 Apyq—l Epyq—l o

i i

em que as sucessoes exactas longas sao paralelas & linha desenhada a tracejado.
O diferencial d; é dado pela composigdo j o k. Se dy(z) = 0 entdo k(x) € imi e
portanto dy = joi~' ok fica definido (em subquocientes de E! ) como indicado na
figura, etc.

A um par exacto bigraduado (A, 4, Ep 4.4, 7, k) que dé origem a uma sucessao
espectral de homologia (isto é, no qual os graus dos homomorfismos i, j, k sdo
(1,-1),(0,0) e (—1,0) respectivamente) associamos os grupos

H,, = colim, Ay ,,—p n € 7.
e uma filtracao crescente nestes definida por
F

p(Hpn) =1im(A4p,—p — colimy, Ap —p).

Escrevemos

Foo(Hyp) = UpFp(Hn) Fooo(Hp) = NpFy(Hn).

Exemplo 6.10. Se {X,},>0°! é uma filtracio de um espago X com UX, = X, na
sucessao espectral determinada por esta filtracao temos

H,, = colim, H,(X,,) = H,(X)
e F,(H,) =1im(H,(X,)) C H,(X), FuoH, = H,,, F_H, = 0.
Proposigao 6.11. Hd uma inclusao natural
FP(Hn)/Fp—l(Hn) — E;S?n—p?

5 ; 0o T 1 PP .l 1
que € um isomorfismo sse 2>, = N2, , C E,  coincide comkerk : E,  — A, 4 .

3Esta notacao significa que X, = () para p < 0.
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Proof. Consideremos o diagrama

TJ>&mp
i 1 J 00
Azlv—l,n—p+1 ’ Ap,n—p ’ Zpyn—p C Ezlnn—p
Fyp1Hy ——F,(H,)~ — — - = ES,_,

onde as duas tltimas colunas sao sucessoes exactas curtas, a linha do meio é exacta,
e
K={a€cA,, ,:i(a) =0 para algum s > 0}.

Note-se que, por definicao dos diferenciais, qualquer elemento na imagem de j é um
ciclo infinito.

Dado a € K \ 0, seja 7 = min{s: i*(a) = 0}. Entdo i"~!(a) = k(x) para algum
T € E;+T7n_r+2 com x # 0 um elemento que sobrevive até ao termo E” e tal que
jla) =d.(x) em E". Assim, j(a) € BSS,_ e portanto j determina uma aplicagdo

pn—p
(15) Fy(Hy)/Fp1(Hy) — B,

Suponhamos agora que j(a) € By, _,. Entdo j(a) = dy(z) para algum k e entdo
existe y € A}, tal que j(y) = j(a) e y € K. Tomando z € A}, , ., tal que
i(z) = a — y temos

a=y+i(z)
0 que mostra que
jil(B;,on—p) =K+ i(Azl)—l,n—p+1)

pelo que a aplicagao (15) é injectiva.
Esta aplicagao é sobrejectiva sse todo o ciclo infinito esta na imagem de j. Como
im j = ker k, isto conclui a demonstracao. (I

Definigao 6.12. Diz-se que uma sucessao espectral de homologia (E;’q,dr) con-

verge fracamente para um grupo graduado H, se existe uma filtracao crescente
F,H.C Fpy1H, C H,

e isomorfismos
By~ Fp(Hpyq) [ Fp-1(Hpiq)-

Se uma sucessao espectral converge fracamente para H,, apenas nos d& infor-
magao sobre
Foo(Hy)/F_oo(Hy)
pelo que na pratica s6 estamos interessados em sucessoes espectrais em que este
quociente coincide com H,. Note-se que, no caso da sucessao espectral associada

a um complexo filtrado, mesmo que a filtracao seja exaustiva pode acontecer que
F_H, #0.

Exercicio 6.13. (a) Dé um exemplo de um complexo filtrado com N,F,C, = 0
mas F_o H,.(Cp) # 0.

(b) Mostre que se para cada n € Z, existe g(n) tal que H,,(F,C,) = 0 para p < q(n),
entao F_H, = 0.
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Defini¢ao 6.14. Diz-se que uma sucessio espectral de homologia E, , se aprox-
ima®> de H,, se converge fracamente para H, e F_ H, =0, F.oH, = H,. Nesse
€aso escrevemos

E, = Hpiq.

Quando uma sucessao espectral se aproxima de H,, obtemos no termo F,, uma
sucessao de subquocientes de H,. Para calcular os grupos de homologia ha que
determinar as extensoes envolvidas. Em geral o problema é nao trivial mesmo que
haja apenas um numero finito de extensoes envolvidas. Por exemplo, se G é um
grupo abeliano filtrado com

0=F 1GCFhGCF(G)=G
e [WG/F_1G = F1G/FyG =Z/2, tudo o que podemos concluir é que
G=Z/4ouG=Z/2®7Z/2.
O problema ¢é ainda mais complicado se o numero de extensoes é infinito. Por
exemplo, os grupos Z/p>, Z e Z, todos possuem filtracoes
...CEGC...CF.GCFG) =G
com quocientes Fy/Fj_1 ~ Z/p.
Proposicao 6.15. Se F,,C, ¢ uma fillra¢do exaustiva de C, e para cada p,n
(16) Ng im(H, (F,Cy) — H,(F,C,)) =0
entao a sucessao espectral de homologia do complexo filtrado aproxima a homologia
de C,, isto €,
Ey = Hppq(Cy).

Proof. A condicao (16) garante que F_, H, = 0 e que um ciclo infinito é uma classe
no nucleo de k pelo que a afirmacao é uma consequéncia da Proposicao 6.11. [

Note-se que a Proposicao 6.15 se aplica por exemplo se a filtracao F,,C, é limitada
inferiormente ou mais geralmente se para cada n existe q(n) tal que H,, (Fy(,)Cx) =
0. HA uma situacao ainda mais simples, que é comum na prética.

Definigao 6.16. Uma sucessdo espectral de homologia diz-se limitada se em cada
sucessao

apenas um nimero finito de i’s nao é um isomorfismo, ou equivalentemente (pela
exactidao de (14)) se para cada n, apenas um nimero finito de termos Ezl,,q com
p+q=mn é nio nulo.

Se uma filtracdo exaustiva de um complexo F,(C,) d4 azo a uma sucessao espec-
tral limitada, entdo a condicdo da Proposic¢ao 6.15 verifica-se obviamente e temos
portanto para cada n uma filtracao finita

0= Fs(n) (Hn(C’*)) C Fé(n)_,_l(Hn(O*)) c---C Ft(n) (Hn(C’*)) = Hn(O*)
com quocientes
F,H,/F,_1H, = E),
Assim, se conseguirmos calcular todos os diferenciais na sucessao espectral, pre-

cisamos apenas de resolver um numero finito de extensoes para calcular os grupos
H,(C,).

35Em Inglés, abuts.
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Exercicio 6.17. Seja f : Cy, — D, um morfismo de complexos em cadeia filtrados.
Mostre que se as filtracdes dao origem a sucessoes espectrais limitadas e o morfismo
de sucessoes espectrais induzido por f € um isomorfismo em E., entdo [ induz um
isomorfismo em homologia.

O seguinte exercicio déd-nos a versao da sucessao espectral de Serre para com-
plexos em cadeia.

Exercicio 6.18 (Sucessdes espectrais de um complexo duplo). Um complexo duplo
é uma familia {Cy,}ri>0 de grupos abelianos e homomorfismos

d": Cry— Cro1y d”: Cry— Cro1y
tais que (d")? = (d¥)? = d"d” +dd" = 0. O complexo total associado ao complezo
duplo C, . é o complexo definido por

Tot(Cs s )n = @rt1=nCh

com diferencial determinado pelos homomorfismos

d|Ck,z - dh +d": Ck,l - Cvlc—l,l D C’k,l—1~

(a) Verifique que (Tot(Ciy,d) é um complezo em cadeia.

(b) Seja H(C..;) a homologia do complezo (C. ;,d"), e defina-se H} (C) ) analoga-
mente. Mostre que d° induz um diferencial em H,?(C*,l) para cada k-fizo, e
analogamente para d".

(¢) Mostre que existem sucessoes espectrais limitadas

Ej 4= Hy(Hg (Cs,.)) = Hpiq(Tot(Cux))

Ep 4 = Hy (Hy(Cy.)) = Hpq(Tot(Cy ).
(d) Seja R um anel comutativo e M, N mddulos sobre R. Recorde que se P, — M
€ uma resolugao projectiva de M se define

Tor®(M,N) = Hy(P, ® N).
Use as sucessoes espectrais da alinea anterior para mostrar que,
Tork, (M, N) ~ Tork (N, M).
Exercicio 6.19 (Sucessao espectral de Mayer-Vietoris). Seja {Uy} uma cobertura
aberta de um espag¢o X. Escrevemos
Ungary...cn, = Ung NUqy, N...N U,

Escolha-se uma ordem total para o conjunto {«a} dos indices e seja

Om,n - @ao<o¢1<...<am Cn(Uaoal...am)

o complexo duplo que tem por diferencial vertical o diferencial determinado da forma
evidente pelos diferenciais dos complexos de cadeias singulares e diferencial hori-
zontal determinado por

h k -
e, Wagarony = (=1 ks
k=0

onde
Jk - Uagal...am — Uao...&z,..an
€ a inclusao.
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(a) Mostre que a homologia horizontal H!* (C.,) estd concentrada em dimensdio 0
e coincide com H,,(X).
(b) Mostre que existe uma sucessao espectral de homologia limitada com

2 h
E, = H,) (Bas<ar<...<an, Hq(Uay...a, ) = Hpiq(X).
(c) Identifique esta sucessio espectral com a sucessao de Mayer-Vietoris no caso
de uma cobertura com apenas dois abertos.

A sucessao espectral de Serre.

Definigao 6.20. Uma fibra¢ao p: E — B diz-se orientavel sobre um grupo abeliano
G, se para todos 0s b,b/ € B e a: [0,1] — B com a(0) = b,a(1) =V, a aplicagio
de monodromia

To1p (b)) = p (V)
induz a identidade em homologia com coeficientes em G.

Lema 6.21. Se p : F — B é orientdvel sobre G e f : A — B é uma aplica¢io
continua, o pullback f*p: f*E — A € também orientdvel sobre G.

Proof. Seja « : [0,1] — A um caminho com a(0) = a e a(1) = a’. A aplicacdo de
monodromia da fibracao é definida por um levantamento no seguinte diagrama

F 7f*E —=F
s
Fx[0,] =01 -2>a—T>p

Uma vez que o levantamento a f*FE pode ser obtido a partir do levantamento a F
pela propriedade universal do pullback, conclui-se que o diagrama

(f'p)~(a) =p~'(f(a)) —p"'(f(a))

\LT& \LTfoa

(fp)~H(a') =p~ ' (f(a) —=p ' (f(d))
comuta, o que conclui a demonstracao. [l

Teorema 6.22 (Serre). Seja p: E — B uma fibragao orientdvel sobre G com fibra
F. Eziste uma sucessao espectral de homologia limitada aproximando a homologia
de E com termo E? dado por

Ezaq = H,(B; Hy(F)).

Proof. Seja f: B’ — B uma aproximacao celular de B. Pelo Lema 6.21 o pullback
p': E' — B’ de p pela aplicacdo f é uma fibracao orientavel com fibra F. Pela
sucessao exacta longa de homotopia a aplicagdo E' — F ¢ uma equivaléncia fraca e
portanto induz um isomorfismo em homologia com quaisquer coeficientes. Podemos
portanto assumir que B é um complexo celular.

Consideremos a filtracao

)=B,C---CB,CBpy1C---CB

de B pelos seus esqueletos e seja E, = pil(Bp) a filtracao induzida em E. Esta
filtragdo determina uma filtracao crescente

F,(C.(E)) = C.(E,) C C.(E)
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do complexo de cadeias singulares de E e portanto, uma sucessao espectral de
homologia com

1 _
szq - p+q(EpaEp—1)-
Uma vez que (B, By,_1) € p-conexo, as sucessoes exactas longas de homotopia

das fibracdes restritas a B, e B,_1 e o lema dos 5 mostram que o par (E,, E,_1) ¢
p-conexo. Conclui-se que as aplicagoes

A1 = Hn(EP) - A;zl)—i-l,n—p—l - H"(EP+1)

P,n—p
sao isomorfismos para p < 0 ou p > n e portanto a sucessao espectral é limitada e

aproxima a homologia de E. Resta-nos identificar o termo E? da sucessio espectral.
Comecamos por dar uma forma conveniente ao termo E':

E;,q ~ Cp(B; Hy(F; G)) = Hyp(By, By—1) ® Hy(F; G).
Para ver isto sejam f, : (DP,SP~!) — (B,, B,—1) as aplicagoes caracteristicas das
células de B. Seja x4 = f,(0) € B, F,, = p~*(,) e consideremos a aplicagio
DP x F, x[0,1] — B,
definida por
(z,y,t) = faltz)

A propriedade do levantamento das homotopias produz entdo aplicacoes de fi-
bracoes

DpxFataHEp

-

Dr ——— B,

que induzem equivaléncias de homotopia fibradas (uma vez que amhos os espacgos
totais sao homotopicamente equivalentes a F, e a aplicacao induz uma equivaléncia
de homotopia nas fibras)

DP x F, = f2(E,).

As restri¢oes destas aplicacoes a SP~! sdo ainda equivaléncias de homotopia fi-
bradas. Daqui se conclui que a aplicacao de pares

. 11, ta
[T(7, 5771 x Foy =" (Ep, Ep-1)

[e3

sendo a composicao de um par de equivaléncias de homotopia fibradas com um
homeomorfismo relativo induz um isomorfismo em homologia. Como a fibracao é
orientavel relativamente a G temos isomorfismos canénicos

H,(Fo;G) = Ho(F;G)
logo utilizando o isomorfismo dado pelo produto X em homologia
H,(DP,SP~4,72) @ Hy(F;G) = Hyy (D, SP71) x F; Q)
obtemos isomorfismos

P
E) = Hpyiy(Ep Ep1;G) <= Hy(B,, By_1;2) @ Hy(F; G) = Cp(B: Hy(F; G)).
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Resta-nos ver que o diagrama

P

E;,q CP(B§Hq(F5G))

1 la

P
Ezgfl,q > p—l(B§Hq(F§G))~

comuta.

Seja e? uma célula de dimensao p de B tal que a componente do diferencial celular
0(e?) segundo eg é nopg € Z e seja x € Hy(F; G). Precisamos de demonstrar que a
componente de

podio (T ([eh] ®w)) € Hy1(Bp—i1, By—z) ® Hy(F; G)

segundo o somando determinado pela célula 6%71 é

naﬁ[egfl] ® .
Para tal, consideremos o seguinte diagrama

Ao _ _
H, (D, SE71) X Fo; G) 2 n—1(0DE x Fo; G) = n—l(D,g ' x Fﬁ/(Sg 2 x Fp);: G)

| | |

Hn(EpaEpfﬂG) Hn71<Ep71§G) Hn—l(Ep—l/Ep—Z;G)

————

anl(Ep717 Ep72; G)

. -1 .
onde F, e Fjg denotam as fibras sobre os centros das células €?, e eg respectiva-
mente. A componente que queremos determinar é precisamente

Aaps([0€8] x ).
Mas a aplicacao
Aag: ODP x Fo — SE™1 x Fy/(x x Fg)
cobre uma aplicagio v,g: SP~' — SP~! de grau n,g e sobre cada x ¢ 7;61(*), a

aplicacao induzida na fibra é a identidade em homologia, donde segue o resultado
pretendido. (I

Exemplo 6.23. Consideremos a fibragao dos caminhos sobre uma esfera S™ de
dimensao > 2.
Qs" — psS™ — S".

Uma vez que a base é simplesmente conexa, a fibracdo é orientavel. O termo E?
da sucessao espectral é dado por

H,(QS™Z) se p =0,

E} = Hypig(S"; Hy(QUS™;Z)) = § Hyp(QS™Z)  se p=n,
0 caso contrario.

Isto mostra que os tunicos diferenciais que podem nao ser nulos sao os diferenciais

dn:E&qHE"

n,g—n-+1-*
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Em particular a sucessao espectral colapsa no termo F,,. Como PS™ é contractil,
os diferenciais d,, sdo necessariamente isomorfismos. Em particular

dp: Hy1(QS™Z) — H,(S™Z) =17
e portanto
E} 1~ Hy(S" Hy 1 (QS™)) = Z.
Indutivamente vemos que para n > 1,
Z se(n—1)k
0  caso contrario.

Hp(QS™Z) = {

A situacao é descrita na figura seguinte.

A

An-1|z\_ d, |z

3n—1)|zZY_d, |Z

2n—1)|Z Y dp, |Z

A sucessao espectral de Serre é natural com respeito a morfismos de fibracoes.
Mais precisamente temos o seguinte resultado.

Proposigao 6.24. Um morfismo

E*f>E’

n
g
B—— B
de fibragoes orientdveis sobre G induz um morfismo de sucessoes espectrais
{f" - E"(p) = E"(p)}r>2
com as sequintes propriedades:
(i) O morfismo f.: H.(F;G) — H.(E'; G) preserva a filtragio em H.,.
(i) O morfismo E>°(p) — E(p') identifica-se com o morfismo determinado por
f+« mos quocientes da filtracao.
(iii) O homomorfismo f?: E*(p) — E?(p') identifica-se com o homomorfismo in-
duzido em homologia pela restri¢ao i de f a fibra e por g.
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Proof. Podemos supor que B e B’ sdo complexos celulares. Sendo assim podemos
aproximar g por uma aplicacao celular e usar a propriedade do levantamento das
homotopias para cobrir-la por uma aplicacao de fibracbes homotopica a h. A veri-
ficacao das afirmacoes do enunciado é agora um exercicio simples. [

Exercicio 6.25. Seja
F——F—>B
Pk
P —F — B

um morfismo de fibragoes orientdveis sobre G. Mostre que se hy € g, sao isomor-
fismos em homologia, o mesmo sucede com f,.

Para cada n, a filtracdo {F,H,,(E;G)} é finita. Temos
0=F 1 Hy(E;G) C FoHp(E;G) C -+ C Fy_1Ho(E;G) C FpH,(E;G) = Ho(E;G)

logo o primeiro quociente da filtragao inclui-se em H,,(E;G) e o tltimo é um quo-
ciente de H,,(F;G). Os homomorfismos

H,(E;G) — F,H,(E;G)/F, 1 H,(E;G) = B

FoH,(E;G) = Eg,, — Hn(E; Q)

chamam-se os homomorfismos de aresta®® da sucessio espectral. A seguinte proposicio
identifica estes homomorfismos com os diferenciais mais compridos na sucessao es-
pectral.

Proposi¢ao 6.26 (Homomorfismos de aresta). Seja p : E — B uma fibragao
orientdvel sobre G com B e F conexos por arcos e i : ' — E a inclusio da
fibra. Designando por ¢: Hy(B; Hy(F)) — E7 , o isomorfismo do Teorema 6.22,
0s sequintes diagramas comutam.

(17) H,(F;G) = Ho(B; H,(F; G)) —> H,(E;G)
le
Eg Egn
(18) H,(B; G) "> H,(B; Ho(F; G)) = Hy(B; G)
i o
B¢ Ex o

Proof. Comegamos por ver (17). Uma vez que B é conexo por arcos podemos
assumir que B tem uma tnica célula de dimensao 0. O resultado é entao claro da

36Em inglés, edge homomorphisms.



86 GUSTAVO GRANJA

seguinte por¢do do diagrama (14)

0
H,(Bs, F; G) —2—= H,(F; Q) ——> H,(F.0) = B}, = E§,, —>0

H,(E;G)

e da Proposigao 6.11.
Para ver (18) consideremos o seguinte diagrama

7]

E711+170 - Hn+1(En+l7En; G) Hn(Ena G) Hn(Ena En—l; G) = Eyll,o
. | Hy(E;G) ——2 > H,(B;G) |r

/

Cpi1(B;G) = Hyy1(Buy1, Bu; &) — H,(B,; G) —> H,,(By, By_1;G) = Co(B; G)

Um elemento x € H, (E; G) pode ser representado por y € E}L,O na sucessao espec-
tral sse a sua imagem em FE;% € nao nula. Nesse caso, pelo diagrama anterior, y
aplica-se por p, no representante de p.(x) em C,(B;G) = H,(B",B"!;G). Uma
vez que a aplicac¢do induzida em homologia (com respeito a dy) pelas aplicagoes

P« Hn(Ena En_1; G) - Hn(Bna Bn—l; G)

é o isomorfismo
P E72z,0 — H,(B)

vemos que o diagrama (18) comuta. O

Definigao 6.27 (Transgressao em homologia). Seja p : E — B uma fibragao com
fibra F' sobre x € B e B conezo por arcos. Consideremos o diagrama

H,(B;G) — Hy (B, F;G) —2> H, 1 (F; G)

C T
Ho(B; G) —= Hy(B, 5 G) ——> Hy (5 G)
A transgressdao em homologia é o homomorfismo

Hy(B;G) > ¢~ (imp.) == Hy,_1(F; G)/d(kerp.)
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definido por
7(x) = a(p  (6())).

Uma classe que estd no dominio de T diz-se trangressiva.

Proposigao 6.28. O seguinte diagrama comuta.

n(B) —2 > 7, 1 (F)
. |
(;Sfl(imp*) — H,(B) Hy, 1 (F)

H, _1(F)/0(ker py)

37

Em particular, todas as classes esféricas®’ sdo transgressivas.

Proof. A naturalidade do homomorfismo de Hurewicz mostra que o seguinte dia-
grama comuta.

Tn(E) — 1 (B, F) —2> 1, _1(F)

P |
H,(E) — H,(E,F) -~ H,_(F)
HH(Z) 2. Hn(tj %) :r:(B)

Uma vez que a aplicagdo ps : mp(F, F') — 7, (B) é um isomorfismo, qualquer classe
esférica estd no dominio da transgressdo. As restantes afirmacgdes do enunciado sao
agora uma consequéncia imediata da defini¢ao de transgressao e da comutatividade
do diagrama. (|

Exemplo 6.29 (Suspensdo em homologia). Na fibra¢do dos caminhos
OB —- PB — B
a aplica¢ido de monodromia determinada por um lago a € 71 (B) é dada por

Ta(B) = B .

Logo a aplicacao de monodromia permuta as componentes conexas por arcos de 2B.
Conclui-se que a fibracao dos caminhos sobre B é orientavel sse B é simplesmente
conexo. Nesse caso, uma vez que PB é contrictil, a aplicacao

H,(PB,QB) ~* H,_(QB)
é um isomorfismo. A transgressao em homologia é portanto um homomorfismo
Hn(B) ) gb*l(imp*) o n—l(QB)

que se chama a suspensao em homologia e que de acordo com a Proposicao 6.28
corresponde nas classes esféricas ao isomorfismo

Tn(B) ~ mp—1(QB).

37Uma classe de homologia diz-se esférica se esta na imagem do homomorfismo de Hurewicz.
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Proposigao 6.30. Seja p : E — B uma fibracao orientdvel sobre G. Os diferen-
ciais dn, : Ep o — Eg,_1 sao a transgressio em homologia. Mais precisamente, o

sequinte diagrama comuta.

Ep o <—— Hu(B;G) Hyy (F3G) ———>Ef 4

| i :

EQ,O — qﬁfl(imp*) — n—1(F;G)/0(ker p.) — E(?,nfl

-
d’Vl

Proof. Consideremos o diagrama

(19) H,y(Ey, F) ——"—— Hy 1 (F) = Haa(F,0) = By g

Hy(Ep, By) —2— > H,_1(E)

H,_1(Ei, F)

Hn(EnuEn72) anl(En72) I nfl(Enf%EnfS)

3]
E’I'll,o = Hn(En, En—l) I nfl(Enfl) ——— nfl(EnflaEn72)

P P

Hn(Bn;Bn—l) L n—l(Bn—l) — n—l(Bn—lan—Q)

As sucessoes exactas longas dos triplos (E,, Fxi1, Er)

Hn(EnaEk)

|

H,(E,,Eyq1) — Hyp1(Egq1) — Hp—1(Eit1, Er)

\ M//

mostram que, ao nivel dos representantes das classes em E', as imagens dos difer-
enciais

17}

dk: Hn(EnyEn—l) - n—l(En - kaEn—k—l)

coincidem com a imagem das aplicacoes de bordo

Hn(Ena En—k) i) Hn(En—kv En—k—1>~
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Em particular, uma classe sobrevive até EJ’, sse estd na imagem de H,(E,, F).
Tendo em conta que F,, — E é uma n-equivaléncia, e que a aplicacao

Dx - Hn(Ena En—l) - Hn(Bn7Bn—1)
induz a identificagao de E2 , com H,(B), isto mostra que temos o isomorfismo
—1/- ~
¢~ (imp.) — E7,.
Da mesma forma, a imagem de d,,_; em E}_, , coincide com a imagem de

Hy(Ep-1, F) <5 Hoa(F)

e a sucessao exacta

H,E\,1,F)——>H,(E,,F)——H,(E,,E,_1)

\ la
H,_1(F).
juntamente com o facto de a aplicacao
s Hy(Epy En—1) — Hy (B, Bpo1)
induzir a identificagdo de E7 , com H, (B) mostra que
O(kerp,) = imd,—1

e portanto temos o isomorfismo

H, 1(F;G)/0(kerp,) — Eg,, 1 = Eé)n_l/im dp_1.

As restantes afirmacgoes do enunciado sdao agora consequéncias imediatas das
definicoes. O

Exemplo 6.31. Consideremos um fibrado em esferas
Snfl N N N

com n > 2. Na sucessao espectral de E existe quando muito um diferencial nao
nulo conforme a figura seguinte.

A

0z Z

n

Y
hS

O gerador de H,(S™;Z) = E2 ; é uma classe esférica (a identidade S™ — S™).
Pelas Proposicoes 6.28 e 6.30, d,,(«) é a imagem pelo homomorfismo de Hurewicz
da imagem do gerador de 7, (S™) pelo homomorfismo de bordo na sucessio exacta
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longa da fibra¢do. Geometricamente d(a) € m,_1(F) é definido pela restri¢ao de
um levantamento

Sn=1 %0 F /,?E
- P

Sn—l % [07 1] ;>Sn—1 % [07 1]/Sn—1 x0~D"—=RB

STL

¢ a S"! x 1. Na situacdo presente, em que B = S™ e « é a aplicacdo identidade,
a restrigdo do levantamento a S™~!x]0, 1] identifica-se com uma secgio de p sobre
S"\ {*} e ¢jgn-1x0 corresponde precisamente ao "valor limite no bordo" desta
sec¢ao. Ou seja, podemos escolher uma secgdo de p sobre o conjunto contractil
8™\ {*} mas em geral ndo a podemos estender a todo o S™. A medida que nos
aproximamos de *, a seccao enrola uma esfera centrada em % em torno da fibra.
O grau desta aplicacao é precisamente o inteiro que determina o diferencial d,, na
sucessao espectral.

Exercicio 6.32. Mostre que o diferencial d,, mo exercicio anterior é nulo sse a
fibragio E — S™ admite uma secgio.

O exemplo anterior generaliza-se para fibragoes orientaveis cuja fibra tem o tipo
de homotopia de uma esfera (ou mais geralmente o tipo de homologia de uma
esfera). Se G é um grupo abeliano, um espago X diz-se uma G-esfera de homologia
de dimensao n se

G sex=n
H*(X;G) = -
0  caso contrario.
Proposi¢ao 6.33 (Sucessao exacta de Gysin). Seja FF — E — B uma fibragao
orientdvel relativamente a G e F' uma G-esfera de homologia de dimensdo n — 1.
FEntao existe uma sucessao exacta longa

o Hy(B;G) 25 Hy(ByG) L5 Hy_(B:G) — Hy_y (B;G) — -+
Proof. Consideremos a sucessao espectral da fibracao.

q
A

n—1 G JHk_ B HkB

Y
b

385e esta familiarizado com a defini¢ao de nimero de Euler de um fibrado vectorial orientado em
Topologia Diferencial, mostre que este ntimero coincide com o inteiro que determina o diferencial
dn,.
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Os tnicos diferenciais que sao possivelmente diferentes de zero sao os diferenciais
d,. Logo a sucessao espectral colapsa no termo E, 1 e temos sucessoes exactas
curtas

0— BNt 10y — He(B;G) — Bt — 0
onde
Epit =kerd, C Ef = Hi(B;G)
e

El?irrlL+1,n—1 = ElzfnJrl,nfl/(im dn) = Hy—pny1(B;G)/(imdy,).
Obtemos portanto sucessoes exactas curtas
0 — Hi_nt1(B;G)/(imd,) — H,(E;G) — kerd, — 0

que podem ser coladas de forma a obter a sucessdo exacta longa do enunciado. A
aplicacao
Hy(E;G) — Hi(B; G)

é a aplicacao p. pela Proposicao 6.26. O
Proposic¢ao 6.34 (Sucessido exacta de Wang). Seja F '+ E — B uma fibragao

orientdvel relativamente a relativamente a G sobre wma G-esfera de homologia de
dimensao n. Entao existe uma sucessao exacta longa

- Hy(F3G) 5 Hy(B;G) — Hy—o(F; G) 2 Hy 1 (F3G) — -
Proof. A demonstracao é essencialmente idéntica & da Proposi¢ao 6.33 e fica como
exercicio. 0
Exercicio 6.35. Calcule H.(F;Z) onde F denota a fibra de homotopia de uma
aplicagao S™ — S™ de grau k.

Exercicio 6.36 (Sucessdo exacta de Serre). Seja FF — E — B wuma fibrag¢ao
orientdvel. Mostre que se H,(F) =0 para 0 <k <n e Hy(B) =0 para 0 < k < m,
existe uma sucessao exacta

Hyom1(F) = -+ — Hu(F) 2 Hy(E) 25 Hy(B) - Hy_1(F) — - --

e que o homomorfismo de Hurewicz dd uma aplica¢ao (de uma por¢ao) da sucessao
exacta longa de homotopia da fibragdao nesta sucessao exacta de homologia.

Extensoes da sucessao espectral de Serre. A sucessdo espectral de Serre tem
as seguintes versoes relativas, com demonstracao inteiramente analoga & do Teorema
6.22.

(i) Se p: E — B é uma fibragdo orientavel sobre G e B’ C B, escrevendo
E’ = p~!(B), existe uma sucessio espectral aproximando H,,(E, E'; G) com
E? .= Hy(B,B'; Hy(F;G)).

(i) Se (F,F') — (E,E') £ B é um par de fibragoes orientaveis sobre G, existe
uma sucessio espectral aproximando H,,(E, E'; G) com termo E?

Ep 4 = Hy(B; Hy(F, F'; G)).
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Consideremos por exemplo o segundo caso. Podemos supor que B é um complexo
celular. A filtragao dos esqueletos em B induz uma filtragao {(E,, E,)} em (E, E')
e a sucessao exacta longa

-— Hp(Ep_1, 1’,71; G) — H’n(Ep7E;;; G) — Hn(Ep,E; UE,_1;G) — ---
da azo a uma sucessao espectral com
E;,q = H,14(E,, EZ’)UEP,I; G) ~ H,(By, B,—1)@H,(F, F';G)) ~ C,(B; H,(F, F'; G)).

No caso em que a fibracdo p : F — F nao é orientéavel, existe ainda uma sucessao
espectral limitada aproximando a homologia do espaco total mas o termo E? é dado
por

By, = Hy(B; {Hy(F; G)})
onde {H,(F;G)} é o sistema de coeficientes locais (ver [Ha, 3.H]) determinado pela
fibracao. No caso em que a fibracdo é orientavel o sistema de coeficientes locais é
constante e o enunciado reduz-se ao Teorema 6.22.

A sucessao espectral ¢ valida mais geralmente para fibracoes de Serre. Uma
aplicacao p : E — B diz-se uma fibragao de Serre se tem a propriedade dos levan-
tamentos da homotopia para todos os complexos celulares finitos.

Existe uma versao da sucessao espectral de Serre para uma teoria de homologia
generalizada E,, que se chama por vezes a sucessao espectral de Leray-Serre-Atiyah-
Hirzebruch, e que toma a forma

Ep g = Hy(B;{E4(F)}) = Epiq(F).
Para mais detalhes ver [Sw, Theorem 15.27].

Classes de Serre de grupos abelianos. Vamos agora descrever a teoria das
classes de grupos abelianos devida a Serre [Se2]. Esta teoria permite em conjunto
com a sucessao espectral, tratar os espacos como se estivessem localizados (no sen-
tido algébrico do termo). Esta teoria é uma versao grosseira da teoria de localizagao
mais tarde desenvolvida por Sullivan e outros [Su] e que é hoje em dia uma ferra-
menta basica em Topologia Algébrica. Ver [Ha3, Theorem 1.23].

Definigao 6.37. Uma classe de Serre C é uma classe de grupos abelianos satis-
fazendo as sequintes condi¢oes:

(i) 0 €C,

(ii) Se A€ C e B é isomorfo a A, entao A € C,
(iii) Se0 — A — B — C — 0 € uma sucessao exacta entio B € C sse A,C € C.

Uma classe de Serre diz-se multiplicativa se A,B € C =— A® B, Tor(A4,B) € C.
Uma classe de Serre diz-se aciclica se A € C = Hyp(K(A,1);Z) € C para todo o
k> 0.

Um homomorfismo de grupos abelianos f : A — B diz-se wm monomorfismo
mod C se ker f € C, diz-se wm epimorfismo mod C se coker f € C, e wm isomor-
fismo mod C se € simultaneamente uwm monomorfismo e epimorfismo mod C.

Como veremos em breve, dada uma classe de Serre C, é possivel fazer calculos
desprezando os grupos em C.

Exercicio 6.38. Sejam f : A — B e g : B — C homomorfismos de grupos
abelianos e C uma classe de Serre. Mostre que se dois dos homomorfismos f,q e
go f sao isomorfimos mod C, o mesmo sucede com o terceiro.
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Exercicio 6.39. Verifique que o lema dos 5 é valido médulo uma classe de Serre.

E um exercicio simples mostrar que os seguintes sao exemplos de classes de Serre
multiplicativas:

{0} - a classe trivial formada pelos grupos com um tnico elemento.

F - a classe dos grupos abelianos finitamente gerados.

T - a classe dos grupos abelianos de torsao.

Ty - a classes dos grupos abelianos finitos

Tp (P um conjunto de primos) - a classe dos grupos abelianos de torsiao
P (isto &, tal que os factores primos das ordens dos elementos do grupo
pertencem a P). Se P = {q primo : g # p} escrevemos 7, em vez de Tp.

e 7Tpy - a classe dos grupos abelianos finitos de torsao P.

Exemplo 6.40. A inclusao
7)2 —17/6
é um isomorfismo mod 73, e
(8]
ZOL|2 == ZL)3
¢ um isomorfismo mod 7.
7Z—Q
¢ um isomorfismo mod 7.

O conticleo do homomorfismo Z — Z®Z determinado pela matrix [2 4] é isomorfo
a Z mod Tya.

Proposicao 6.41. As classes de Serre F, T, T; e Tp sao aciclicas.

Proof. Comecamos por ver que F é aciclica. Um grupo finitamente gerado é um
produto finito de factores ciclicos. Uma vez que

K(Gx H 1)~ K(G,1) x K(H,1)

basta-nos mostrar que se G' & um grupo ciclico, entdo H,,(K(G,1);Z) é um grupo
abeliano finitamente gerado. Tal é claro para G = Z uma vez que K(Z,1) = S' e
para G = 7Z/2 pois K(Z/2,1) = RP*. Mais geralmente, se considerarmos a acgao
diagonal de Z/k C S' C C* em S C C* o espago lenticular de dimensao infinita

L s /(2 /k) ~ K(Z/K,1).

O argumento é o mesmo que utilizdmos para identificar RP> com K(Z/2,1): a
aplicagdo quociente S — L° é um revestimento e S é contractil. Para ver
que H,,(Lg°; Z) é um grupo finitamente gerado podemos novamente usar o mesmo
argumento que para RP*°. De facto (ver Exercicio 6.42)

Z/k se m é impar,

0 se m é par.

Hy (L5 Z) = {

Na realidade estes grupos sao finitos, e uma vez que os grupos em 7y sao produtos
finitos de grupos ciclicos finitos, 7; é também uma classe aciclica. Além disso se
G € Ty N Tp entdo

Ho(K(G1):Z) € TN Tp.
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Para concluir a demonstragao observemos que qualquer grupo é um colimite dirigido
de grupos finitamente gerados.?” Dado G € T (ou 7p) seja

G = colim, G,

uma decomposi¢iao de G como um colimite de grupos finitamente gerados (portanto
Go € Ty, respectivamente 7p N 7;). Escolhendo uma construgao functorial para
K(G,1) temos

K(G,1) = colim, K(Gq,1)
e uma vez que os functores de homologia singular comutam com colimites dirigidos,
temos

H,,(K(G,1)) = colimy H,,,(K(Gq,1)) € T ( respectivamente 7p).
O

27

Exercicio 6.42. Considere a ac¢io diagonal de Z/k ={e™t :1=0,...,k—1} em

52n+1 C Cn+1'

(a) Ache um dominio fundamental para a acgado.

(b) Mostre que o quociente L;" ' = S2"+1/(Z/k) admite uma decomposicéo celular
com uma célula em cada dimensao.

(¢) Use a alinea anterior para calcular H.(L{"""; 7).

Lema 6.43. Seja C uma classe de Serre multiplicativa, e p : E — B uma fibracao
orientdvel com fibra F. Se dois de H.(F), H.(FE), H.(B) estio em C, o mesmo
sucede com o terceiro.

Proof. Suponhamos que H,(E), H.(F) € C. Uma vez que a fibracdo é orientavel,
temos a sucessao exacta

0 — BTG >~ H\(F;Z) — H\(E;Z) — Eg5 ~ Hi(B;Z) — 0

que nos diz que Hy(B;Z) ¢é isomorfo a um quociente de um grupo em C e esta
portanto em C.
Por sua vez isto implica que

E}, = Ey, ~ Hi(B; Hy(F;Z)) ~ H1(B; Z) ® Hy(F; Z) € C.
Uma vez que o grupo E}’;’q é um subquociente de E;q segue-se que
Ey, , € C para todo o ¢,r para todo o k < 1.

Suponhamos indutivamente que mostramos que Hy(B;Z) € C para k < N. Uma
vez que C é uma classe multiplicativa, temos entao que

E,%,q ~ H,(B;Z)® Hy(F;Z) & Tor(Hy_1(B;Z),H,(F;Z)) € C
para k < N e portanto
(20) Ej. , € C para todo o ¢,r para todo o k < N.

Temos
ENS = EXo ~ p.(Hn(E;Z)) € C.
AS sucessoes exactas

k k—1 dk—1 k—1
0—=ENo—Eng — EN_pi16-2

39 Tome-se por exemplo para conjunto de indices o conjunto de todos os subgrupos finitamente
gerados de GG com a ordem parcial dada pela inclusao.
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para k = N + 1, N,...,3 mostram indutivamente que E]’ﬁ,_ol é uma extensao de
grupos em C (o grupo da esquerda esté em C por indu¢éo e o da direita é o quociente
de um grupo em C por (20)) e estd portanto em C. Portanto

Hy(B:Z)~ E3, €C,

o que conclui a demonstracio que H,(B;Z) € C.
As demonstracoes dos dois casos restantes sdo anilogas e sdo deixadas como
exercicio. O

Nota 6.44. Note-se que a demonstracao anterior diz-nos mais geralmente que se
a homologia de dimensio < n de dois dos espacos E,F e B estd em C, o mesmo
sucede com o terceiro.

Corolario 6.45. Se C é uma classe de Serre multiplicativa e aciclica, e A € C
entio Hy(K(A,n);Z) € C para todos os k,n > 1.

Proof. Basta aplicar indutivamente o Lema 6.43 as fibra¢oes dos caminhos
K(An—-1)—x*x— K(A,n).
|
Teorema 6.46 (Teorema de Hurewicz mod C (Serre)). Seja C uma classe de Serre
aciclica e multiplicativa e X um espaco simplesmente conezo. Entao Hjp(X) ~ 0

mod C para k < n sse 7, (X) ~ 0 mod C para k < n e nesse caso o homomorfismo
de Hurewicz

Tn(X) 25 H, (X)

é um isomorfismo mod C.

Proof. Suponhamos primeiro que 7 (X) € C para todo o k < n e consideremos a
torre de Postnikov de X:

X2 = K(TFQ(X); 2)
Como X — X,,_1 é uma n-equivaléncia, para ver que
Hy(X;Z) € Cparak <n

basta-nos ver que H;(X,,_1;Z) € C. As fibras de homotopia das aplica¢oes X, —
Xm—1 580 K(mp(X),m). Uma vez que C é uma classe aciclica, pelo Corolario 6.45
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H.(K(m,(X),m)) € C para todo o m < n. Sendo Xo = K(m2(X),2), aplicacoes
repetidas do Lema 6.43 mostram que H,(X,,_1;Z) € C.
Resta-nos ver que o homomorfismo de Hurewicz

(21) h: mp(X) — Hp(X)

¢ um isomorfismo mod C. Sendo X — X,, uma (n+ 1)-equivaléncia e 0 homomor-
fismo de Hurewicz natural podemos substituir X por X,, em (21). Consideremos a
sucessao espectral da fibracao

K(mp(X),n) — X, — Xp—1.
Sendo C uma classe de Serre multiplicativa, temos
EY? e C parap >0
e portanto
EP? € C para p > 0.
por outro lado Ej,, é um quociente de Eg, ~ H,(K(m,(X),n);Z) = m,(X) por
subgrupos dy(Ey ,,_,,) € C e portanto a aplicacio quociente

¢ um isomorfismo mod C. Como Bk € C para k > 0 conclui-se que o homo-
morfismo aresta
Hy, (K (10(X),n); Z) = Hy(X0; Z)

é um isomorfismo mod C e portanto, a comutatividade do diagrama

7o (K ((X) 1)) — > 1, (X,,)

P |
H, (K (m0(X),1); Z) —— Hy,(X,; Z)

juntamente com o Exercicio 6.38 mostra que (21) é um isomorfismo mod C.
Reciprocamente, suponhamos que Hy(X;Z) € C para k < n. Temos ma(X) ~
Hy(X;Z) logo pela implicagio reciproca que acabamos de demonstrar,

m3(X) 5 Ha(X;2Z)

¢ um isomorfismo mod C. Se n > 3 conclui-se que 73(X) € C e prosseguindo desta
forma concluimos que (X)) € C para k < n. O

Como corolario do Teorema 6.46 temos o seguinte resultado estrutural bésico
em teoria de homotopia, para o qual nao hi qualquer demonstracao alternativa
conhecida.

Corolario 6.47. Se X ¢é um espago simplesmente conexo, 7 (X) sao grupos fini-
tamente gerados para k < n sse o mesmo sucede com Hy(X;Z) para k < n.

Ainda mais particularmente, os grupos de homotopia de um complexo celular
simplesmente conexo e finito sao finitamente gerados. Compare-se com o Exercicio

6.85.
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Exemplo 6.48. Se M (Z/p,n) designa o espaco de Moore e n > 1 entdo o Teorema
de Hurewicz mod C garante que m,(M(Z/p,n)) é um grupo abeliano finito de
torsao p para todo o k. Por exemplo, tomando p = 2 temos

1 (E"TIRP?) = Z/2M @ ... Z/2™

para algum [ e n;’s. Este exemplo ilustra também a necessidade da hipotese que
0 espago seja simplesmente conexo, uma vez que mo(RP?) ~ m5(S5?%) ~ Z.

Exercicio 6.49. Seja A simplesmente conezo, (X, A) um par 2-conexo e X uma
classe de Serre multiplicativa e aciclica. Mostre que mi(X,A) ~ 0 mod C para
k <mn sse H(X,A) ~0 mod C para k < n e que nesse caso o homomorfismo de
Hurewicz

(X, A) L H, (X, A)

€ um isomorfismo mod C.

A sucessao espectral de cohomologia. Vamos agora ver a versao da sucessao
espectral de Serre para cohomologia. Esta versdo é ainda mais 1til que a versao
de homologia devido a estrutura acrescida de um produto na sucessao espectral
convergindo para o produto na cohomologia do espago total (no caso em que a
cohomologia tem coeficientes num anel).

Teorema 6.50. Seja G um grupo abeliano e F — E — B uma fibra¢io orien-
tdvel sobre G. FEntdo existe uma sucessdo espectral limitada com inicio em E' e
aprozimando a cohomologia H*(F; Q) tal que

(i) o BRT— By o,
(ii) ELnP ~ FPH™(E;G)/FPYLH™(E; G) para uma certa filtracdo decrescente
0=F"""H"(E;G)Cc F"H"(E;G) C...C F'H"(E;G) = H"(E;G)
(iii) ES? ~ HP(B; H{(F;Q)).
Se além disso G = R é um anel, entao
(a) Ezistem produtos EP'? x ES$' — EPTS9Tt tais que

dr(zy) = (dr2)y + (=1)P ad, (y),

(b) O produto em E,..q € o produto induzido em homologia pelo produto em E,.,
(¢) O produto U em H*(E;R) satisfaz

FPH™(E; R)U F*(H™(E; R)) C FP**H"t"™(E; R)

e o produto induzido em E., pelos produtos em E, coincide com o produto in-
duzido pelo produto U no anel bigraduado ©,FPH"(E; R)/FPT'H"(E; R) de-
terminado pela filtragao,

(d) Os diagramas

D,q s,t p+s,q+t
EY? x Ej E?

- -

HP(B; HY(F; R)) x H*(B; H'(F; R)) HP**(B; HIT(F; R))

(onde o produto da linha inferior é o produto U na cohomologia de B seguido
do emparelhamento HY(F; R) x H'(F; R) — HY"(F; R) dado pelo produto U
na cohomologia de F') comuta a menos do sinal (—1)7°.
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Proof. Como habitualmente, podemos assumir que B é um complexo CW. A fil-
tragdo dos esqueletos em B induz uma filtracio E, = p~(B,) em E e as inclusoes

E,—FE
sao p-equivaléncias. Esta filtracao determina uma filtracao decrescente
FP(C*(E: G)) = kex(C* (5 G) — C*(By13 @) = C* (B, Bp_1; G).
As sucessoes exactas curtas
0 — FPC* — FP71C* — FP71C*JFPC* — 0

determinam um par exacto com

Ay = Dp AT = @pquerq(FpC*) = @p,quJrq(Ev Ep1;G)

By = @, BV = @, JHPTI(FPC* |FPTIC*) = @, JHP Y (Ep, Ey—1; G).

Os homomorfismos no par exacto sdo determinados pelos homomorfismos na sucessao
exacta do triplo

H™(E,E,;G) -~ H"(E, E,_;G) > H"(E,, E,_1;G) - H""\(E, E,; G)

e portanto 4, j, k tém graus (—1,1),(0,0), e (1,0) respectivamente.

A filtracao induzida em cohomologia ¢ pelas imagens de AT ™" = H"(E, E,_1;G)
pelos homomorfismos de restricao. Por definicao da sucessao espectral de um par
exacto temos

d, : BP9 — prtna-rtl
e uma vez que i : B, — F é uma p-equivaléncia, em cada coluna do diagrama (14)
apenas um nimero finito dos homomorfismos i nao sao isomorfismos. Conclui-se
que a sucessao espectral é limitada e que

EP"P ~ FPH™(E;G)/FPH H™(E; Q).
Para identificar o termo Esy, sejam f, : (D?,SP~!) — (B,, B,_1) aplicagdes carac-
teristicas para as células de B e (D?,SP~') = f*(E,, E,_1). Temos uma equivalén-
cia de homotopia fibrada de pares de fibracoes
(DP, 8P~ x Fy — (DP, 5P~ 1)
cobrindo cada f, onde F{, designa a fibra de 7 : E — B sobre o ponto f,(0). Por

excisao, conclui-se que temos isomorfismos

U: CP(B; H" P(F;G)) ~ H([[(D?,S77"); G) — H"(E,, B, 1;G) ~ EP" 7.

A identificacao do termo E5 é uma consequéncia da comutatividade do diagrama

CP(B; H'?(F;G)) ——> H"(E,, E, — 1;G)

|

g H™(Ep; G)

|

OV (B; HP(F; G)) ——= " (Eyp41, Eyi G)
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cuja demonstracao é inteiramente analoga ao caso da homologia. Note-se que

CP(B;H" P(F;G)) ~ [[H" " (F; G)

onde o produto é tomado sobre todas as células de dimensao p em B. Uma vez que
o fecho de cada célula intersecta apenas um niimero finito de células de dimensao
inferior, a aplicacao de bordo ¢ é determinada pela sua restricdo a cada um dos
factores H" P(F;G) e portanto, o argumento utilizado para a sucessdo espectral
de homologia pode aplicar-se sem qualquer alteragao.

Suponhamos agora que G = R é um anel. Comecamos por ver que a afir-
magao (c¢) é valida. FP(H"™(E;R)) ¢ a imagem do homomorfismo de restri¢ao
H"(E,E,—1;R) — H"(E;R). A naturalidade deste homomorfismo da-nos a comu-
tatividade do diagrama

H"(E,E,_1;R)® H™(E,E,_1; R) H"(E;R) ® H™(E; R)

5 &

H" "™ (Ex E,E,_1 x EUE x Es_1; R) H"W™(E x E;R)

T

Hn+m(E; R)

onde a coluna da direita é, por defini¢ao, o produto U. Conclui-se quue
FPH™(E; RYUFH™(E;R) C FPT*H"™™(E; R).
A identificacdo do termo Fs da sucessdo espectral no ponto (iii) do enunciado é
determinada pelo isomorfismo ¥ que faz o seguinte diagrama comutar

Hom(H,(B,, B,_1); H1(F; R)) — EP? = HPY4(E,, E,_1: R)

lv -,

[1,HYF;R) u [1,HPT4(D? x F,SE~1 x F; R)

onde

P(A) = (AM€a))a € HHQ(F§R)

T((Ya)a) = ([ea] X Ya)a-
O produto no termo FE; é definido usando a sucessao espectral da fibracao

FxF—-FExFE—BxB
juntamente com naturalidade. De facto vamos definir um produto
EP(E;R) @ E}Y(E; R) — EV™™(E x E; R)

e o produto no termo F; é obtido deste compondo com a aplicacao de sucessoes
espectrais determinada pela aplicacao diagonal A : B — B x B. Como

(E X E)p = Uiyj—pEi x Ej,
por excisao, o termo FE; da sucessao espectral para F X F — B X B é

(22) EPY=HPT9(EXE)y,(EXE)p_1;R)~@, 4 j=p H?T(E; x B; ,E;x E; _1UE;_1x E;;R).



100 GUSTAVO GRANJA

O produto no termo FE; é definido pela composicao

H™(E,, E,_1;R) © H"(Ey, Es_1; R) —> H™"(E, x E,, E, x E,_1 UE, 1 x Ey; R)

|

H™ " ((E x E)pts; (EX E)prs—1;R)

onde a seta da direita é a inclusdo de um somando na decomposigao (22).
A afirmacao que d; é uma derivacdo é equivalente & comutatividade do diagrama
(toda a cohomologia tem coeficientes R)

H™(Ep,Ep 1) XH™"(Eg,Es_1) ———— H™ Y (E, 1 1,E))x H" (Es,Es_1)®H™ (Ep,Ep_1)x H" T (Es11,Es)
OX14(—1)"1x46

H™ " Y (B 1 X Eg,Epyx EUE, 11 X Es_1)®

H™ " (EpxEg,EpxEs_1UE,_1xEs) — — — — — >
H™ Y By X Esp1,Bp_1XEst1,Ep_1 X Egt1)

H™ " ((EXE)pts,(EXE)pts—1)

H" L (EXE) ptst1,(EXE)pis)

onde a seta a tracejado indica que no somando H™"(E, x Eq, E, X Es_1 UE,_1 X
E,), o operador § se factoriza pela inclusdo dos dois somandos de H™ " +1((E x
E)pist1, (E X E)pts) indicados.

A comutatividade deste diagrama é uma consequéncia do facto que, para cadeias
celulares A, i, temos

BN x 1) = 5N x - (~ )M A x 8(u)

0 que por sua vez é uma consequéncia da férmula geométrica para o produto cruz
de dois geradores do complexo celular

d(eb x ej) = d(eh) x e + (—1)Peb, x (ej).

Assim, o diferencial d; é uma derivacao e portanto o produto acima determina um
produto no termo F» da sucessao espectral. Uma, vez que os diferenciais na sucessao
espectral sdo todos dados, ao nivel dos representantes, pelo operador de cobordo 6,
e a formula que define uma derivacgao é véalida ao nivel dos representantes e portanto
em qualquer situacao que faca sentido, conclui-se que ficam definidos indutivamente
produtos em todos os termos da sucessao espectral dados pelo produto x ao nivel
dos repree que todos os diferenciais sao derivacoes. Além disso é claro que, no
termo F., o produto é o produto determinado pelo produto x no anel bigraduado
determinado pela filtragdo. Verificimos assim as afirmagoes (a) a (c) do enunciado.
Para verificar a afirmacdo (c), sejam z € EY?, y € By’ e

\ € Hom(H,(B,, By_1); HY(F;R)), € Hom(H,(B,, B,_1); H'(F;R))

cociclos tais que U(\) = z e U(u) = y. Pretendemos comparar W(\) x ¥(u) com
U(A x pu) em EPTSUT(E x E), e para tal basta comparar a sua imagem pelas
aplicagoes @7, 5 bara cada para de células e?, e e,% de B (uma vez que as aplicacoes
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¢* preservam o produto X por naturalidade).

Pa,s YA X ) = [ea,s] X (A x p)(ef, x €p)
ea] X [ep] X Alef) x p(ep)
—D%fea] x Aeq) x [eg] x p(eh)

Do U(A) x ¢ (p)

=
=
= (
= (
donde

YA x p) = (=1)PT(A) x ¥(p).

Como o produto em FE; induz o produto em Fs isto conclui a demonstracao. [

Nota 6.51. Uma sucessio espectral em que os diferenciais d, tém grau (r,1 — r)
chama-se uma sucessao espectral de cohomologia.

Nota 6.52. Note-se que, pela anticomutatividade do produto x em cohomologia,
em todos os termos da sucessdo espectral temos a formula

zy = (D)Wl

onde |x| designa a dimensao geométrica da classe x. Assim, se x € E} . temos
|z| = p+q. Em particular, se |x| é impar, x> é uma classe de torsao-2, e o produto
é comutativo para classes de dimensao par.

Para |z| par, a regra de Leibniz para o produto dd azo a férmula

d.(z™) = nz" " 'd,.(x)
para todo o n > 2, enquanto que para n impar, temos
d.(2%) = dp(2)r — zd.(2) = d,.(z)x — d,(z)z = 0.

Exemplo 6.53. Calculo do anel H*(Q25";Z) Consideremos a fibracao dos cam-
inhos
Q8" — x — S™.

Tal como no Exemplo 6.23 vemos que, enquanto grupo abeliano graduado,

Z sek|(n—1),
0  caso contrario.

H(QS™7) ~ {
Seja x um gerador de H"™(S™) ~ Z e y um gerador de H"~1(QS™;Z) ~ 7 (de forma
que d,, (y) = x). Note-se que, pela identificacao do produto no termo E5 da sucessao
espectral, o produto xy em E5 é o gerador de E;l""fl ~ 7. Temos a considerar dois

Casos:

n impar: Entdo |y| é par e portanto d,(y*) = ky*~tz. Uma vez que d,, é um
isomorfismo, concluimos que denotando por y;, um gerador de H*("~1)(QS";7),
temos indutivamente

k
y" = (EDyk.
Isto determina completamente a estrutura de produto em H*(QS5™;Z): Trata-se da
algebra comutativa graduada gerada por elementos y; de grau k(n — 1) sujeitos as

relagoes
k+1
YeY = k Yk+1-
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A uma tal dlgebra chama-se uma dglgebra de poténcias divididas num gerador e
nota-se I'(y). Temos portanto

H*(QS™,Z)=T(y) com |y|=n—1.

n par: Neste caso |y| é impar, e pela comutatividade graduada do produto, y? é
uma classe de torsdo 2. Uma vez que H*(£25™;Z) nao tem torsdo, conclui-se que
y?> = 0. Seja z um gerador de H2("~1(QS™;Z). Entdo temos

dpz =1y
e portanto, uma vez que |z| é par,
dn(zy) = xy? + 20 = 2z
donde se conclui que zy é o gerador em dimensdo 3(n —1). Mais geralmente temos,
dp(2F) = k2" oy
dn(y2*) = 228 — yd, (%) = 22 — 0 = 22F
donde concluimos que z gera uma &lgebra de poderes divididos, e a cohomologia
H*(QS™Z)=Aly) @T(z) com |y =n—1, |2]|=2n—2

é o produto tensorial de uma algebra exterior gerada por y e uma algebra de poderes
divididos gerada por z.
A figura seguinte sumariza a informagao encontrada acima.

q q
Iy )y
An—1)| 2% d, |Zol 23 d, |ZzE
K N
3(n—1) | Z%_dy, Za::,%5 Zyx_ dj, Zayz
K K
2(n—1) Z%ﬁ dj, Za:y; L2 dy L]
K K
n—1 | Zyr_ d Zxy Zy_ dp, Zxy
K K
012721 Lx 71 Zx
P > P
n impar n par

Nota 6.54. Hd andlogos dbvios das Proposi¢oes 6.26 e 6.30 para cohomologia.
Assim temos homomorfismos de aresta

H"(:G) — B> H"(F:C)
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H™(B;G) En0 H"(E;G).

~_ »

E definindo a transgressao em cohomologia pela composi¢ao
H™(F;G) — H"™ (B, F;G) &~ H"™ (B, G) -% H"(B; Q)
obtendo assim
767 (imp") — G(H™ (B, G)/(kerp”))
temos que os diferenciais mais compridos

. 0,n n—+1,0
dir: By — Ei

se identificam com T.
Hd também andlogos das sucessoes exactas de Gysin, Wang e Serre para coho-
mologia. As demonstragoes sao idénticas e ficam como ezercicio.

Algebras de Hopf. O conceito de Algebra de Hopf tem origem no estudo por
Hopf da homologia dos grupos de Lie e desempenha correntemente um papel muito
importante em varias areas da Matemaética. Com o pretexto de calcular a estrutura
de anel na homologia do espaco de lagos numa esfera de dimensao impar vamos
agora fazer uma digressao pelos aspectos basicos da teoria de dlgebras de Hopf em
Topologia Algébrica. Uma referéncia para esta sec¢io é o artigo [MM] ou [Ha, 3.C].

Seja k um anel comutativo. Um mddulo graduado M sobre k é uma colec¢ao de
k-modulos { My, }n>0. Escrevemos a € M se a € M), para algum k e nesse caso, o
grau de a é |a| = k. Define-se o produto tensorial de dois modulos graduados M
e N por

(M ® N)p = ®iyj=nM; @1 Nj.

Este produto tensorial é associativo a menos de isomorfismo natural da maneira
6bvia. O elemento neutro para o produto tensorial é o médulo graduado que consiste
no modulo k em grau 0 e no médulo 0 nos graus restantes. Este moédulo graduado
¢é ainda denotado por k.

Define-se um isomorfismo natural

MxN-5 NxM
estabelecendo que nos elementos indecomponiveis
T(a®b) = (-1)p @ a.

Uma dlgebra graduada sobre k consiste num moddulo graduado A juntamente
com uma unidade

n:k— A

e uma multiplicagdo
n:AQA— A

tais que o seguinte diagrama comuta

®1 1®

k@A A0 A<—A
\ #/
A

(¢ denota o isomorfismo canonico).
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Uma algebra (A, n, 1) diz-se associativa se
Mo(u@id) :,uo(id(&u) TARARA — A
e diz-se comutativa se o seguinte diagrama comuta

AoA—T S A9A

N

Exemplo 6.55. O médulo graduado k concentrado em dimensao 0, é uma algebra
comutativa e associativa com a multiplicacao e unidade dados pelos homomorfismos
canénicos.

Exemplo 6.56. A dlgebra graduada comutativa e associativa livre num conjunto
de geradores de grau par {z1,...,z,} é a algebra polinomial k[x1,...,2,] com a
graduacao obvia.

Se 2 é invertivel em k, a dlgebra livre num conjunto de geradores de grau impar
é a algebra exterior Ag(zq,...,zx).

Exemplo 6.57. Se (X, m) é um H-espaco (ver Defini¢do 4.22) entdo o produto x
em homologia permite definir em H,(X) uma multiplicacao u

H (X;k) @ Ho (X5 k) = Ho(X x X;k) ™5 H(X;k)

com unidade
ko~ H,(x; k) -5 H,(X; k)
determinada pela inclusao * — X da unidade para a multiplicacao m. Chama-se
a esta algebra, a dlgebra de Pontryagin do H-espaco X.
Deve ser claro que se a multiplicacdo m é associativa a menos de homotopia, a
algebra (H.(X), u,n) é associativa.
A comutatividade do produto x em homologia implica que a aplicacio

t: X x X —XxX

definida por
Hx,y) = (y,2)
satisfaz
te(ax b) = (=1)l9llPlp x g
para a,b € H.(X;k) logo se m é comutativa a menos de homotopia o mesmo
acontece com a algebra de Pontryagin de X.

Por exemplo S',S3 e S7 sdo H-espacos e as algebras de Pontryagin sio as 4l-
gebras exteriores num gerador de dimensao 1, 3 e 7 respectivamente (ndo ha outra
escolha possivel para o produto). Estas algebras sdo comutativas e associativas
(apesar de apenas o produto de S ser simultaneamente comutativo e associativo a
menos de homotopia).

Define-se um morfismo f : A — B entre algebras da forma 6bvia. E claro que
se X e Y sao H-espacos e f: X — Y & uma aplicacdo multiplicativa a menos de
homotopia, entao

for Ho(X5 k) — H. (Y3 k)
é um morfismo de algebras.
A algebra k é claramente o objecto inicial na categoria das algebras graduadas.
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Definigao 6.58. Uma dlgebra (A, u,n) diz-se aumentada se existe um morfismo
de dlgebras

e:A—k
tal que € o pu = idy.

Deve ser claro que todos os exemplos discutidos até ao momento sao algebras
que dispéem de uma aumentacao natural. Por exemplo, se X é um H-espaco, a
aplicacao X — * induz a aumentacao em homologia.

Definigao 6.59. Se (A, pa,ea) e (B, up,€p) sao dlgebras graduadas, definimos o
seu produto tensorial (A ® B, pagp, €asn) pelas formulas

AB PP Lok~k

(A®B)® (Ao B) ¥ A0 A0 Be B"*24% Ao B

E facil verificar que se A e B sdo comutativas (respectivamente associativas) o
mesmo sucede com A® B, e que o produto tensorial é o coproduto na categoria das
algebras graduadas. Note-se ainda que o produto tensorial de algebras aumentadas
é naturalmente uma &algebra aumentada.

Dualmente temos a nocao de codlgebra graduada sobre k. Trata-se de um médulo
A juntamente com uma comultiplicacao

AL Aw A

e uma counidade
A5k

tais que os seguintes diagramas comutam

A—2 AwA A9 AL — 4
\ \Le@id id Xei /
A A

Exemplo 6.60. O moédulo graduado k£ tem uma estrutura natural de coalgebra,
sendo a comultiplicacdo e a counidade os isomorfismos candnicos.

A nocao de morfismo entre codlgebras tem a definicdo evidente: um morfismo
f: A — B de modulos graduados diz-se um morfismo de coalgebras se os seguintes
diagramas comutam

A - B A———B
\ / J/AA \LAB
€A €B
k A A2 psB
A coalgebra k é claramente o objecto final na categoria das coalgebras.

Definigao 6.61. Uma codlgebra graduada (A, A, €) diz-se aumentada se existe um
morfismo de codlgebras n : k — Ag tal que e on = idy.
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Se A é uma coalgebra aumentada, temos uma cisdo natural

Ag =k o A
e entao, designando por 1 a unidade de k temos
(23) Ala)=a®1+) a;@d+10ac A0 A

K2

para alguns elementos a;, a} € A que, em caso de terem grau 0, estdo em AJ.

Definigao 6.62. Seja (A, A,e,n) uma codlgebra aumentada. Um elemento a € A
diz-se primitivo se
Ala)=a®1+1®a.

Uma coalgebra diz-se coassociativa se
(A®id)o A = (id®A) o A

e cocomutativa se o diagrama
A
A
A
T

ARA————=ARA

comuta. Note-se a expressao que a cocomutatividade de uma comultiplicacao tem
na formula (23): se o termo a; ® a, ocorre na expansao de A(a), o mesmo sucede
com a} ® aj.

Define-se o produto tensorial (A®QB, Aagp, €agp) de duas codlgebras (A, A4, €4)
e (B,Ap,ep) da maneira evidente (dual da Defini¢do 6.59). O produto tensorial
de coalgebras aumentadas dispoe de uma aumentacao natural.

Exemplo 6.63. Seja X um espacgo. Se a aplicagio de
H,(X:k)® H (X k) = H,(Xx:; k)

é um isomorfismo (por exemplo, se H,(X;k) é um modulo livre, ou se k é um
corpo), entao a homologia H,(X;k) é uma coalgebra coassociativa e cocomutativa
aumentada. A comultiplicacao é determinada pela composta

Ho(X:k) 25 Ho(X % X3 k) " Ho(X x X:k)

onde
A X —XxX

denota a inclusdo da diagonal. A counidade é a aplica¢do induzida em homologia
pela aplicacao constante
X — %

e a aumentacao pela inclusdo do ponto de base de X (que ¢ a identidade para a
multiplica¢do em X). A cocomutatividade e coassociatividade de A, seguem imedi-
atamente das propriedades analogas de A e do produto x em homologia (exercicio).

Por exemplo se X = S™ e x denota um gerador, a estrutura de co-algebra em
H,.(S™) é determinada pela equacao

Alz)=z1+1®x

o que se pode ver ou directamente ou notando que nao ha outra escolha possivel
para a diagonal de z uma vez que nao héa classes de homologia com dimensao entre
0 e n. O gerador z é portanto um elemento primitivo.
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E claro da naturalidade da aplicacao diagonal e do produto x em homologia que
qualquer aplicacao f : X — Y entre espagos de tipo finito e com homologia com
coeficientes em k livre, induz um morfismo

fer Ho(X5 k) — Ho (Y5 k)
de coalgebras aumentadas.
Definigao 6.64. O dual de um k-mddulo graduado M é o médulo M* definido por
(M™), = Homy (M; k).
Um morfismo de modulos induz uma aplicacao f*: N* — M* por pré-composigio.

Note-se que se M}, ¢ finitamente gerado para todo o k (diz-se que M ¢é de tipo
finito) e além disso os modulos My, sdo livres, entdo ha um isomorfismo natural

(M*)* = M.
Qutra propriedade importante de verificacao imediata, é a seguinte. Se M, N sao
modulos graduados livres de tipo finito, hd um isomorfismo natural

(M®N)"=M*"® N*.
Estas observagoes tém como consequéncia imediata o seguinte resultado.

Proposicao 6.65. Se (A, u,n) € uma dlgebra graduada de tipo finito e os mddu-
los Ay sao livres, (A*, u*,n*) é uma coalgebra graduada. Se A € associativa (re-
spectivamente comutativa, aumentada) entdo A* é coassociativa (respectivamnente
cocomutativa, aumentada). Dualmente, se (A, A €) é uma codlgebra graduada de
tipo finito e os mddulos Ay, sao livres, entao (A*, A*, €*) é uma algebra graduada.
Se A € coassociativa (respectivamente cocomutativa, aumentada) A* é associativa
(respectivamente comutativa, aumentada).

Notemos que se H,(X;k) é livre e finitamente gerado, entao
H.(X;k)=Hom(H"(X;k); k)

e a codlgebra de homologia associada a X nao é mais do que o dual da algebra
de cohomologia de X (e vice-versa). Se X é um H-espaco e os modulos H,(X; k)
sdo livres e finitamente gerados, a proposicao anterior garante que a algebra de
cohomologia de X é naturalmente uma coélgebra com coproduto dual ao produto
na algebra de Pontryagin de X (ver Exemplo 6.57).

E a interaccido destas duas estruturas de multiplicacio e comultiplicacio na
(co)homologia de um H-espago que impoe condigoes extremamente restritivas na
estrutura da homologia e cohomologia de um H-espaco facilitando extremamente
o seu calculo. Esta interacc¢io é abstraida na seguinte defini¢ao.

Definicao 6.66. Uma algebra de Hopf graduada®® consiste num mddulo graduado
A com uma estrutura (A, p,n) de dlgebra e wma estrutura (A, A, €) de codlgebra tais
que

A2 404 ¢ ApAalsa
sdo morfismos de dlgebras e codlgebras respectivamente® | € aumenta o produto ju e
1 aumenta o coproduto A.

407 nossa terminologia ndo esta de acordo com a usual. Aquilo a que chamamos uma algebra
de Hopf chama-se normalmente uma quasi-algebra de Hopf ou uma bialgebra. Para que se chame a
A uma algebra de Hopf exige-se normalmente associatividade da multiplicacao e comultiplicacao.

Upara as estruturas de algebra e coalgebra no produto tensorial A ® A definidos acima.
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Note-se que a condicao sobre 7 e ¢ na definicao anterior pode ser formulada
dizendo que n é um morfismo de codlgebras e e um morfismo de algebras.

Os adjectivos, (co)associativo e (co)comutativo aplicam-se da forma 6bvia a uma
algebra de Hopf, e é claro que se A é uma quasi-algebra de Hopf de tipo finito com
os modulos Ay livres, entao A* tem uma estrutura natural de algebra de Hopf, a
que se chama a dlgebra de Hopf dual de A.

Exercicio 6.67. (a) Mostre que se X é um H-espag¢o com H.(X;k) de tipo finito
e livre, entio H.(X;k) é uma dlgebra de Hopf cocomutativa e coassociativa
e H*(X;k) é uma dlgebra de Hopf comutativa e associativa. Observe que
H.(X;k) e H(X; k) sao dlgebras duais.

(b) Determine a comultiplicacao em H*(Q2S™;Z) para n impar.

(¢) Mostre que se n é impar, a dlgebra de Pontryagin H.(QS™;Z) é uma dlgebra
polinomial num gerador de dimensdao n — 1.

Nota 6.68. O resultado do exercicio anterior é ainda vdlido para n par. Mais
geralmente, se H.(X; k) € livre, a dlgebra de Pontryagin H.(QXX; k) é isomorfa d
dlgebra tensorial gerada por H.(X;k) (incluido em H,.(QXX; k) pela suspensdo em
homologia). Ver por exemplo [Wh2, Theorem VII.1.18]. Este resultado é a imagem
algébrica de um resultado geométrico: hd uwma equivaléncia de homotopia natural
entre o mondide topoldgico livre gerado por X, JX e o espago de lagos QXX (ver
[Ha, 4.J]).

Exercicio 6.69. Para n impar, determine a estrutura de dlgebra de Hopf em
H*(QS";F,) para todo o p primo.

Finalmente ilustramos uma aplicacao topolégica importante deste formalismo
algébrico. Uma élgebra (ou co-algebra) aumentada A diz-se coneza se a aumentagio
e (respectivamente 1) é um isomorfismo entre Ay e k.

Teorema 6.70 (Leray [MM, Theorem 7.5]). Se A é uma dlgebra de Hopf conexa
comutativa sobre um corpo de caracteristica 0, A é uma dlgebra comutativa livre
(isto é um produto tensorial de dlgebras polinomiais em geradores de dimensao par
e de dlgebras exteriores em geradores de dimensao impar).

Corolario 6.71. Se X é um H-espago de dimensdo finita (por exemplo um grupo
de Lie), H*(X;Q) € uma dlgebra exterior num conjunto de geradores de dimensao
mpar.

Proof. Pelo Teorema de Leray H*(X; Q) é uma algebra livre e se X tem dimensao
finita, ndo pode haver geradores de dimensao par. (I

Outra consequéncia do Teorema de Leray é que se G é um H-espaco com ho-
mologia finitamente gerada, m(G) ® Q = 0 (considere o revestimento universal),
um resultado de Hopf. Na realidade uma andlise mais fina da estrutura algébrica
da homologia com coeficientes F,, permite mostrar que m2(G) ~ 0 para qualquer
H-espago finito (ver [Br]) e ainda que qualquer H-espago finito é um espago de
dualidade de Poincaré, isto é, a sua homologia e cohomologia satisfazem dualidade
de Poincaré. Isto sugere a questdao se um H-espaco finito tem necessariamente o
tipo de homotopia de uma variedade. Esta questao estd ainda em aberto, mas foi
demonstrado muito recentemente (ver [BKN]) que se assumirmos que o espago em
questao tem o tipo de homotopia de um espaco de lagos, entao G tem de facto o
tipo de homotopia de uma variedade paralelizavel.
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Grupos de homotopia de esferas. Vamos agora usar a sucessao espectral de
Serre para obter informagdo sobre grupos de homomotopia de esferas. O método
utilizado, chama-se o método de aniquilagao de grupos de homotopia e foi inventado
por Serre que o usou para fazer os célculos seguintes em [Se2].

Proposigao 6.72. Madulo torsao tem-se

« Az se n € impar,
H™(K(Zn);Z) = {Z[(a:]) sen é

par.
Proof. O resultado é vilido paran = 1 e n = 2 uma vez que K(Z,1) = S' e
K(Z,2) = CP*> (sem ser necessario a qualifica¢do de médulo torsdo).

Pelo Teorema de Hurewicz mod F e o Teorema dos Coeficientes Universais sabe-
mos que os grupos de cohomologia de K(Z,n) sdo finitamente gerados, logo o
resultado do enunciado é equivalente & afirmacao

Ag(z) sen éimpar,

H*(K(Z,n); Q) ={

Qlx] se n é par.

Suponhamos que o resultado é valido para K(Z,k) com k < n e suponhamos
primeiro que n é par. A fibracao dos caminhos sobre K(Z,n)

K(Z,n—-1)— % — K(Z,n)

¢é orientavel uma vez que a base é simplesmente conexa. A sucessdo espectral com
coeficientes em @ tem o seguinte aspecto.

A
n—11Qu Qzy Quzy®
d,) dy,
X X
01Q Qy Q1
n

De facto d,, é o unico diferencial que pode ser nao nulo, e uma vez que o espaco
dos caminhos é contractil, temos necessariamente para r > n + 1,

EP?=0sep>0ougqg>0,

ou seja d,, : E¥n~1 — EE+1.0 ¢ necessariamente um isomorfismo.

Sendo z um gerador de H" (K (Z,n—1); Q) = Q) e y um gerador de H"(K (Z,n); Q),
pela identificacdo do produto no termo E? da sucessdo espectral temos que zy é
um gerador de E5" "', Como d,, ¢ uma derivagio,

dn(zy) = y*.
Daqui se conclui que 0 # 2 e que y? ¢ um gerador de H>"(K (Z,n); Q). Prosseguindo
desta forma vemos que
H*(K(Z,n); Q) = Qly]
o que conclui a demonstracao no caso em que n é par.
O caso em que n é impar é muito semelhante e fica como exercicio. O
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Uma consequéncia imediata do Teorema anterior é que os grupos de homotopia
de esferas s@o muito simples se estivermos apenas interessados nas componentes
livres de torsao.

Teorema 6.73. Mddulo torsao, temos

(S™) Z sek=nouk=2n—1en € par,
7T =
i 0  caso contrario.

Proof. Mais uma vez, pelo Teorema de Hurewicz mddulo a classe dos grupos abelianos
finitos, basta-nos ver que

Q sek=nouk=2n-—1enépar,

0 caso contrario.

T (S") @ Q= {

Claramente podemos assumir que n > 1. No caso em que n é impar, consideremos
a aplicacao

(24) S" — K(Z,n)

que determina um gerador de m,(K(Z,n)) = Z. Podemos assumir que se trata
de uma inclusdo. Pela Proposigao 6.72, H.(K(Z,n),S™;Q) = 0 para todo o n.
Conclui-se que Hy(K(Z,n),S™) é um grupo abeliano finito. Mas entdo do Teo-
rema de Hurewicz relativo modulo a classe dos grupos abelianos finitos (Exercicio
6.49 obtemos que (K (Z,n),S™) =0 mod Ty, ou seja a aplicagao (24) induz um
isomorfismo em 7, mod T%. Isto conclui a demonstracao no caso em que n é impar.

Suponhamos agora que n é par. Consideremos a sucessao espectral de cohomolo-
gia com coeficientes racionais da fibragao

(25) F — 8" 2 K(Z,n)

onde escrevemos F' para a fibra de homotopia de um gerador de m, (K (Z,n)) = Z.
q
A

A
2n —1 | QeN\_ Quy Qzy* | Quy?

dr)n on
01Q Qy Qy] Q1
n

Seja y um gerador de H*(K (Z,n); Q) = Q[y]. Como
p*: H"(K(Z,n);Q) — H"(S™;Q)

é um isomorfismo, a classe y sobrevive até ao termo E,. Como a cohomologia de S™
esta concentrada em dimensao n, mais nenhuma classe pode sobreviver. Conclui-se
que

H*(F;Q) =0 parak < 2n—1
e que
doy: H*""Y(F;Q) — H*(K(Z,n);Q)
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¢ um isomorfismo. Seja x um gerador de H?"~1(F;Q). No termo F5 os produtos
xy” sdo ndo nulos para todo o k uma vez que (repare-se que nenhum diferencial dy,
com k < 2n pode atingir algum y*)

don(zy®) = y* T £ 0.

Na realidade a férmula anterior mostra que os produtos zy* sobrevivem até ao
termo Fs, e morrem no termo seguinte.

Finalmente, ndo podem existir classes em H*(F;Q) para k > 2n — 1: Uma vez
que as classes zy* e y**1 se aniquilam mutuamente de acordo com o padrio da
figura acima no termo Fjs,, nao haveria nenhuma classe com a qual a primeira
classe ndo nula em H*(F;Q) se pudesse aniquilar.

Vemos assim que

Q sek=2n-—1o0u0,
0  caso contrario,

HY(F;Q) = {

o mesmo sendo portanto verdade para H.(F;Q). Pelo Teorema de Hurewicz
mod 7 existe uma aplicagao

S2n—1 S F

que induz um isomorfismo em Hy, 1(—;Q) e portanto em H,(S**~1;Q). Nova-
mente pelo Teorema de Hurewicz mod 7 e pelo caso n impar que acabamos de
provar, conclui-se que, modulo torsao,

7 =2n—1
wk(F):{ se k n

0  caso contrario.
Pela sucessdo exacta longa de homotopia de (25) conclui-se que

7Z sek=mn,2n—1

0  caso contrario

Wk(Sn) = mod T {
o que conclui a demonstracao. (I

Notemos a seguinte consequéncia imediata do resultado anterior.
Corolario 6.74. 73 (S°) ¢ finito para k > 0.
Nota 6.75. Outra maneira de enunciar o resultado anterior é dizer que

Q sek=0,
0 caso contrdrio.

(5 ©Q = {
ou, seja que a racionaliza¢ao do homomorfismo de Hurewicz estdvel

(5% ® Q — Hi(S°%;Q)

é um isomorfismo. O Ezercicio 5.75 mostra entdo que a teoria de homologia deter-
minada por

X—mX)oQ

coincide com a homologia racional Hi(X;Q).
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Seja f: S?"~! — S™ uma aplicagio continua e X = Cy a cofibra de homotopia
de f. A sucessdo de Mayer-Vietoris associada a sucessao de cofibragio

S2n71 i) qn —Z>X L S2n
mostra que
7 sek=0,n,2n

HF(X) =
(X) 0  caso contrario.

Definig¢ao 6.76. Designando por [ii] o gerador de H*(S*;7Z), seja x € H"(X;7Z)
(a tinica classe) tal que i*(x) = [1,] € y = 7*([tan]). Define-se o invariante de Hopf
H(f) € Z de [f] € man—15™ pela equagio

(26) 2 = H([f])y.
Exemplo 6.77. Sejam n: 8% — 52, v: S7 — S* e o : S'5 — S® as aplicacdes de
Hopf. As cofibras de homotopia destas aplicacdes sdo respectivamente*? os planos
projectivos complexo CP2, quaterniénico HP? e octoniénico QP2
Uma vez que*
H*(KP%7Z) = Z]x]/«*
com |z| = 2,4 ou 8 respectivamente para K = C,H ou O conclui-se que
H(n)=H(v)=H(o) =1.

Definicao 6.78. Para cadan,m > 1, seja fp m: S"T"71 — S"xS™ a aplicagio de
colagem da célula de dimensdao n+m na decomposicao celular standard de S™ x S™.
O produto de Whitehead de dois elementos [g] € m,(X) e [h] € T (X) € a classe
de homotopia da composta

grtm=1 fnn gn yy gm VA
que se denota por [[g], [h]] € Tpem—1(X).

Nota 6.79. Note-se que se escrevermos i1 : S™ — SV 8™ e iy : 8™ — S" Vv §™
para as inclusoes candnicas, a aplicagdo f,,m € um representante de [iy,is], € é
esta a notagdo usual para fy, ., que usaremos a partir de agora.

Notemos a seguinte consequéncia imediata da definicdo do produto de Whitehead
e da sucessao exacta de homotopia associada a uma sucessao de cofibragao.

Proposigao 6.80. Dados a € 7,(X) e 8 € 7, (X), temos [, 5] = 0 sse a aplicagdo
smvsm Yy
admite uma extensao a S™\ S™.

Em particular, temos

42para ver isto, note-se que sendo K = C, H ou Q, KP? ¢ uma compactificagio do plano K2 (que
é 4 célula de dimensdo mais elevada na decomposicio celular habitual de KP?) obtida juntando
a linha KP! no infinito. A aplicacio de colagem da célula é a projeccio radial da hipersuperficie
S ={v € K?:||v|]| = 1} na linha projectiva no infinito que é, por defini¢do, a aplicacio de Hopf.

43Para K = C ou H ¢é facil deduzir este facto da sucessio espectral das fibracdes ST — S° —
CP? e §% — S11 — HP2. Para K = Q, no entanto, nio existe uma fibracio analoga! Este facto é
equivalente a afirmacio que a multiplicagio na esfera S7 induzida pela multiplicacio nos octonides
ndo é associativa na categoria de homotopia [Sta]. A estrutura do produto em H*(QP?2;Z) é no
entanto uma consequéncia da dualidade de Poincaré tal como nos casos complexo e quaterniénico.
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Corolario 6.81. Designando por v, : S™ — S™ a aplicacao identidade, a esfera
S™ admite uma estrutura de H-espago sse [tp,t,] =0

Proof. Um multiplicacao p: S™ x S™ — S™ é, por definicao, uma aplicacao tal que

Hsnvsn = in V iy U
Exercicio 6.82. Mostre que se X é um H-espago, entio [, 3] = 0 para todo o
aemp(X) e € mn(X).
Exercicio 6.83. Mostre as sequintes propriedades do produto de Whitehead
(a) Se o € m(X) tem-se
afa1p se e m(X
mﬂ:{ ()

To(B8) — B caso contrdrio.

(b) Mostre que X[a, 5] =0 (recorde o Ezxercicio 3.52).
(¢) O produto de Whitehead [c, 5] € bilinear.

Exemplo 6.84. Dado n > 1, e designando por ¢, : S™ — S™ a aplicacao iden-
tidade, consideremos o diagrama comutativo em que as linhas sdao sucessoes de
cofibracao

gan=1 L gnygn Lo gn oy gn s gan
!
i \LLn\/Ln | ¥ \L
Ly st 1 \ ]
§2n—1 [tnstn] Sn L X J q2n

Sejam ej, € H*(S*;7Z) geradores e v € H™(X;Z),y € H*"(X;Z) tais que i*(x) =
[en] € y = 7% (e2n). Como as aplicagdes denotadas por j sdo isomorfismos em H?",
temos

¥ (y) = en X en
e uma vez que as aplicacoes denotadas por j sao isomorfismos em H™, a equacao
(tn Vin)*(en) = (en,en) € H*(S" VvV S™Z) = H*(S™;Z) ® H"(S™;Z)
permite-nos concluir que
P (r)=e, x1+1xe,
e como tal
V() = (tp X T+ 1 X 1,)% = 1 X 1y + (—1)”2Ln X Ly

Conclui-se que

22 0 se n é impar,
2y sen é par.
e portanto
0 sen éimpar,

2  sen é par.

H([Lm Ln]) = {

Exercicio 6.85. Mostre que a,_1(S'V.S™) ndo ¢ finitamente gerado mesmo como
mddulo sobre Z[mi(S* v S™)].

Exercicio 6.86. Mostre que H: 7o,_1S™ — Z é um homomorfismo de grupos.
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Exercicio 6.87. Mostre que se M é uwma variedade de dimensao 4 orientdvel e
simplesmente conexa, o seu tipo de homotopia € determinado pela forma quadrdtica
definida em H*(M;Z) pelo produto cup (cf. Exemplo 5.72).

Um corolario imediato do exercicio anterior e do exemplo que o precede é o
seguinte resultado.

Proposigao 6.88. O produto de Whitehead [ty 1] € T4n_1(S?") tem ordem in-
finita.

Sabemos do Teorema 6.73 que 7T4n,1(5’2”) ~ 7 modulo torsao, e é natural per-
guntar se os elementos de ordem infinita que descrevemos nos Exemplos 6.84 e 6.77
sao ou nao divisiveis. O Exercicio 6.86 responde & pergunta no caso das aplicagoes
de Hopf: claramente nio sdo divisiveis e portanto geram os grupos 74, 152" respec-
tivos modulo torsido?®. Por outro lado, o elemento [ton, tan] gera o grupo Tan—15°n
moédulo torsdo sse ndo existe uma aplicacdo S 1 — S com invariante de Hopf
1. A resposta a esta questdao ¢ um famoso teorema de Adams.

Teorema 6.89. (Adams [Ad| (1958)) Existem aplica¢ies o : S*"~1 — S™ com
invariante de Hopf 1 apenas para n = 2,4 e 8.

Nota 6.90. Nao € dificil demonstrar que as sequintes afirmacoes sao equivalentes

o FExiste um elemento o : S?"~' — S™ com invariante de Hopf 1.

o A esfera S"' ¢ um H-espago.
Claramente se R™ é uma dlgebra de divisio (nao necessariamente associativa® )
Sl ¢ um H-espaco, logo o Teorema de Adams implica que R"™ é uma dlgebra de
divisao ssen =1,2,4 ou 8. Nao € conhecida qualquer demonstragdo nao topoldgica
para este teorema’®. A primeira demonstracio (quase simulténea com o Teorema
de Adams acima) deve-se a Bott e Milnor [BoM] que a obtiveram a partir dos
resultados de Bott sobre a topologia dos grupos ortogonais. Na realidade Bott e
Milnor usaram estes resultados para demonstrar que as unicas esferas paralelizdveis
sdao S1,8% e S7, e o resultado sobre dlgebras de divisio é entdo uma consequéncia
uma vez que se R™ é uma dlgebra de divisio entdo claramente S™~1 é paralelizdvel.

E possivel demonstrar que se S™ é paralelizdvel (para qualquer estrutura diferen-
cial compativel com a topologia), entao S™ é um H-espaco, pelo que o Teorema de
Adams implica também o resultado de Bott e Milnor.

Finalmente observamos que a questao mais geral de qual o nimero mdximo de
campos vectoriais ortonormais tangentes a uma esfera S™ é conhecido [Ad2]| sendo
uma das mais famosas aplica¢oes da K -teoria enquanto teoria de cohomologia gen-
eralizada. Se escrevermos n = (2a+1)2° e b = c+4d entio o niimero é 2°+8d —1.

Exemplo 6.91. Cohomologia de K(Z,3) Consideremos a fibra¢do dos caminhos
sobre K(Z,3)
K(Z,2) — « — K(Z,3).

4Na realidade, para n = 2,4 e 8 vimos ji ha muito tempo que m4,_15%n = Z @ m4p_252""1
(ver Exercicio 4.4)

45Por uma algebra sobre R, entendemos uma multiplicacao bilinear p : R™ x R®™ — R™ com
identidade e € R™ tal que pgnxe = Hjexrn = idrn. Uma élgebra diz-se uma algebra de divisao
se nao tem divisores de zero. Se a multiplicagdo nao é associativa, esta propriedade é estritamente
mais forte que a propriedade de todos os elementos nao nulos terem um inverso multiplicativo.

46H4 uma demonstracao algébrica para o resultado muito mais fraco conhecido por Teorema
de Hurwitz (1898): Se R™ é uma algebra normada sobre R entdo n = 1,2,4 ou 8.
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Sabemos que
H*(K(Z,2);Z) = Zx]

e pela Proposi¢ao 6.72 que a cohomologia de K(Z,3) médulo torsdo esta concen-
trada em dimensao 3. Vamos determinar para cada primo p a dimensao em que
aparece a primeira classe de torsao-p.

A informacao de que dispomos sobre a cohomologia da fibra e da base determina
08 grupos E;’t para s < 3. No decorrer da sucessao espectral todas as classes
excepto o gerador de E%¥ terdo de se cancelar. Para calcular a torsdao-p podemos
usar a sucessao espectral com coeficientes em F, que tem a vantagem de fazer
desaparecer toda a torsao coprima com p.

Seja y um gerador de H3(K(Z,3);F,). Uma vez que |z| = 2 ¢ par, temos

(27) dg(ZL'k) = katly

que é 0 se p|k.

Note-se que da(xy) € necessariamente 0. Logo a classe 2y sobrevive até ao termo
E3, 0 que permite determinar completamente a sucessio espectral para s +¢ < 5.
Temos necessariamente,

HY(K(Z,3);F,) = H(K(Z,3); Fy) = 0.
enquanto que

ds(zy) = y*

que é 0 se p & impar (e entdo as classes 2% e zy aniquilam-se mutuamente e

HY(K(Z,3);F,) = 0). Se p = 2, entdo d3(z*) = 0 e portanto para que a classe
ry morra é necessario que y? # 0 *7. Portanto para p = 2 temos H%(K (Z, 3);Fy) ~
Fuy2%, e é esta a primeira classe de torsio-2.

Se p é impar as colunas 4,5 e 6 da sucessado espectral sdo nulas. Em particular
as classes zFy sobrevivem até ao termo E5 e no termo E, as tnicas que restam nas

primeiras 3 colunas sao os geradores de Eg’ij e Ez’2j (p=1) Segue-se que
H*(K(Z,3);F,) =0para3 <k <2p+1
e que hé necessariamente um isomorfismo
dopi1 : FpaP ~ Egop — Eopiio

que aniquila a classe 27 (e também um isomorfismo da,_1 : FpaP~ly ~ Es3p—1) —

Eapi2,0)-
Agsim, para um primo p impar temos

H*(K(2,3);F) =

F, sek=3ouk=2p+1
0 se 3 <k<2p+1.

Pelo Teorema dos Coeficientes Universais concluimos que

Z se k=3
Ho(K(Z,3):Z) =4 0 se3<k<2p+1
Z/pt sek=2p+1

4TNote-se que considerando a sucessao espectral com coeficientes em Z este argumento mostra
que o quadrado do gerador de H3(K(Z,3);7) é uma classe de grau impar com quadrado nio nulo.
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para algum [. Repetindo o argumento acima com coeficientes Z/p® em vez de F,
: 0,2j

vemos no entanto que [ = 1 uma vez que as classes sobreviventes em FE,“ e

3,2j(p—1) _x

Ey 17=1) 550 elementos de ordem .

A seguinte ?gura descreve a sucessao espectral para s +t < 2p + 1 e p impar.

A

Fpat i I3 |Fprttly

2p|Fpri~_ds  |Fprlty

2p+1

x \

0 |F, Fp,y F,
3 2p+1

Y

Sabemos do Teorema 6.73 que os grupos 7, S> sdo finitos para k > 3. O exemplo
anterior permite-nos obter mais informacao sobre estes grupos.

Teorema 6.92. Seja p um primo. Para 0 < k < 2p temos, mddulo T,

7 se k=3,
Th(5%) ~ moat, {Z/p sek=2p,
0 caso contrdrio.

Proof. Seja a: S — K(Z,3) um gerador de 73(K(Z,3)) e consideremos a sucessao
espectral de homologia da fibracao

(28) F— S % K(Z,3).
com coeficientes em Z. Pelo Exemplo 6.91 temos
Z se k=3
El%,o': mod 7, § 0 se0<k<2p+1

Z/p sek=2p+1.

No termo E,, as tinicas classes sobreviventes sao as que estao em Eg o e E3 . Todas
as restantes classes sao de torsdao. Uma vez que torsao-p sé pode ser aniquilada por
torsao-p, conclui-se que a primeira classe de p-torsao na fibra de homotopia F' esta
em dimensao 2p e consiste num grupo ciclico de ordem p.

Pelo Teorema de Hurewicz mod 7, conclui-se que

0 se k< 2p

F) ~ mo
m(F) dTp{Z/p se k = 2p.
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Um olhar para a sucessido exacta longa de homotopia da fibragdo (28) conclui a
demonstracao. [

Corolario 6.93. 7§ = Z/2 gerado pela suspensio da aplicacio de Hopfn : S® —
S2.

Proof. Pelo Teorema anterior 74(S%) = Z /2. Pelo Teorema de suspensao de Freuden-
thal,

Zn ~ m5(S%) = 14(S?)

é uma aplicacdo sobrejectiva logo m4(S%) é gerado pela suspensdo da aplica¢do de
Hopf. O Teorema de Freudenthal diz-nos que

_ b3}
WkSk ! — 7l'k+15k

é um isomorfismo para k > 4, o que conclui a demonstracao. O

Exercicio 6.94. Seja p um primo. Mostre que para todo o n > 3 temos, modulo

7y,
Z se k=n ou k|n e n é par,
Hy(K(Z,n);Z) ~ wmoaT, Z/p sek=n+2p—2,
0 caso contrdrio.

para k < n 4+ 2p — 2. Conclua que a primeira componente de p-torsao em 7R S™
ocorre para k =n+ 2p — 1 e é ciclica.

Exercicio 6.95. Mostre que 75, 35 ~ mod 7, Z]p e este grupo é gerado pela sus-
pensdo de um gerador de 7r2p53.

Mais aplicagoes. O seguinte Teorema dé-nos condigoes para que a cohomologia
de uma fibracao seja isomorfa como médulo sobre o anel de cohomologia da base a
cohomologia da fibragao trivial.

Teorema 6.96 (Leray-Hirsch). Seja F —— E > B wma fibragio orientdvel
sobre o anel R e suponhamos que ou H*(F; R) é de tipo finito ou B é fracamente
equivalente a um complexo celular de tipo finito.
Se H*(F;R) € um R-mddulo livre e i* : H*(E;R) — H*(F'; R) é uma aplicacao
sobrejectiva®® entdo sendo
0: H*(F;R) — H"(F;R)

um inverso & direita para i* *°

, a aplica¢ao

H*(B;R) ® H*(F;R) — H*(E; R)
definida por
@y p(z) Uo(y)

é um isomorfismo de H*(B; R)-mddulos.

48D)iz-se neste caso que a fibra é totalmente nao cohémologa a zero.
197 aplicagdo 6 chama-se uma eztensdo da cohomologia da fibra.
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Proof. O termo F, da sucessao espectral da fibragao é
EP?" = HP(B; HI(F; R)).
Comegamos por notar que se H*(F'; R) é de tipo finito ou B tem o tipo de homotopia
de um complexo celular com um nimero finito de células em cada dimensao, o termo
da direita identifica-se (como &lgebra) com o produto tensorial das algebras
H*(B;R)® H*(R).
De facto, se H1(F'; R) ~ R"s entao
HYB; HY(F;R)) ~ HY(B; R") ~ HY(B; R)"* ~ HY(B; R)®@R" ~ HY(B; R)Y®@ H(F; R)
e o produto no termo E5 da sucessao espectral corresponde precisamente ao produto
em H*(B; R)Y@ H*(F; R). Por outro lado, se o complexo de homologia celular C,(B)
é finitamente gerado em cada dimensao, entao
CP(B; HY(F; R)) = Hom(Cy,(B); H(F; R))
(Cp(B), Bal)
~ Hom(Cy(B); ) (@ak)
(Cp(B); R) @ HY(F; R)
Como HY(F'; R) é livre, o functor @ HI(F'; R) é exacto e portanto
HP(B; H!(F;R)) ~ H?(B; R) ® HY(F; R),
e ¢é facil ver que este isomorfismo leva o produto no termo E5 da sucessao espectral
no produto em H*(B; R) @ H*(F; R).

Como i* : H*(E;R) — H*(F;R) é sobrejectivo, os elementos em EJ? ~
H1(F; R) sdo ciclos infinitos (recorde-se que ¢* se identifica com o homomorfismo
edge da sucessdo espectral). Os elementos de Eg’o sdo sempre ciclos infinitos. Pelo
paragrafo anterior, as classes em Eg’o e Eg’q geram multiplicativamente o termo
F5 da sucessao espectral. Uma vez que dy é uma derivacao conclui-se que do é
identicamente nulo. Portanto Fy = E3 e em particular EZ? e Ey? geram multi-
plicativamente o termo Fj3. Conclui-se que d3 = 0 e prosseguindo indutivamente,

que a sucessao espectral colapsa no termo FEs, e portanto hd um isomorfismo de
algebras bigraduadas

(29) E%* ~ H*(B;R) @ H*(F; R).

A aplicacao do enunciado

~ Hom

~ Hom

H*(B;R) ® H*(F; R) % H*(E; R)
é claramente uma aplicagdo de H*(B; R)-modulos logo resta-nos ver que é um
isomorfismo. Se considerarmos a filtracao usual em H*(E; R) e a filtragao
FP(H*(B; R) ® H*(F; R)) = ®s>pH"(B; R) ® H*(F; R)

em H*(B; R)@ H*(F; R), a aplicagdo v preserva a filtragdo. A equagdo (29) diz-nos
precisamente que ¥ induz um isomorfismo nos quocientes destas filtragoes. Como
as filtragoes sao finitas em cada dimensao, o lema dos 5 mostra-nos que ¥ é um
isomorfismo de R-moédulos bigraduados, o que conclui a demonstragao. (I

Note-se que a hipétese de a cohomologia da fibra ser livre se verifica automati-
camente se R é um corpo.
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Nota 6.97. Por simplicidade enuncidmos o resultado anterior na sua forma ab-
soluta, mas deve ser claro que ele permanece vdlido (com a mesma demonstragdo)
para pares de fibragoes p : (E, E') — B ou fibracées sobre pares p : (E,p~1(B’)) —
(B,B).

Um caso particularmente importante do Teorema de Leray-Hirsch é o caso das
fibragdes em que a fibra é (D¥, S¥~1) (ou equivalentemente (R¥, R¥=1\ {0}) ).

Definigao 6.98. Seja (F, F') = (D*,Sk=1) ou (R*,R*~1). Uma fibracio (F, F") LN
(E,E') 25 B diz-se orientavel sobre um anel R se existe = € H*(E, E'; R) tal que
para todo 0 b € B,
ir(z) € H*(p~*(b);R) ~ H*(F,F";R) ~ R
0

é um gerador™®. Uma tal classe x chama-se uma orientacio sobre R ou uma classe
de Thom da fibracao.

Proposigao 6.99. SeU,U’ € H*(E, E’; R) sdo classes de Thom parap : (E,E') —
B e B € conexo por arcos, existe A\ € R* tal que U' = \U.

Proof. Podemos supor que B é um complexo celular, e é portanto localmente con-
tractil. Seja {U,} uma cobertura de B por abertos contracteis. Sobre cada aberto
U, a fibracao é equivalente a uma fibragdo produto e a afirmacao do enunciado é
portanto véalida.

Dadas classes de Thom U e U’, seja W = UgecUs um aberto maximal tal que
Uw = )\U"W. Se W # B, uma vez que B & conexo, existe U, tal que U, N W # ().
Claramente temos

Uy, = AUg,
e portanto considerando a sucessao de Mayer-Vietoris
HYY(W N U) x (F, F'); R) =" H*(p~ (W), p~ (W'); R) @ H* (U, x (F, F'); R)
vemos que a classe Ujwyy, — AU"WuUQ € imd. Mas
HY(WNU,) x (F,F');R) ~0
uma vez que (F, F') é (k — 1)-conexo, o que conclui a demonstragao. O

O seguinte resultado assegura-nos que este conceito de orientacgao esta de acordo
com o conceito definido anteriormente para fibra¢oes arbitrarias.

Proposigao 6.100. Um par de fibragoes com fibra (F,F') = (R*,R¥ \ 0) ou
(Dk, Sk=1) admite uma classe de Thom U € H*(E, E'; R) sse a aplica¢do de mon-
odromia induz a identidade em H*(—; R).

Proof. Exercicio. O

Nota 6.101. O andlogo da Proposi¢ao 6.100 nao é vdlido para teorias de coho-
mologia generalizada. Uma fibragdo diz-se orientdvel relativamente a uwma teoria
de cohomologia generalizada quando existe uma classe de Thom.

SOEquivalentemente, se existe uma extensao da cohomologia da fibra.
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Note-se a seguinte consequéncia imediata desta proposicao. Qualquer fibracao
com fibra (R¥,R* \ 0) é orientavel sobre R = Z/2. De facto a aplica¢io de mon-
odromia é sempre um isomorfismo em cohomologia e uma vez que a homologia da
fibra é Z/2, o isomorfismo é necessariamente a identidade.

Uma fonte importante de tais fibracoes sao os fibrados vectoriais. Recorde que
um fibrado p : E — B com fibra R* se diz um fibrado vectorial se é dotado de uma
multiplicacao por escalar e uma adicao que preservam as fibras

w:Rx E—FE +: ExpE— FE
e se podem escolher as trivializacoes locais
p 1 (U) — U x R*

de tal forma que as duas operagoes sejam preservadas (considera-se a adigao e
multiplicacio por escalar canénicas em U x R¥.) Dado um fibrado vectorial £ — B
com B paracompacto, e designando por 0 C E a seccao nula, (E,E\0) — B
¢ um par de fibracoes com fibra (R* RF \ 0) e escolhendo uma métrica para E
obtemos uma fibracdo (D¥, S¥~1) que se inclui na anterior por uma equivaléncia
de homotopia fibrada.

Corolario 6.102 (Teorema do Isomorfismo de Thom). Seja (F, F') = (DF,S%—1)
ou (R¥ R*¥\ {0}). Se (F,F") — (E,E') — B uma fibracio orientdvel sobre R com
classe de Thom U € H*(E, E'; R), a aplicagio

H™(B;R) — H™*(E,E'; R)

T————>p*(z) UU
€ um isomorfismo.

Proof. Dar uma classe de Thom é equivalente a dar uma extensao da cohomologia
da fibra pelo que o resultado é uma consequéncia imediata da versao relativa do
Teorema de Leray-Hirsch 6.96. O

Nota 6.103. Se U é uma classe de Thom (sobre Z) para o fibrado vectorial p :
FE — B, a imagem de U pela aplicagao

Ue H*(E,E'Z) 2 H*(B;Z) ~ H*(B;Z)

€ um invariante importante do fibrado vectorial E chamado a classe de Euler do
fibrado vectorial orientado.

Nota 6.104. Tanto o Teorema de Leray-Hirsch como o Teorema do isomorfismo
de Thom podem ser demonstrados de forma elementar sem recorrer & sucessao
espectral. Ver por exemplo [Ha, 4.D].

Como aplicagao final da sucessao espectral de Serre vamos calcular a algebra (de
Hopf) de cohomologia de algums grupos de Lie classicos. Recorde-se que o grupo
unitario U(n) é o grupo das matrizes unitarias n X n e que o grupo simpléctico
unitario Sp(n) é o grupo das transformagoes H-lineares de H" — H" que preservam
a norma.
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Teorema 6.105. A cohomologia de U(n) € uma dlgebra exterior sobre Z
H*(U(n), Z) = A(l’l, ce ,(EQn,l)
com |xy| = k.

Proof. Seja SU(n) C U(n) o subgrupo das matrizes com determinante 1. Temos
uma extensao
1— SU(n) — U(n) <5 8" —1

e existe um homomorfimos S* — U(n) que cinde esta extensao pelo que U(n) ¢ um
produto semidirecto

U(n) = S* x SU(n)
e em particular, enquanto espaco topologico, U(n) é homeomorfo ao produto

U(n) = S' x SU(n).

Basta-nos portanto demonstrar que H*(SU(n); Z) = A(z3,...,22,—1), 0 que vamos
fazer por indugdo. Para n = 2, SU(2) ~ S® logo a afirmagcao é verdadeira.

A acgao de SU(n) na esfera unitaria S~ C C" identifica a esfera com o espago
homogéneo SU(n)/SU(n — 1). Consideremos a sucessao espectral do fibrado

SU(n—1) — SU(n) — S*" 1.

. ~ 0, - .
Por indugio, Ey™ = H*(SU(n — 1);Z) ~ A(xs,...,x2,-3). Por razdes dimen-
sionais, todos os diferenciais nos geradores xj sdo nulos, mas isto significa que a
sucessao espectral colapsa no termo Ey e portanto temos

E;ﬁ)* >~ A(xg, ce 7$2n71)~

em que xj tem bigrau (0,k) para k < 2n — 1 e x9,_1 tem bigrau (2n — 1,0). O
resultado pretendido é agora uma consequéncia imediata do seguinte lema (uma
vez que nao ha torsao na cohomologia de H*(U(n);Z) e portanto a algebra exterior
em questao é livre). O

Lema 6.106. Seja A uma dlgebra graduada sobre R e FP(A) uma filtragio multi-
plicativa de A que € finita em cada grau. Qualquer isomorfismo da dlgebra bigrad-
wada associada d filtragao com uma dlgebra graduada livre

R{z.} -5 @, FPA/FP+1(A)

€ induzido por wm isomorfismo
P
R{z.} — A.

Proof. Seja y, € A um representante de ¢ (z,). Uma vez que R{z,} é uma al-
gebra livre existe um (tnico) homomorfismo ¢ : R{z,} — A que envia z, em
Yo. Podemos definir uma filtragdo em R{z,} atribuindo a filtragdo p, a z, se
P(xy) € FPaA/FPat1A e extendendo a defini¢do de forma multiplicativa. Com
esta definicao, o homomorfismo 7,Z~J induz um isomorfismo entre os aneis graduados
determinados pelas filtra¢des e, sendo a filtracao é finita em cada grau, é portanto

um isomorfismo de R-médulos pelo lema dos 5. [l

Note-se que o gerador 2,1 € H?>"~Y(U(n);Z) é o pullback do gerador de S2"~*
pela projecgdao U(n) — S?"~1. Uma vez que a inclusdo

Un—1)—U(n)
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é uma 2n — 2-equivaléncia® isto da-nos uma definicio indutiva dos geradores da
cohomologia de U(n). Ha ainda uma interpretagao geométrica interessante para os
geradores da cohomologia de U(n). Podemos definir uma aplicagao

§2 L 512 U(n)
pela expressao
$(v; a)(w) = {Zu :Z Z eL:l)r’n muiltiplo de v.

Claramente, ¢ factoriza-se pela quociente pela relacao de equivaléncia gerada por

(Bv,a) ~ (v, a), (v,1) ~ (v, 1)
e portanto define uma aplicagdo

S(CPP 1) = 521 % ST U(n)
chamada a aplica¢do azial.

Exercicio 6.107. Mostre que ¥* determina um isomorfismo entre o subgrupo de
H*(U(n); Z) gerado pelos geradores {x1,...,T2n,_1} € a cohomologia de S(CP} ™).

Nota 6.108. Os geradores x1,...,Ton_1 SGo classes primitivas para a comultipli-
cagao determinada pelo produto

w:U(n) xU(n) — Un).

De facto, uma vez que i : U(n — 1) — U(n) é uma (2n — 2)-equivaléncia, induti-
vamente, € suficiente mostrar que

fi(Ton—1) = Top—1 X 1+ 1 X 21

e isto € uma consequéncia imediata do facto de no diagrama comutativo

Un—-1)xU(n—1) —5>U(n—1)

a composta poi oy ser a aplicagao constante pois entao
(i x0)" (" (w2n—1) = p"i" (w2n-1) = p"i"p" (ezn—1) = 0.
Isto determina completamente a estrutura de H*(U(n);Z) enquanto dlgebra de

Hopf, e portanto também a estrutura da dlgebra dual H,(U(n);Z): ambas sao dlge-
bras exteriores primitivamente geradas.

Exercicio 6.109. Seja Vi (C™) a variedade de Stiefel formada pelos conjuntos de
k wvectores ortonormais em C".

(1) Mostre que Vi,(C™) ~U(n)/U(n — k).

51Note-se que isto ¢ uma consequéncia dos célculos da homologia acima: da conectividade da
fibra de U(n — 1) — U(n) apenas poderiamos concluir que se trata de uma (2n — 3)-equivaléncia.
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(2) Mostre que H*(Vx(C");Z) ~ A(@a(n—k)+1,--->T2n—1). Sugestdo: Con-
sidere os fibrados S?"= 2+ = U(n —k+1)/U(n—k) — U(n)/U(n —k) —
Un)/U(n—k+1).

Exercicio 6.110. Mostre que H*(Sp(n);Z) = A(as, ..., Tan_1) com zj primitivos.

Nota 6.111. Note-se que nao podemos aplicar os argumentos acima para calcular
H*(O(n);F2) usando as fibragies
O(n—1) — O(n) — S™ 1.

De facto nao podemos aplicar o Lema 6.106 uma vez que uma dlgebra exterior nao
é uma dlgebra livre sobre Fo. Na fibragao

St — S0(3) — S?

apesar de a cohomologia da base e fibra serem dlgebras exteriores, H*(SO(3);F3)
nao € uma dlgebra exterior. Como SO(3) ~ RP? temos H*(SO(3);Fy) = Fa[z]/x*
com |z| = 1. Ver [Ha, 3.D] para uma determinagio da dlgebra de cohomologia de

SO(n).

7. TEORIA DE OBSTRUGAO

Recorde-se que uma teoria de cohomologia reduzida consiste numa sucessao de
-—n . .
functores {E },cz da categoria de homotopia dos complexos celulares pontuados
€
para a categoria dos grupos abelianos satisfazendo o seguinte axioma:

e Para cada par de complexos CW pontuados (X, A) existe uma sucessao
exacta longa natural

5

—— EN(X/A) — E'(X) — EN(A) S BT (X/A) — -

Diz-se que uma teoria de cohomologia generalizada satisfaz o azioma wedge se

e As inclusdes canodnicas g, : Xo — Vo X, induzem um isomorfismo

n Il o n
E"(VaXa) = [ E"(Xa).

Definicao 7.1. Um espectro consiste numa sucessao de espagos pontuados {E, },>0
Juntamente com aplicagoes

on 2B, — E,41.
Um espectro diz-se um §2-espectro se as aplicag¢oes adjuntas

on: By — QF, 11

sao equivaléncias fracas. Os grupos de homotopia de um espectro 7, E para n € Z,
sao 0s grupos abelianos

Wn(E) = COHHI}C <7Tn+k(Ek) i) 7Tn+k+1(EEk) &) 7Tn+k+1(Ek+1>)

Note-se que para um {2-espectro temos
Tn(E) = ik (Ex)

para todo o n > —k.
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Exemplo 7.2. (i) O espectro de Eilenberg-Maclane HG correspondente ao grupo
abeliano G é o espectro

{K(G,n)}n>0
com as aplicacoes adjuntas das equivaléncias

K(G,n) ~QK(G,n+1).

O espectro de Eilenberg-MacLane trata-se portanto de um Q-espectro. Os
grupos de homotopia sao

G sek=0

0 caso contrario.

m(HG) = {

(ii) O espectro das esferas é o espectro {S™} determinado pelos homeomorfismos
candnicos BS™ — S™*1. Os grupos de homotopia do espectro sdo os grupos
de homotopia estaveis de esferas.

Nota 7.3. Dado um espectro (E,,, 0,,), podemos definir um Q-espectro pela formula
El = colimen(Qk_"Ek)

onde o limite é tomado relativamente as aplicagoes

QFnp, Yo Qktlong,
A compacidade de S implica que
Q(E;i) = Q(colimen QkinEk) = COlimen(Qkin+1Ek) = E;L—l'
FEste Q-espectro chama-se o Q-espectro associado a E.
Por exemplo se {E,} é o espectro das esferas temos

E} = colim Q"S™ = Q> 8.
Proposigao 7.4. Um Q-espectro {E,}n>0 determina uma teoria de cohomologia
reduzida definida por
E"(X)=[S"X, Enip]s com k> —n

Esta teoria satisfaz o axioma wedge e tem coeficientes En(SO) = 7_,(E) para
n € 7.

Proof. Sendo (X, A) um par de complexos CW pontuados consideramos a sucessiao
de cofibracao determinada pela inclusao A C X:

A—-X - XUCA—-YXA— ...

Tomando classes de homotopia pontuadas para FE,, obtemos uma sucessao exacta
(natural no par (X, A))

[A,E, ). — [X,Ep) — [XUCAE, | — [ZA, By —
Como X UCA~X/Ae
A E,]. =[A,QF, )« = [A, En_1]s
a sucessao exacta acima é naturalmente equivalente a
(30) E"(4) = E"(X) = E"(X/A) = B" '(4) — - -
Por outro lado, usando as equivaléncias naturais
Y, Enl. = [V, Q¥ Ep s = [E7Y, Bnyl,
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a sucessao exacta (30) pode ser prolongada para a esquerda indefinidamente. As
restantes afirmacoes do enunciado sdo consequéncias imediatas das defini¢coes. [

Nota 7.5. Reciprocamente, o Teorema de Representabilidade de Brown (ver [Ha,
4.E]) implica que toda a teoria de cohomologia generalizada nos complezos celulares
satisfazendo o axioma wedge € determinada desta forma por um Q-espectro.

Nota 7.6. E um bom exercicio de aplicacio do Teorema de Excisio de Homo-
topia verificar que qualquer espectro (E,,0,) determina uma teoria de homologia
generalizada reduzida nos complexos celulares pela formula

En(X) = colimy, 7Tn+k(Ek AN X)
onde o limite € determinado pelas aplicacoes

p Aid
Tnak(Bx A X) == Tgni1t (SER A X) 725 11 B A XL

Note-se que estes limites estao definidos mesmo para n negativo. Note-se ainda
que, por definicdo, a teoria de homologia generalizada determinada pelo espectro
das esferas sao os grupos de homotopia estiveis X — 73 (X).

Teorema 7.7. Para qualquer complexo CW X en > 0, hd um isomorfismo natural
H"(X;G) =[X,K(G,n)]
Proof. Pela Proposi¢ao 7.4 os functores
(= K(G,n)l

formam uma teoria de cohomologia generalizada, que satisfaz obviamente o axioma
wedge. Os coeficientes desta teoria sao

G sen=0,

0 caso contrario.

[S° K(G,n)]. = {

Nao é dificil demonstrar (ver [Ha, Theorem 4.59]) que uma teoria de cohomologia
generalizada satisfazendo o axioma wedge e com os coeficientes concentrados em
dimensao 0 é tinica a menos de isomorfismo natural, pelo que

H'(X;G) ~ [X,K(G,n)],.

Paran > 0, K(G,n) é simplesmente conexo e portanto [X, K(G,n)] = [X, K(G,n)].,
o que conclui a demonstracao. (]

Exemplo 7.8. Em particular temos para um complexo CW X
[X,CP>] = H*(X;7Z).

Veremos mais tarde que o primeiro conjunto pode ainda identificar-se de forma
natural com o conjunto das classes de isomorfismo de fibrados de linha complexos
sobre X. Veremos assim que dar um fibrado linha sobre X é equivalente a dar
uma classe de cohomologia em H?(X) (que se chama a primeira classe de Chern do
fibrado e que corresponde também a classe de Euler (ver Nota 6.103) determinada
pela orientacao candnica no fibrado de linha complexo.

Vamos agora obter uma caracterizacao importante do isomorfismo natural do
Teorema 7.7 fazendo uso de um resultado elementar de teoria de categorias que
desempenha um papel muito importante em varias areas da Matematica (nomeada-
mente Topologia e Geometria Algébrica).
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Definicao 7.9. Seja C uma categoria. Um functor contravariante F : C°P — Set
diz-se representavel se existe C' € C e uma bijec¢ao natural

Home (X, C) 25 F(X).
Nesse caso diz-se que C' € um objecto classificante do functor F.

Teorema 7.10 (Lema de Yoneda). Seja F' : C°? — Set um functor representdvel
com objecto classificante C' e G : CP? — Set um functor. FExiste uwma bijec¢ao
natural

Nat(F,G) -2 G(C)
dada por’?

Y = Yo(ide) € G(O).

Proof. A aplicacao © é claramente natural.

Seja ¢ : F' — G uma transformagao natural. Dado f : X — C em F(X)
temos f = F(f)(id¢) e portanto pela defini¢do de transformacdo natural temos
necessariamente que

¥x(f) = G(f)(x (ide))

0 que mostra que O é injectiva.
Por outro lado, dado um elemento x € G(C) é facil verificar que

¥x(f) = G(f)(z)

determina uma transformacao natural ¢ : F' — (G, e portanto © é sobrejectiva, o
que conclui a demonstracao. (]

Conclui-se do Lema de Yoneda que o isomorfismo natural
[X,K(G,n)] - H"(X; Q)
é determinado por uma classe
a € H'(K(G,n); Q)
chamada a classe fundamental. O isomorfismo associa a uma classe de homotopia

[f]: X — K(G,n) a classe f*(a) € H*"(X;G).
Pelo Teorema dos Coeficientes Universais temos um isomorfismo

H"(K(G,n);n) = Hom(H,(K(G,n);Z),G) = Hom(G, G)

e consideracoes de naturalidade mostram facilmente que a classe fundamental « se
identifica necessariamente com um isomorfismo G — G. Reciprocamente, qualquer
isomorfismo G — G corresponde a uma classe fundamental (uma vez que um iso-
morfismo de grupos determina uma equivaléncia de homotopia K(G,n) — K(G,n)
(conforme a demonstragao da Proposi¢ao 5.57) e portanto um isomorfismo do func-
tor representado por K(G,n). A tnica escolha natural com respeito ao grupo G é
no entanto idq.

Definigao 7.11. Uma operacao de cohomologia é uma transformagio natural Ty :
H"(X;G) — H™(X; H).

520nde para simplificar a notagdo identificamos F(X) com Home (X, C), 0 que continuaremos
a fazer durante a demonstracao.
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Pelo Lema de Yoneda, as operagoes de cohomologia identificam-se com elementos
em

H™(K(G,n); H),
ou equivalentemente com classes de homotopia de aplicagoes

K(G,n) — K(H,m).

Exemplo 7.12. (a) Uma vez que K(G,n) é (n — 1)-conexo, ndo existe nenhuma
forma natural (ndo trivial) de associar a uma classe de cohomologia de grau n
uma classe de cohomologia de grau mais baixo.

(b) Dado um anel R, o produto cup U : H*(X;R) x H™(X;R) — H""™"(X;R)
identifica-se com uma classe de homotopia

K(R,n) x K(R,m) — K(R,n+m)

ou equivalentemente com uma classe de cohomologia U € H" ™ (K(R,n) x
K(R,m); R).

(c) A aplicagao U? : K(Z,2) = CP>* — K(Z,4) que classifica o quadrado da classe
fundamental em K(Z,2) (isto ¢, de um gerador de H?(CP>;Z)) classifica a
operacao de cohomologia

H*(X;Z) — HY(X;Z) z— 2%

Note-se que U? é uma aplicacio que induz a aplicacio nula nos grupos de
homotopia mas que nao é nulhomotépica.

Nota 7.13. O estudo das operacées de cohomologia € essencial para uma com-
preensao mais aprofundada da teoria de homotopia. FEspecialmente o estudo das
operagoes H*(X;Z/p) — H*(X;7Z/p) que sdo estaveis (isto é que comutam com
a suspensao). FEstas operagoes formam uwma dlgebra que actua nos grupos de co-
homologia mod p de qualquer espago (ou espectro na realidade) e que se chama a
dlgebra de Steenrod (mod p). E o estudo das propriedades desta dlgebra (juntamente
com a sucessio espectral de Serre) que permitiu a a determinagdo da cohomologia
dos espacos de Eilenberg-MacLane (por Cartan e Serre). A referéncia standard é
[Ste2]. Ver também [Ha, 4.L)].

Definigao 7.14. Uma fibracio p : E — B diz-se principal se existe um diagrama
comutativo a menos de homotopia

E—=pB

el

X—Y —Z7

onde a linha inferior é uma sucessao de fibracdao e ¢, 1 sao equivaléncias de homo-
topia fracas.

Agsim uma fibracdo diz-se principal se a sucessdo de fibracdo que determina
"pode ser prolongada um termo para a direita". Note-se que a fibra de homotopia
de uma fibracao principal p é fracamente equivalente a um espaco de lagos, o que é
uma condicao altamente restritiva.
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Proposigao 7.15. p : E — B é uma fibracdo principal sse existe uma aplicac¢do
g: B — Z tal que

—> X

P

W<~—M

Y.z

é um pull-back de homotopia fraco.

Proof. Se p é uma fibragao principal, seja g a composta B — Y — Z. Por definicao,
de sucessao de fibracao

—> X

X

Y ——=Z7
é um pullback de homotopia. O diagrama do enunciado é fracamente equivalente
a este e é portanto um pullback de homotopia fraco.

Reciprocamente, se o diagrama do enunciado ¢ um pullback de homotopia podemos
tomar Y = B, X = F, (a fibra de homotopia de g, e para £ — X a aplicacdo
canonica, que é por definicao de pullback de homotopia fraco, uma equivaléncia
fraca. O

Lema 7.16. Seja p: E — B uma fibragio e g : B — K(G,n) tais que g o p ~ x.
As escolhas possiveis para a aplica¢io G : F — K(G,n — 1) induzidas nas fibras de
homotopia

F : E B

|

G lg

A

K(Gn—-1)——=%——> K(G,n)

sdo precisamente as classes de cohomologia G € H"~1(F;G) que transgridem para
g€ H"(F; Q).
Proof. A transgressdo induz um isomorfismo H" (K (G,n—1); G) — H"(K(G,n);n)
que leva a classe fundamental na classe fundamental. Uma vez que a transgressao
é natural, segue-se que g é necessariamente a imagem de G pela transgressao.

O nticleo da transgressio é precisamente a imagem de i* : H" Y(E;G) —
H"YF;G). Sejad: F — QK(G,n) tal que d =d oi com d’' : E — QK(G,n). Se
substituirmos a aplicagao

H:F — PK(G,n)
definida pela nulhomotopia de g o p por
H+d :E— PK(G,n)

onde (H +d')(e) = d'(e) * H(e) é definida pela acc¢do (por concatenacio) dos lagos
no espaco dos caminhos, obtemos ainda um diagrama comutativo

E B

e |

PK(G,n) — K(G,n)
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e a aplicacao induzida na fibra é entao
G+doi=G+d: F— K(G,n-1).

Isto conclui a demonstracao uma vez que d é uma classe arbitraria no niicleo da
transgressao. 0

Lema 7.17. Seja n > 1 e G abeliano. Uma fibragio p : E — B com fibra K =
K(G,n) € principal sse w1 (B) age trivialmente em G = m,(K).

Proof. Pela Proposicao 7.15, se p € principal existe uma aplicacao g tal que

F—> %

B—K(G n+1)

é um pullback de homotopia fraco. A ac¢ao de monodromia é natural, e uma vez
que K(G,n+1) é simplesmente conexo, a acgdo é trivial na fibragao da direita logo
é também trivial na da esquerda.

Reciprocamente, se 71 (B) age trivialmente em 7, (K), a aplicacdo de monodro-
mia determinada por cada laco v € m(B), 7y : K(G,n) — K(G,n) é homotopica
4 identidade e portanto a fibracao p : E — B é orientavel sobre GG. Conclui-se da
sucessdo espectral de Serre que a classe fundamental da fibra « € H"(K(G,n);n)
é transgressiva. Seja g € H"1(B; @) a imagem pela transgressao. Pelo Lema 7.16,
o diagrama de fibra¢des comuta

K(G,n) —— K(G,n)

| |

F— %

P,

B K(G,n+1)

Mas « é uma equivaléncia de homotopia, logo o quadrado inferior é um pullback
de homotopia fraco. Da Proposicao 7.15, conclui-se que p : E — B é uma fibragao
principal. ]

Teorema 7.18. Um espaco conexo por arcos X admite uma torre de Postnikov
constituida por fibragoes principais, sse 71 (X) age trivialmente em 7,(X) para
todo omn > 1.

Proof. Escrevendo X,, para o estagio n de Postnikov de X temos um diagrama
X—X,
N
Xn1

e podemos assumir que ¢, ¢ uma fibracao (substituindo indutivamente as aplica¢oes
X, — X,—1 por fibracdes da forma habitual). Pelo Lema 7.17 a fibracao ¢, é
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principal sse m1(X,,—1) age trivialmente em 7, (K (7,(X),n)) = mpy1(Xn—1, Xn).
Uma vez que

7T1(Xn) — 7T1(Xn_1)
é um isomorfismo, esta acgao identifica-se (pela Nota 4.28) com a accao de 71 (X,,)
em 7, 11(X,—1,X,). Por sua vez o isomorfismo

7Tn+1(Xn717Xn) ~ Wn(K(Fn(X), TL)) - WH(X")

e a naturalidade da ac¢ao identificam esta ac¢do com a acc¢ao de w1 (X,,) em 7, (X,,).
A afirmacdo do enunciado é agora uma consequéncia imediata do facto de a apli-
cagao

X — X,

ser uma (n+1)-equivaléncia, e da naturalidade da ac¢do do grupo fundamental. O

Se X satisfaz as condi¢oes do Teorema anterior temos portanto um diagrama
comutativo

(31)
Enia
K(mp1(X),n+2)
kn
K(m(X),n+1)
S K(ms(X),4)
Xi = K(m(X),1) —2 = K(m(X),3)

onde cada sucessao
Xnt1 — Xn — K(mpg1,n+ 2)

é uma sucessao de fibracao.

As aplicacoes k, chamam-se os invariantes-k do espaco X. Trata-se da nocao
dual das aplicagoes de colagem das células numa decomposicao celular do espaco.
Tal como estas, as classes de homotopia das aplicacoes k,, nao sao tnicas. Duas
escolhas diferem num elemento do nucleo de

H*(Xn;ﬂ'n_’_lX) — H*(Xn+1, K(?Tn+1X, n + 1), 7Tn+1X))

Portanto embora a torre de Postnikov seja functorial, os invariantes-k nao sao
functoriais.

A seguinte proposi¢do permite-nos dividir o problema de construir uma apli-
cacao para X a partir de um complexo celular numa sucessao de problemas de
levantamento aos estagios de Postnikov de X.
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Proposigao 7.19. Seja X, LN X, _1 uma torre de fibracoes, e p, : X — X,, tais
qUE (p, O Py, = Pn—1 € Pn, € uma (n + 1)-equivaléncia. Entdo a aplica¢iao candnica

p:X —limX,
é uma equivaléncia fraca.

Proof. Escrevemos 73 : lim X,, — X para as aplicacbes canonicas. Note-se que
sendo p,, uma n-equivaléncia, as aplicagoes ¢, sdo necessariamente (n—1)-equivaléncias.
A aplicagao p.: m(X) — m(lim X,,) é injectiva porque a composta pis = Mg 0Ps

é um isomorfismo.
Seja a : S¥ — lim X,, uma aplicacio que escrevemos

a = (an)
com a,, : S¥ — X,,. Uma vez que py ¢ uma (k+ 1)-equivaléncia, existe 3 : S¥ — X
tal que
Pr o~ ag.
Escrevamos (3,,) para a aplicacdo po 3 : % — lim X,, de maneira que
Bn :pnO[g: Sk — X
Para mostrar a sobrejectividade da aplicagao p. : mx(X) — mx(lim X,,) vamos
construir uma homotopia
H=(H,):S"x[0,1] — lim X,,

entre a e po f3.

Por defini¢do de 3, temos uma uma homotopia Hy : S* x [0,1] — Xj com
H(z,0) = 0 e H(z,1) = a) e compondo com as aplicagoes X — X, obtemos Hy
para s < k. Consideremos agora o diagrama

Brrr L o
Sk x {0,1} = s X
_ 7
l Hipr - 7 l
_ - dk+1

S x [0,1] — 2 X,

Como ¢r4+1 € uma (k + 1)-equivaléncia, por HELP, existe uma aplicagio Hyq
fazendo o tridngulo de cima comutar e o tridngulo de baixo comutar a menos de
homotopia. Como ¢+1 é uma fibracdo, a propriedade do levantamento das homo-
topias permite-nos achar Hy; tal que

Gr41 0 Hyy1 = Hy.

Prosseguindo desta forma indutivamente, obtemos uma sucessao de aplicacoes H,, :
Sk % [0,1] — X,, com ¢, o H,, = H,_; que conjuntamente formam uma homotopia

H:S*x[0,1] — lim X,
entre a e po 3, 0 que conclui a demonstracao. (I

O resultado anterior é também uma consequéncia imediata do seguinte exercicio.

Exercicio 7.20 (Sucessdao exacta de Milnor). Seja G, Ly Ga_1 uma torre de
grupos. Define-se o conjunto

lim'G,, = <H Gn> /lim Gy,.
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Note-se que se os grupos Gy, sio abelianos, lim' G,, é também um grupo abeliano®®.

P . ~
(a) Mostre que se X,, — X, _1 € uma torre de fibragoes entre espagos conexos por
N ~ =4
arcos, existe para cada k > 1 uma sucessao exacta curta®™

0— limlﬂk+1(Xn) — 7, (lim X,,) — lim(m; X,,) — 0.

(b) (Critério de Mittag-Leffler) Mostre que se para cada n (ou equivalentemente,
para n suficientemente grande) eziste k(n) tal que para m > k(n) as imagens
de G,, em G,, coincidem entio lim* G,, = 0.

Podemos agora demonstrar o resultado principal da teoria de obstrugao.

Teorema 7.21. Seja (B, A) um complezo CW relativo, X um espago abeliano, e
f A — X uma aplicacao. FExiste uma extensio de f a B sse certas classes de
cohomologia® definidas indutivamente

on(f) € H"*'(B, A;mp (X))
se anulam.

Proof. Consideremos a torre de Postnikov de fibragoes principais (31) de X. Seja
i : A — B inclusao. Durante a demonstracao iremos usar o Teorema 7.7 para
identificar classes de homotopia de aplica¢des para espacos de Eilenberg-MacLane
com classes de cohomologia. Note-se que podemos supor que todas as aplicagoes
X, — X,,_1 sado fibragoes e entdo qualquer levantamento a menos de homotopia de
uma aplicagao para X, _1 pode ser substituido por um levantamento estrito.

A demonstragdo do Teorema consiste em identificar as obstruc¢oes ao levanta-
mento indutivo de uma extensao ao longo da torre de Postnikov. Podemos entao
aplicar a Proposicao 7.19 e HELP, para obter a extensao desejada.

Existe uma aplica¢do g; fazendo o seguinte diagrama comutar a menos de ho-
motopia

A X

0

B— — >%1(1 = K(Wl(X)al)

comutar sse a classe de cohomologia f*(k1) € H'(A; 71 (X)) estd na imagem de i*.
Considerando a sucessao exacta do par

HY (X5m (X))~ H'(4;m(X)) = H(X, A;m (X))
vemos que isso é verdade sse a classe

03(f) € 5(f* (k1)) € H*(X, A;m (X))

se anula.

53lim! ¢ o functor derivado a direita do functor lim da categoria de torres de grupos abelianos
para a categoria dos grupos abelianos. Dada uma sucessao exacta curta de torres A, — B, — Cjp,
temos uma sucessao exacta curta

0 — lim A, — lim B,, — lim C,, — lim'A,, — lim'B,, — lim'C,, — 0

como o leitor pode facilmente verificar.
54A exactiddo tem o sentido habitual no caso em que k = 1.
55Estas classes sio chamadas classes de obstrucao.
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Suponhamos indutivamente que dispomos de uma aplica¢do g,—1 : B — X,,—1
fazendo o diagrama seguinte comutar.

A—T1 o x
i Xn
7
o~ l
e - gn—1 kn
B anl K(Wn<X)7n+ 1)
_ 7
S ()
BI[,CA

Como X,, — X,-1 — K(m,(X),n + 1) é nulhomotopica, uma escolha de nul-
homotopia de k,, o g,—1 o4 da-nos uma extensao o,(f) de k, o g,—1 a cofibra de
homotopia de i. Procuramos um levantamento g, de g que faca o trapézio e o
triangulo no diagram ambos comutarem. A demonstracao ficara concluida quando
mostrarmos que este levantamento existe sse a aplicagao o, (f) é nula.

Podemos identificar X,, com a fibra de homotopia de k,,. Entao

Xy € Xp—1 x Map, ([0, 1], K (7, (X),n + 1))

Por adjuncio, a aplicagdo o, (f) determina precisamente um levantamento de g,,_1| 4
a X, isto é temos um diagrama

B\ o anl
A BI[,CA K
oA on(f)ca K(Wn(X),n+1)

e o levantamento g,, existe sse pudermos completar o diagrama

In—1
B— X,

Lk

BIL,CA—"YL K (mn(X),n + 1)
Ed
\L - 7"22971

-

CB
onde 7y designa a projec¢ao
Xn-1 x Map, ([0, 1], K (7 (X),n + 1)) — Map, ([0, 1], K (7, (X),n + 1))

e nao estamos a distinguir na notagao uma aplicagao da sua adjunta.
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Claramente se m o g,, existe, 0, (f) = 0 porque C'B é contractil. Por outro lado
se 0,(f) = 0 a propriedade da extensdo das homotopias do par (CB,B][], CA)
permite-nos achar uma extensao de o,(f) a CB. Isto conclui a demonstragao. O

Nota 7.22. Seria mais preciso falar de conjuntos de obstrucao
{on} € H" (X, A1 (X))

em vez de classes de obstrucao. De facto, apenas a classe de obstrucao relativa ao
primeiro grupo de obstru¢do ndao nulo estd bem definida (chama-se a esta classe a
obstrucao priméria). As classes sequintes dependem da classe de homotopia da es-
colha de cada levantamento e esta nao € unica em geral. Devemos assim considerar
todos os levantamentos possiveis em cada estigio. O levantamento sequinte serd
possivel se para algum deles a classe de obstrucao determinada pelo levantamento
se anular. Ficam assim definidos indutivamente conjuntos de obstrucao {o,} € a
extensao de uma aplicacdo f : A — X € possivel sse todos eles contém a classe nula
(equivalentemente, se os conjuntos de obstrucao estdo definidos para todo on € N).

Um caso particular do Teorema 7.21 merece destaque.

Corolario 7.23 (Obstrucoes a extensdao de uma homotopia). Seja X um espago
abeliano, (B,A) um complezo CW relativo e f,g : B — X aplicagdes tais que
fla = gja. Entao as obstrugoes a existéncia de uma homotopia entre f e g sao
classes

on(f,g) € H*(B, A;m,(X)).
Proof. Seja H : A x [0,1] — X uma homotopia entre fj4 e gja. As aplicagdes f e
g sao homotopicas sse existe uma escolha de H tal que a aplicacao

FITH]9: Bx0) [TAx 1) [[(Bx1) — X
A A

AXxO0 Ax1

se estende a B x [0,1]. De acordo com o Teorema 7.21, estas ohstru¢des estao em

H™ (B x [0,1], (B x 0) [T (A x [0,1]) [T (B x 1); 7 (X)) ~ H"(B, A; mn (X).
AXx0 Ax1

O

Corolario 7.24. Seja X wum espago abeliano, (B, A) um complexo CW relativo.
Entao

(i) Se H"™(B, A;m,(X)) = 0, qualquer aplicacio A — X se estende a B.
(i) Se H"(B, A;m,(X)) =0, quaisquer extensoes de uma aplicacao f: A — X a
B sao homotdpicas relativamente a A.

Uma outra consequéncia imediata do Teorema 7.21 é a seguinte generalizacao
do Corolario 5.68.

Corolario 7.25. Se X eY sao espagos abelianos e f : X — Y induz um isomor-
fismo em homologia, entdo f é uma equivaléncia fraca.

Proof. Podemos assumir que X e Y sdo complexos celulares. Substituindo Y pelo
cilindro da aplicagao f podemos assumir que f é uma inclusado. Por hipotese temos
entao

H*(Y,X;Z) =0
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e portanto pelo Corolario 7.23, existe uma extensao a Y da identidade em X.

id
X—X

7
J/f o

7/
Y

ou seja X é um retrato de Y. As obstrugoes a existéncia de uma homotopia entre
for eidy estendendo a homotopia constante em X estao em

H"(Y, X;7,(Y)) =0
logo r é um retrato por deformacao. ([

De acordo com o Exercicio 4.24 um espaco dotado de uma multiplicacao é
abeliano, pelo que o resultado anterior inclui o seguinte resultado de aplica¢ao
frequente.

Corolario 7.26. Uma aplicacao continua entre H-espacos que induz um isomor-
fismo em homologia é uma equivaléncia fraca.

Sistemas de Moore-Postnikov. De forma inteiramente aniloga ao tratamento
das obstrucoes a extensdo de uma aplicacao podemos obter uma teoria de obstrucao
a existéncia de levantamentos

X
7

// f
7 f
A——Y

ou mais geralmetne levantamentos relativos
g
A—X
P4
lz‘ , lf
7
B——Y

Para tal faz-se uso de uma versao relativa da torre de Pstnikov chamada a torre de
Moore-Postnikov.

Proposigao 7.27. Seja f : X — Y wuma aplicagio com Y semi-localmente sim-
plesmente conexo. Fxiste uma factorizacao

f

N
Xn

o s (X)) — m(Xy) € um isomorfismo para k < n e um epimorfismo
para k =n,

o Gnsi: TE(Xy) — m(Y) € um isomorfismo para k > n e um monomorfismo
para k = n.

X Y

tal que
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Proof. Para n = 0 podemos tomar X a uniao das componentes conexas de Y que
intersectam a imagem de X. Podemos agora assumir que X e Y sao conexos por
arcos. Para X; podemos tomar o revestimento de Y correspondente ao subgrupo
f«(m X) (é para a existéncia deste espago que necessitamos da hipotese sobre Y).

Para n > 2 notamos que as condigoes do enunciado sdo equivalentes (pela
sucessao exacta longa de homotopia de uma fibra¢do) precisamente a

e A fibra de homotopia G,, de p,, é (n — 1)-conexa,
e A fibra de homotopia F), de ¢, tem grupos de homotopia 7 nulos para
k> n.

Designando por F' a fibra de homotopia de f, o diagrama de sucessoes de fibracao

(;n 4444>'l?‘4444>‘F%

mostra que F,, é a sec¢do de Postnikov de ordem (n — 1) da fibra de homotopia
de f. Podemos obter X,, indutivamente colando células de dimensao > n para
matar os grupos de homotopia 7 (Y, X) da fibra de homotopia de f para k > n,
analogamente & demonstragao da proposi¢ao 5.53. O

Tal como no Exercicio 5.54 tomando a escolha canénica para os geradores dos
grupos de homotopia m(Y, X) (ou seja colando uma célula para cada aplicagdo
continua) obtemos uma construgao functorial das aplicagbes da Proposigao 7.27, de
forma a que o seguinte diagrama comuta.

X

)(n+l ){n

\\\‘L

qn+1

Este diagrama chama-se a torre de Moore-Posnikov da aplicagao f.

Nota 7.28. Note-se que se tomarmos Y = x, a torre de Moore-Postnikov reduz-se
a torre de Postnikov usual, enquanto que se tomarmos X = x obtemos a torre de
Whitehead de Y formada pelas fibras de homotopia das sec¢oes de Postnikov de Y .

Do diagrama de sucessoes de fibracao

HHFnA»l HFn

L

H4>Xn+1L>Xn

bk

* Y Y
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e do facto de F), ser a sec¢ao de Postnikov de ordem n—1 de F' (a fibra de homotopia
de f) conclui-se que temos uma sucessao de fibracao

K(7T7L(F)7n) — Ap41 — X,.

Definigao 7.29. Uma aplicacao [ : X — Y entre espacos conexos por arcos com
fibra de homotopia F diz-se simples se f.(m1 (X)) é um subgrupo normal de m (Y")
com quociente abeliano e w1 (X) age trivialmente em m,(F) para n > 0.

Na defini¢ao anterior, note-se que m1(Y)/f(m1 (X)) = mo(F). A condigao sobre
0 homomorfismo induzido por f garante que o revestimento associado ao subgrupo
fx(m1(X)) é um revestimento regular com grupo de transformacoes de revestimento
abeliano. Um tal revestimento é a fibra de homotopia de uma aplica¢do para
K(mg(F);1). Os argumentos da demonstragdo do Teorema 7.18 permitem obter o
seguinte resultado.

Teorema 7.30. Sejam X e Y espacos conexos e Y semilocalmente simplesmente
conexo. Uma aplicagao simples p : X — Y admite uma torre de Moore-Posnikov
de fibragoes principais.

Proof. Exercicio. O

Nas condi¢oes do Teorema anterior temos portanto um diagrama

(32)
F X1 — R (ps1(F),n +2)
N
XX, 2 K (m(F),n + 1)
f
X, — K(m(F),2)
Y K(mo(F), 1)

Um argumento analogo ao do Teorema 7.21 dé-nos agora o Teorema fundamental
da Teoria de Obstrugao.

Teorema 7.31. Seja (B, A) um complezo CW relativo, p : X — Y wuma aplicagdao
simples entre espagos conexos por arcos e F a fibra de homotopia de p. Dado um
diagrama comutativo,

e

f
_—
7

A

ii i
/
7/

B

—_—
g

-
3

)-<
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existe uma aplicagio s fazendo o diagrama comutar a menos de homotopia sse
certas classes de obstrugdao definidas indutivamente para n > 0,

on(f) € H"(B, A;m, (F))
se anulam.

Proof. Exercicio. O

Uma caso particular importante do teorema anterior é o caso em que A = ().
Nesse caso, as obstrugoes chamam-se obstrugoes ao levantamento da aplicacao g e
estao em

H"(B;7,(F)).

Se além disso, a aplicacao g: B — Y é a aplicacao identidade, as obstrucoes an-
teriores sao as obstrucgoes a ewisténcia de uma secgao da aplicacao p, que estao
em

H"+1(Y; T (F)).

Observacgoes andlogas ao Coroléario 7.23 sao também véalidas na presente situacao.
Em particular destacamos o seguinte corolario.

Corolario 7.32. Sep: X — Y € uma fibracao sobre um complexo CW com fibra
contrdctil, p admite uma sec¢ao e duas secgoes sao homotdpicas enquanto secgoes.

Exercicio 7.33. Mostre que nas condicoes do Coroldrio 7.32 o espaco das sec¢oes
de p € fracamente contrdctil.

Exemplo 7.34. Seja M uma variedade orientavel de dimensao n > 2. Escolhendo
uma métrica sobre M temos o fibrado das esferas tangentes unitarias

st B2 M

O fibrado E admite uma sec¢ao sse o fibrado tangente a M admite uma secgao
que nunca se anula. A orientabilidade de M ¢é equivalente & trivialidade da ac¢ao
de 7 (E) em m,_1(S""1)) (exercicio). De acordo com o Teorema 7.31 neste caso
temos uma tnica obstrucdo a existéncia de uma sec¢ao de p (a obstrugao primaria)
que esta em

H"(M;7m,_1(S" ') = H"(M;Z) = Z.

E um bom exercicio identificar esta classe de obstrucdo com a classe de Euler
do fibrado tangente de M (cf. Nota 6.103)°. O inteiro a que corresponde é a
caracteristica de Euler de M.

Exercicio 7.35. Mostre a unicidade das aplica¢oes p, na torre (32).

560\ ais geralmente, a obstrucao primdria a existéncia de uma sec¢ao que nunca se anula de um
fibrado vectorial orientavel é a classe de Euler.
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Formulagao dual da Teoria de Obstrugao. Hi uma formulacao dual da Teoria
de Obstrugdo que descrevemos brevemente no caso da obstrugao a extensao de uma
aplicac@o. Para mais detalhes ver [Wh2, VI.5] ou [HuS]. Seja (B, A) um complexo
CW relativo e designemos por B"™ o esqueleto relativo de dimensao n. Consideremos
o problema de estender indutivamente uma aplicacao f: A — X aos esqueletos B™:

!

A—X

i
/

B

VoS

Bn+1

Claramente é possivel estender a aplica¢io f,, a uma célula e?™! sse o elemento de
(X)) representado pela composi¢ao

go: Sy — B" I x
se anula. No entanto, o ponto de base com respeito ao qual consideramos 7, (X)
varia com a célula! Se X é um espago abeliano, podemos arbitrar um ponto de
base * € X e uma vez que dispomos de isomorfismos canonicos de 7, (X, *) com
(X, x) para todo o € X, vemos que a aplicacdo f, se estende a B"*! sse a
cadeia celular .
cn+1(fn> S Cn+1(B7 A; Wn(X7 *))
determinada pela formula
[ea™] = [9a] € mn (X, %)

é identicamente nula.’” E possivel verificar que ¢, 1(f,) é na realidade um cociclo
celular (exercicio) e que fica assim definida uma classe de cohomologia

ont1 € H" (B, A;m,(X)).
Considerando a sucessao de cofibracao
VgS™Tt — B" — B™ — v S"
vemos que (para X abeliano) ha uma acg¢io natural de
(B, Ai 7 (X)) = [VS™, X].

na classe de homotopia [f,,] € [B™, X], e ndo é dificil verificar que se g € C"(B, A; 1, (X))
temos ~ ~

Cn-i-l(fn + g) = Cn-i-l(fn) + 6(9) € Cm—H(B’ A; 7"-n(‘X))
Conclui-se que € possivel estender a aplica¢dao fn ao esqueleto B"tL alterando-a
nas células de dimensdo n sse a classe de cohomologia 0,11 € H" (B, A; 7, (X))
se anula.

E possivel identificar as obstrucoes obtidas desta forma com as definidas acima
usando o sistema de Postnikov quando X ¢é simples. Para X arbitrario o processo
que acabamos de descrever da-nos classes de obstrucao em cohomologia com coefi-
cientes locais. As obstrugdes ao levantamento podem ser tratadas de forma analoga.

57 Se X ndo & abeliano, obtemos de qualquer forma uma cadeia celular com coeficientes no
sistema de coeficientes locais em B formado pelos grupos {mn (X, ga(*))} (conforme [Wh2]).
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Finalmente mencionamos que é possivel dar um tratamento da teoria de ob-
strucdo via "sistemas de Moore-Postnikov" para espagos (ou mais geralmente apli-
cagOes) arbitrarios. Nesse caso é necessario substituir espagos de Eilenberg-MacLane
por espacos que classificam (na categoria de homotopia dos espagos sobre K (m1 (X), 1))
a cohomologia com coeficientes locais. Estes espacos sao fibragdes sobre K (71 (X), 1)
com fibra K (m,(X),n) em que a ac¢do de monodromia coincide com a acgao de
m1(X) em m,(X). Ver [Ro] para mais detalhes.

8. FIBRADOS, CLLASSES CARACTERISTICAS E K-TEORIA.

Nesta seccao explicamos a classificacao de fibrados e usamo-la para estudar
classes caracteristicas e alguns elementos de K-teoria. Boas referéncias para a
classificacao de fibrados sdo [Ste] e [Hu]. Para classes caracteristicas, é impossivel
melhorar a exposicdo em [MiS] e para K-teoria recomenda-se o classico [At] ou
[Hu].

Definigoes e exemplos. Comegamos por dar as definicoes basicas de fibrado e
morfismo entre fibrados e ver alguns exemplos.

Definicao 8.1. Seja G' um grupo topoldgico e F um G-espag¢o®® com a acg¢io de G
efectiva®. Um fibrado com fibra tipica F' e grupo estrutural G é um triplo £ = {p :
E — B, F,G} tal que existe uma cobertura aberta {U,} de B e homeomorfismos
(chamados trivializagoes locais)

bo : Uy x F — p~H(Uy)
saisfazendo
(i) p(¢alz,y)) =z,
(it) Existem aplicagdes continuas gop : Uo N Uz — G chamadas aplicagoes de
transicao tais que a composta

5 oba

¢
(UaNUg) x FF '— (UyNUg) x F
€ dada por
(33) (@,y) = (2, gap(2) - y).

A condigdo sobre a efectividade da ac¢do de G em F' é uma mera questao de
conveniéncia e nao implica qualquer perda de generalidade. Qualquer accao de G
num espago F' corresponde a uma tnica acgdo efectiva (do quociente de G pelo
subgrupo normal fechado de G que fixa todos os pontos de F).

Na definigao de fibrado dada anteriormente (Definigdo 3.34) nao havia qualquer
referéncia a um grupo estrutural. No entanto, por adjunc¢io, dar uma aplicacio
invertivel

(UaﬂUg) XF—>(UaﬂU5) x F
sobre U, N Up é equivalente * a dar uma aplicagio continua

9ap : Uy NUg — Homeo(F')

58Um G-espago é um espacgo dotado de uma acgdo (continua) de G a esquerda G x X — X
notada (g,z) — g - .

59Uma accao diz-se efectiva se o tnico elemento de G que age como a aplicacao identidade é
o elemento neutro de G.

603e F for localmente compacto e Hausdorff, ou para F arbitrario se trabalharmos numa
categoria adequada de espacos topologicos.
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onde Homeo(F') denota o grupo topologico de homeomorfismos de F' com a topolo-
gia compacta-aberta. Assim, a Defini¢do 3.34 coincide na nova terminologia com a
defini¢do de um fibrado com fibra tipica F' e grupo estrutural Homeo(F).

Finalmente, observemos que como a ac¢ao de G sobre F' é efectiva, as aplicagoes
de transi¢ao sao univocamente determinadas por uma cobertura trivializante, isto
é, a aplicacdo gog em (33) é tnica. Em particular, para todo o x € U, NUg N U,
temos a seguinte condigao

(34) 9By (x)gaﬁ (z) = Yoy ()

que se chama a condigao de cociclo. Em particular, note-se que

Jaa (33) =e€
é a aplicacao constante igual ao elemento neutro de G e portanto

9op(7) = ga (@)

Reciprocamente, seja {U,} uma cobertura aberta de X e
Jas: U, N Ug — G

uma familia de aplicacoes continuas satisfazendo a condicao (34). Entdo, dado um
G-espaco F' com accao efectiva de G, podemos definir

E = <]_[ U, x F) / ~
@
onde ~ ¢é a relacao de equivaléncia determinada por

Ug x F 3 (z,y) ~ (x,908(x)y) € Uy x F' parax € U, NUpg.

Note-se que sendo a accdo de G em F' efectiva, a relacdo ~ é uma relacao de
equivaléncia sse as aplicagdes gog satisfazem (34).
H& uma projeccao natural
p:E—B

determinada pela equacao

DiUaxF = b © 1,
onde i, : U, — X é a inclusao e 7 designa a projeccao no primeiro factor, e é
facil verificar (exercicio) que {p: E — B, F,G} é um fibrado com fibra F' e grupo
estrutural G.

Exemplo 8.2. (i) Um fibrado vectorial é um fibrado com fibra R™ e grupo es-
trutural GL(n;R). De facto, neste caso a estrutura canénica de adigao e
multiplicacdo por escalar em R™ determina uma tal estrutura nas fibras por
meio das trivializagoes locais, que esta bem definida porque sdo preservadas
pelas aplicacoes de transicao.

(ii) Um fibrado vectorial com uwma métrica ¢ um fibrado com fibra R™ e grupo
de estrutura O(n). De facto um tal fibrado dispée de uma métrica em cada
fibra induzida pela métrica canonica em R"™ através das trivializagdes locais.
Reciprocamente, dada uma métrica em p : E — B, as trivializagoes locais

bo : Uy x R — p~Y(U,)

induzem uma métrica h,, no fibrado trivial sobre U, e nao é dificil ver (exer-
cicio) que existe uma aplicagdo continua

A: Uy — GL(n; R)
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tal que a aplicacao ¥, : Uy x R® — U, x R™ dada por
(z,y) = (2, A(z)y)

é uma isometria entre a métrica canénica do lado esquerdo e a métrica h,
do lado direito. As novas trivializagoes locais ¢, o 1, determinam entdo uma
estrutura de fibrado com grupo estrutural O(n) em p : E — B.

Defini¢ao 8.3. Sejam & = {p; : E; — B;, F,G} com i = 0,1 fibrados com fibra

F e grupo estrutural G. Um morfismo f : & — & é um par de aplicagoes (f, f)
fazendo o diagrama comutar®

Eo4f>E1

By SN By
e tal que dado x € By e trivializagoes locais
¢:UXF —py(U)  ¢:VxF—pi(V)
comz €U e f(z) €V, existe uma fun¢do continua
A (Um?‘l(V)) -G
tal que a composicao
(UnT ) xF Sy

€ dada pela expressao
(z,y) — (f(z),A(z) - ).
Dois fibrados com a mesma base dizem-se isomorfos se existe um morfismo
(f,idp) entre eles.

Com a defini¢ao de morfismo de fibrado acima, todos os morfismos de fibrados
sao essencialmente dados pela seguinte construgao, como explica o Exercicio 8.5.
Definigao 8.4. Seja { = {p: E — B, F,G} um fibrado e g : A — B uma aplicagio
continua. O pullback de & por g € o fibrado

g ¢={m :Axp E— A F G}
Exercicio 8.5. Seja { ={p: E — B,F,G} e g: A — B uma aplica¢io continua.

(a) Mostre que g*¢ é de facto um fibrado com fibra F' e grupo estrutural G.
(b) Mostre que sendo (f,f): &1 — & € um morfismo de fibrados, existe um iso-
morfismo candnico

& = J (&)
Dados dois fibrados ¢ = {p: F — B, F,G}en={q: X — A, F,G}, sendo {U,}

uma cobertura de B que trivializa £ e {V,} uma cobertura de A que trivializa 7,
um morfismo

f:&—n

é determinado por aplicagoes
——1
Aay:UaNf (V) =G

61Note-se que f determina f dai denotar o morfismo apenas por f.
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como na Defini¢do (que sdo tnicas uma vev que a ac¢ao de G em F' é efectiva).
Sendo g € hys as aplicagoes de transigao para os fibrados £ e 7 respectivamente,
estas aplicacOes satisfazem a condigao

(35) s (Fo)hay () = Ags(@)gas(x) paraz € U NUsNT (VN V3).

Reciprocamente, dadas aplicacoes A satisfazendo (35) é facil verificar que estas
definem um morfismo de fibrados.

O caso de isomorfismos de fibrados é particularmente importante. Sejam & =
{p: E— B,F,G} en={q: X — B,F,G} fibrados sobre a mesma base. Dadas
coberturas que trivializam & e 7, podemos intersecta-las para obter uma cobertura
{Uu} que trivializa os dois fibrados simultaneamente. Sendo {gns} € {has} funcdes
de transicao para £ e 7 respectivamente, a discussao do paragrafo anterior mostra
que £ e n sao isomorfos sse existem fungoes

Ao : Uy — G

tais que
(36) hap(t) = AB(2)gap(@)A5" (2).
Se a relagdo (36) se verifica diz-se que os cociclos {ga3} € {has} sd0 cohomologos
e podemos definir o conjunto de classes de equivaléncia

~ def .

H%Ua}(X;G) = {gap cociclo }/ ~ .
Se V é um refinamento de U, ha uma aplicacao natural

Hyy(X;G) — Hy(X;G)

e definimos o conjunto de classes de cohomologia de Cech de X com coeficientes
em G pela féormula

HY(X; @) = colimy HY(X;G).
A discussao anterior da-nos assim uma primeira solu¢gdo do problema de classi-
ficacao de fibrados sobre um espago X.

Teorema 8.6. Seja G um grupo topoldgico e F' um G-espago efectivo. O conjunto
das classes de isomorfismo de fibrados com grupo estrutural G e fibra tipica F' sobre
X estd em correspondéncia biunivoca com o conjunto

HY(X;Q).

Note-se que a classificacdo depende apenas do grupo estrutural e ndo da fibra
considerada. De facto, ha uma fibra de certa forma "universal" - o préprio grupo
G com a accao dada pela multiplicacao & esquerda, e qualquer fibrado determina e
é determinado por um fibrado deste tipo da forma que agora descrevemos.

Definigao 8.7. Um fibrado com grupo estrutural G diz-se principal se a fibra tipica
€ G e a ac¢ao de G sobre a fibra é a multiplicacio G x G — G de G.

Usaremos a notagao abreviada ¢ = {p : E — B, G} para um fibrado principal.

Proposicao 8.8. Se { = {p: E — B,G} é um fibrado principal, G age livremente
a direita em E e p identifica-se naturalmente com a aplica¢ao quociente E — E /G
desta accao.
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Proof. Sejam ¢ : Uy x G — p~H(U,) e ¢5 : Ug x G — p~H(Ug) trivializagdes
locais. Ha uma ac¢io de G a direita em p~1(U,) dada por

$a(@,h) - g = da(z, hg).
Se x € Uy NUp temos

¢[;1¢a(xa hg) = (x,gaﬁ(x)hg) = (b[;l(éa(xa h) 9,
e portanto esta accdo estd bem definida em E. Claramente trata-se de uma acgao
livre. Localmente a aplicacdao p é um produto e portanto uma aplicagao quociente.
Sendo a accdo de G transitiva em cada fibra conclui-se que p~1(U,)/G ~ U,, e
portanto E/G ~ B. O

Na realidade, ndo ha na pratica grande distin¢do entre fibrados principais e
accgoes livres de grupos topologicos.

Definigao 8.9. Seja X um G-espago, t € X e G, ={g € G: g-x = x} o grupo de
isotropia do ponto x. Uma fatia para a ac¢ao de G em x € um Gy -espaco S C X
tal que a aplicacio®

G X Gy S N X
definida pela acgao

a([g78]) =g-s
é um homeomorfismo sobre um aberto de X.

A definicao anterior foi feita para uma accdo de G & esquerda mas é 6bvio
como modificd-la para uma accao a direita. Note-se alids que as acc¢oes a direita
e a esquerda estao em correspondéncia bijectiva natural via o antiautomorfismo
canoénico g — ¢~ ' do grupo em questio.

Proposigao 8.10. Seja X um espaco com uma accao livre a direita do grupo
topoldgico G. A aplica¢io quociente X — X/G é um G-fibrado principal sse a
accao de G em X tem uma fatia em cada ponto.

Proof. Exercicio. O
Em condi¢oes normais, existem fatias para acgoes.

Teorema 8.11 (Palais). Seja G um grupo de Lie e X um espag¢o completamente
reqular®™. Se G age em X e para cada x € X existe uma vizinhanca U de x tal que
o conjunto {g € G: g-UNU # 0} tem fecho compacto em G, entio existe uma
fatia para a accao de G em cada ponto x € X.

Proof. Ver [Pal. O

Nota 8.12. Note-se que a condigdo sobre G no teorema anterior é automdtica se
G é compacto (nesse caso o Teorema acima deve-se a Mostow). A demonstragao do
Teorema anterior para grupos de Lie compactos e para acgoes livres é mais simples
e deve-se a Gleason [Gl].

Para F' um G-espago com acc¢ao efectiva, vamos agora estabelecer uma corre-
spondéncia bijectiva entre classes de isomorfismo de G-fibrados principais e G-
fibrados com fibra tipica F.

62Recorde que G x g S G« S/ ~ onde (gh,s) ~ (g, hs) para h € H.
63Recorde-se que um espaco é completamente regular se ¢ Hausdorff e dado z € X, ' C X
fechado com x ¢ I existe f : X — [0,1] continua com f(F)=0e f(z)=1.
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Proposigao 8.13. Seja & = (p: E — B,G) um fibrado principal ¢ F' um G-espago.
Seja K ={g9g € G: g-x=x para todo o x € X}. A aplicagcao

q:ExqF — B
definida pela expressao

q(le, y]) = ple)
define um fibrado &[F] com grupo de estrutura G/K e fibra F chamado o fibrado
associado a £ com fibra F. Se U = {U,} é uma cobertura que trivializa &, en-
tao U trivializa também E[F) e as fungoes de transicao de {[F] obtém-se das de £
compondo-as com o homomorfismo G — G/K.
Proof. Sejam ¢,: : U, x G — p~1(U,) trivializa¢oes locais de ¢ e

gop: UaNUg — G
as aplicagoes de transicao correspondentes. Notando que ha um homeomorfismo
candénico
G Xaq F=F
definido pela expressao [(g,y)] — gy, vemos que
Yo = ¢a Xgidp: (Ua x G) xg F =Ua x F — p~'(Ua) xa¢ F = ¢! (Ua)
sdo homeomorfismos preservando a projeccao na base. As aplicacoes
w[;lowa:UaxFengF

é entao dada pela expressao

(z,9) = ¥5 " ([¢a(2,1),9]) = [(, gap(2)1), 4] = (, gas(2)y).

pelo que as aplicacoes de transi¢ao de ¢ coincidem com as do fibrado £ e em par-
ticular sao continuas. O

Uma boa maneira de pensar no fibrado associado {[F'] é "o fibrado com as mesmas
aplicacoes de transicao que £ e fibra F" embora isto s seja exacto, se a accao de
G em F é efectiva.

Reciprocamente, podemos associar um fibrado principal a qualquer fibrado com
fibra G. A maneira "livre de coordenadas" de fazer isto é a seguinte. Seja & = {p:
E — B,F,G} um fibrado e 7 = {F — %, F, G} o fibrado (trivial) sobre um ponto.
Para cada x € B, o conjunto Iso(F, F,) dos morfismos de fibrados

F——F
* 415) B
induzindo a inclusdo do ponto z na base é um torsor®® sobre G. O conjunto de
todos os morfismos de fibrados
Hom(7,&) C Top(F, E)

dispoe de uma topologia natural (a topologia de subespago determinada pela topolo-
gia compacta-aberta em 7 op(F, E), e hd uma projecgao natural

Hom(r,&) — B

64Fstamos a usar aqui a efectividade da acgao.
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definida por

Proposicao 8.14. Seja &€ = {p : E — B,F,G} um fibrado. Se a topologia
compacta-aberta em Top(F, F) induz a topologia de G e B é localmente compacto
e Hausdorff®®, entéo

q : Hom(r,§) — B
é um G-fibrado principal, chamado o fibrado principal associado a . Se U = {U,}
€ uma cobertura trivializante para £, U € também uma cobertura trivializante para
q e as aplicagoes de transicao dos dois fibrados coincidem.

Proof. Exercicio. O

Novamente, o fibrado associado é portanto "o fibrado principal com as mesmas
funcoes de transicao que £".

Nota 8.15. Se a condi¢ao sobre a topologia de G e B nao se verificar, podemos a
mesma construir um fibrado principal usando wma cobertura trivializante para & e
as fungoes de transicao de &, e chamamos entdo a este fibrado o fibrado principal
associado a .

Exemplo 8.16. Se ¢ = {p: E — B,R",GL(n;R)} é um fibrado vectorial e = € B
temos

Iso(R",R”) = { Referenciais na fibra p~*(z)}
uma vez que os isomorfismos lineares entre R™ e um espaco vectorial V' se identificam
canonicamente com os referenciais em V. E facil ver que a topologia usual de
GL(n;R) é a topologia induzida pela topologia compacta-aberta em 7 op(R™, R™).
O fibrado principal associado a £ chama-se usualmente o fibrado dos referenciais.

Exercicio 8.17. Seja ¢ = {p : E — B, F,G} um fibrado e n o fibrado principal
associado. Mostre que hd um isomorfismo candénico

nlF] = ¢

O seguinte resultado é uma consequéncia imediata do exercicio anterior e das
defini¢oes.

Corolario 8.18. Dois fibrados §; = {p; : E; — B, F,G} com i = 1,2 sao isomorfos
sse os fibrados principais associados n; sao isomorfos.

Este resultado diz-nos portanto que o problema de classificacao de fibrados se
reduz ao problema de classificacao de fibrados principais.

Vamos agora considerar a functorialidade dos fibrados relativamente ao grupo
estrutural. O seguinte resultado é claro.

Lema 8.19. Seja ¢ : H — G um homomorfismo continuo de grupos topoldgicos
e ={p: E — B,H} um fibrado principal. Considerando a ac¢io de H em G
determinada pelo homomorfismo, (|G| é um G-fibrado principal.

Note-se que as fung¢des de transicio de £[G] se obtém das de £ aplicando o
homomorfismo ¢.

6504 se usarmos uma categoria conveniente de espacos topolégios de modo a que a adjuncao
Top(X,Top(Y,Z)) =Top(X xY,Z) seja valida sem restrigdes.
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Definigao 8.20. Seja ¢ : H — G uwm homomorfismo continuo, £ = {p : E —
B, F,G} um fibrado e & o seu G-fibrado principal associado. Uma H-estrutura®
em & € uma escolha de um H-fibrado principal n e um isomorfismo n&¢' ~ n[G]. No
caso em que ¢ € a inclusao de um subgrupo de G, se & admite uma H -estrutura
diz-se que & admite uma reducao do grupo de estrutura a H.

Em termos das funcoes de transicao, uma H-estrutura é a factorizacao das
func¢oes de transicdo de £ através do homomorfismo H — G para alguma escolha
de trivializacdo. Em particular, se H < G, £ admite uma reducao ao grupo de
estrutura H se existe uma trivializacao local de £ cujas funcoes de transi¢ao tomam
valores no subgrupo H. Note-se ainda que, por definicao, um G-fibrado admite
uma H-estrutura sse o G-fibrado principal associado admite uma H-estrutura. Fi-
nalmente, observe-se que uma reducao do grupo de estrutura ao subgrupo trivial é
precisamente uma trivializacao do fibrado em questao.

Exemplo 8.21. Seja £ = {p: F — B,R",GL(n;R)} um fibrado vectorial. Uma
redugio do grupo de estrutura a GLT(n;R) identifica-se com uma escolha de ori-
entagao.

De facto, se U € H"(E,E \ 0;Z) é uma orientacao, e escolhidas trivializacoes
locais

ba Vo x R" = p~1(V,)
podemos (multiplicando-as se necessario por uma matrix de determinante —1 em
cada componente conexa dos V) obter novas trivializacoes 1, tal que ¥ (U) é a
orientacdo canodnica. As aplicacoes de transicao para os v, tomarao entdao valores
em GLT(n;R).

Reciprocamente, uma redugao do grupo de estrutura a GL™(n;R) determina
uma orientacao: se 1, sao trivializacoes locais com aplicacoes de transicao em
GLT(n;R), entdo as orientagoes canonicas em U, de V, x R™ determinam orien-
tacoes

O (Ua) € H (p7H (Va), ™ H(Va) \ 0:Z)
que pela Proposigao 6.99 coincidem nas intersecgoes p~*(V, N'Vj) e portanto (con-
forme a demonstracdo da Proposi¢do 6.100) determinam uma orientagao U €

H™(E,E\0;Z).
Exemplo 8.22. No Exemplo 8.2(ii) vimos essencialmente que um fibrado vectorial
admite uma reducdo do grupo de estrutura a O(n) sse admite uma métrica.
Exercicio 8.23. Mostre que uwm fibrado vectorial & admite uma redu¢ao ao grupo
GL(n;C) C GL(n;R) sse existe um automorfismo J : £ — & com J? = —ide. Tal
J chama-se uma estrutura complexa em &.

Dado um fibrado £ = {p: F — B, F, G} escrevemos

T(€) Y {s: B— E|ps=idg}

para o espaco das secgoes (continuas) de &.

Proposicao 8.24. Seja{ = {p: E — B,G} um fibrado principal e F um G-espago.
Hd uma bijecgao candnica

PEF) ={f: E—F|fle-g)=g"" f(e)}

660\ ais precisamente devia chamar-se a isto uma ¢-estrutura, mas deixamos o homomorfismo
¢ implicito.
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Proof. Seja f : E — F uma aplicagao satisfazendo f(e-g) = g~'- f(e). Entao a
aplicacao
S:EFE— FE Xa F
definida por
S(e) = [e, f(e)]
é continua e satisfaz S(eg) = S(e). Uma vez que B é o espaco quociente de F pela
accao de G, S determina uma aplicagao continua s : B — E X F', que é claramente
uma secgao.
Reciprocamente, seja ¢ : E xg F — B a projecgao de ¢[F]. Um conjunto de
trivializacoes locais
$a: Ua x G — p ! (Uy)
com fungdes de transicdo gopg(x) determina um conjunto de trivializacoes locais
Vo: Uy x F'— g 1 (Uy)
cujas fungoes de transi¢io sdo ainda g,g(z). °° Uma secgio
s:B—ExgF
¢ determinada em termos das trivializacoes locais por aplicagoes
x> (2,84(2) €Uy x F
satisfazendo
9ap(x)sa () = sp(x)
Localmente podemos definir uma aplicacao

U, x G F

pela equacao
Lso(2).

fa (x7 g) =9
Como
J5(@,9ap(@)9) = g7 gpa(@)s5(2) = g~ sa (@),
estas fungoes determinam uma funcao f : E — G e claramente f(ge) = g~ f(e)
uma vez que esta igualdade é satisfeita pelos f,.
E facil verificar que as correspondéncias definidas acima sdo inversas o que conclui

a demonstragao. O

Teorema 8.25. Seja £ = {p : E — B,G} um fibrado principal, ¢ H < G um
subgrupo fechado. Entdo & admite uma redu¢io ao grupo de estrutura H sse §[G/H]
admite uma seccao. Em particular, £ € trivial sse admite uma sec¢ao.

Proof. Suponhamos que £ admite uma reducao do grupo de estrutura a H. Entao
existe uma trivializacdo de £ sobre uma cobertura aberta {U,} de B

$a: Ua x G — p~'(Ua)
com aplicacoes de transicao
9gap : UaNUg — H.
Temos trivializagoes locais para {[G/H) = {q: E x¢ G/H,G/H,G}
Vo : Ua x G/H — ¢~ 1 (Uy)

6T\Mais precisamente as fungdes de transicdo sdo a composta de g,g(x) com a projeccio de G
no seu quociente que é o grupo de estrutura do fibrado &[F].
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definidas por
Vo (2, gH) = [pa(z, ), eH]

As aplicagoes de transicao para estas trivializacoes locais sdo as mesmas, e uma vez
que H age trivialmente em G/H, a seccao definida por

s(z) =va(z,eH) se x € U,

estd bem definida.
Reciprocamente, se s é uma secgao, entao pela Proposicao 8.24 existe uma apli-
cagao f: E — G/H tal que f(eg) = g~ f(e). E facil verificar que

Piy-iemy: [ (eH) — B

é um H-fibrado principal n e que ha um isomorfismo canoénico n[G] ~ ¢ dado por

(e,9) — eg.

e portanto £ admite uma reducao do grupo de estrutura a H. O

Na realidade, com defini¢oes convenientes vé-se que o espaco das reducoes de
grupo de estrutura se identifica com o espago das secgoes (exercicio).

Exemplo 8.26. Seja @ C R™ o espaco das matrizes simétricas definidas positivas
(isto & o espago das métricas em R™). Qualquer matriz nao singular A € GL(n;R)
admite uma decomposicao polar tinica

A= BC

onde B € Qe C € O(n). E facil verificar que a aplicagio

Q x O(n) — GL(n; R)
determinada pelo produto é um homeomorfismo (na realidade, um difeomorfismo).
Conclui-se que

GL(n;R)/O(n) ~ Q

é contractil (note-se que ) é convexo). Portanto ndo ha qualquer obstrucéo a
existéncia de um fibrado com sec¢do GL(n;R)/O(n) e pelo Teorema 8.25 vemos

que qualquer fibrado com grupo estrutural GL(n; R) admite uma redugio do grupo
de estrutura a O(n).

Exemplo 8.27. O espago das estruturas complexas em R?" é o subespaco {J €
GL(2n,R): J? = —id}. GL(2n,R) age transitivamente neste espago com grupo de
isotropia GL(n;C) < GL(2n;R) pelo que o espaco das estruturas complexas pode
identificar-se com o espag¢o homogéneo

GL(2n,R)/GL(n,C).

Dado um fibrado vectorial 7 com fibrado principal associado &, as secgoes do fibrado
¢[GL(2n,R)/GL(n,C)] identificam-se naturalmente com estruturas complexas no
fibrado n conforme o Exercicio 8.23.

Terminamos esta seccao com um corolario do Teorema 8.25 que serd utilizado
na sec¢ao seguinte sobre a classificacdo de fibrados.
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Corolario 8.28. Sejam &; = {p; : E; — B;,G} com i = 1,2 fibrados principais.
Ha uma bijecgao canonica

Hom(&1, &) = T'(&[E2))

entre os morfismos de fibrados entre &, e &5 e as secgoes do fibrado associado a &
com fibra E5 em que a acgao (a esquerda) de G sobre Eo é definida por g-x def xz-g L.
Proof. Um morfismo f : £ — & é precisamente uma aplicacdo G-equivariante
f + E1 — FE5. Pela Proposicao 8.24 estas identificam-se com secgoes do fibrado
) O

Classificagao de fibrados. O nosso objectivo seguinte é explicar que o functor
contravariante
K¢ :Top — Set
que associa a um espaco X o conjunto
K¢ (X) = {classes de isomorfismo de G-fibrados principais sobre X'}

e uma aplicagdo continua f a funcao definida pelo pullback de fibrados por f se
factoriza pela relacdo de homotopia e é um functor representivel na categoria de
homotopia. Para que esta afirmacao seja verdadeira é necessério restringir a classe
de fibrados que consideramos. %

Definicao 8.29. Um fibrado diz-se enumeravel se € trivializdvel sobre uma cober-
tura enumerdvel’® da base.

Teorema 8.30. Seja § = {p: E — B, F,G} um fibrado enumerdvel e f,g: A — B
aplica¢oes homotopicas. Entao f*(&) ~ g*(&).

Proof. Basta-nos mostrar que se 77 € um G-fibrado sobre A x [0,1], e i : A X k —
A x[0,1] com k = 0,1 denotarem as inclusdes, entao

(37) n =~ w1 (i1(n))-
Pois nesse caso, sendo H : A — [0, 1] uma homotopia entre f e g temos
[H€) = igH™(§) ~ igmyin H* (§) = iy H* (§) = g7()-
Resta-nos portanto construir um morfismo de fibrados n — 7 cobrindo i1 o . A
construcao é muito semelhante 4 usada na demonstracao do Teorema 3.33.

Comegamos por mostrar que (37) é verdade localmente, isto é, que se 1 é um
fibrado enumeravel sobre A x [0, 1] entao existe uma cobertura enumeravel {U;} de
A tal que a restrigao de n a U; x [0, 1] é trivial.

Seja {V,} uma cobertura enumerével de A x [0, 1] tal que a restrigdo de n a cada
V,, é trivial e sejam ¢, : Ax[0,1] — [0, 1] fungdes continuas tais que ¢ *(]0,1]) = V.
Paracadan € Nea = («ay,...,q,) definimos a fungio ¢z: A — [0, 1] pela formula

n
¢a(z) = [J( min  ¢a,(2.t)).
i1 te[5h ]
Estas aplicacoes sao continuas e escrevendo

U, = {oz"(10,1])}

68Esta restricao é uma questao técnica que nao tem qualquer importancia na pratica.
69v/er Definigao 3.30.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 151

temos, pelo Lema 3.32(d) que
Uu=ul,
admite um refinamento enumeravel que continuaremos a denotar por U.
Claramente se um fibrado sobre U X [a, c] é trivial sobre U X [a,b] e U X [b, ]
entdo é trivial, donde concluimos que para cada U; € U, a restrigdo de n a U; x [0, 1]
é trivial. Sejam

hi: Uy x [0,1] x G — mu, x[0,1]

isomorfismos e {1;: A — [0, 1]} uma parti¢do da unidade subordinada & cobertura
{U;}. Vamos usar esta particdo da unidade para combinar os isomorfismos h; no
isomorfismo desejado.

Escolhamos uma ordem total no conjunto dos indices 7. Para cada i sejat;: A —
[0,1] a funcéo definida por

ti(a) =Y v;(a)
j<i
(continua porque a soma é localmente finita). Dada uma fungao continua s : A —
[0,1] tal que s +v; <1, seja
Gs ={(a,t): t > s(a)} C A x[0,1].
Para cada ¢ e cada fungdo continua definimos o morfismo de fibrados

Nis 2 MGy = MGay,
pela expressao
)\(6) _ € se 71-1(p(e)) g Ul
hi(a,max{s(a) + wz(a)7t}7g) se ac Ut €e= h’i(a’atyg)

Dado a € A existe um aberto W que intersecta apenas um nimero finito de
abertos Uy, , ..., U;, com i; < ... <ig. O isomorfismo pretendido A\: n — nax1 €
definido sobre A x [0, 1] pela formula,

)\(6) = Aik,tik ©...0 )\iho(@).
Fica como exercicio verificar que A\ estd bem definido e é continuo. (I

O resultado anterior diz-nos que um fibrado enumerével ¢ sobre B determina
uma transformacao natural de functores contravariantes

(38) Te : [X,B] — Kg(X)
definida por
Te(f) = 17(8).

Definigao 8.31. Um fibrado & diz-se universal se T; € um isomorfismo natural.
Nesse caso a base de & chama-se o espaco classificante do grupo G e denota-se por
BG. O espaco total do G-fibrado principal universal denota-se por EG.

Notemos que pelo argumento habitual (Lema de Yoneda), se um fibrado universal
existe ele é inico a menos de isomorfismo e BG é tinico a menos de equivaléncia de
homotopia.

Definicao 8.32. Um fibrado principal & diz-se m-universal se a transformagao
natural (38) é um isomorfismo para todos os fibrados de dimensdo < n.
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Note-se novamente que o Lema de Yoneda garante que o tipo de homotopia
fraco da base de um fibrado oco-universal estd bem definido. Tomando uma aproxi-
macao celular podemos assumir que BG é um complexo celular. Usaremos a mesma,
notagao

EG — BG

para designar um fibrado oco-universal.
O seguinte teorema da um critério muito atil para que um fibrado principal seja
n-universal.

Teorema 8.33. Um fibrado principal £ = {p: E — B,G} € n-universal sse
7, (E) = 0 para todo o k < n.

Proof. Seja £ = {p: E — B,G} um fibrado com 7 (E) = 0 para k < n. Vejamos
que & é n-universal. Seja X um complexo celular de dimensao < n e n um G-fibrado
principal sobre X. Pelo Corolario 8.28, dar um morfismo de fibrados principais
¢ — n equivale a dar uma secgio de n[E]. Como 7;(F) = 0 para k < n e X tem
dimensao < n, nao ha obstrugdes a existéncia de uma sec¢ao. Isto mostra que a
aplicacao (38)

Te: [X, B] = Kg(X)

é sobrejectiva. Para ver que é injectiva, sejam f,g : X — B aplica¢des continuas,
no = f*(&) em = g*(§), e ¢ : 7o — M um isomorfismo. Consideremos o fibrado
sobre X x [0, 1]

n=f(&) x[0,1] = 7*(f*(£))
onde 7w : X x [0,1] — X designa a projec¢do. Sendo F:ny — e G:my — £ as
aplicacoes de fibrados que cobrem f e g respectivamente, temos um morfismo:

£ x {0,1y L9

U

Xx{01—22 . p

que, pelo Corolario 8.28 corresponde a uma secc¢ao s de n[E] sobre X x {0,1}. Uma
vez que dim X < n, e m(E) = 0 para k < n, ndo ha qualquer obstrucao a prolongar
esta sec¢io a X x [0, 1]. Este prolongamento corresponde a um morfismo de fibrados

n—E

que cobre uma homotopia entre f e g, o que mostra que T¢ ¢ injectiva.
Finalmente suponhamos que § = {p: F — B, G} é n-universal. Tendo em conta
a identificacao entre morfismos e seccoes, vemos que todas as sec¢oes de um fibrado
trivial {m;: S¥ x E — S* G, E} sobre S* sdo homotdpicas para k < n. Mas uma
tal sec¢do corresponde de forma natural a uma aplicacio S¥ — E e portanto isto
acontece sse i (E) = 0 para k < n. O

De acordo com o resultado anterior, para determinar um fibrado n-universal
basta, essencialmente, achar um espaco n-conexo com uma accao livre de G. Antes
de vermos alguns exemplos vejamos algumas consequéncias do Teorema anterior.

Proposigao 8.34. Hd uma equivaléncia de homotopia fraca entre G e QBG.
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Proof. Uma vez que PBG é contréctil, o diagrama

*

PBG

4

comuta a menos de homotopia. Uma vez que a aplicacao p é uma fibragao, a pro-
priedade do levantamento das homotopias permite substituir a aplicacao constante
x por uma aplicacao de fibracoes f : PBG — BG. Pela sucessao exacta longa de
homotopia, f induz uma equivaléncia fraca entre as fibras QBG e G. (I

EG

Proposigao 8.35. Seja G um grupo topolégico e H < G um subgrupo tal que
G — G/H é um fibrado™. Entio se ¢ = {EG — BG,G} é um fibrado co-universal,

¢[G/H]| ={EG — EG/H,H}
€ um fibrado co-universal. Em particular hd uma sucessao de fibracao natural
G/H — BH — BG.

Proof. Exercicio. ([

Exemplo 8.36 (O fibrado universal com grupo O(k) e GL(k)). Seja Vi, a var-
iedade de Stiefel dos k-referenciais ortonormais em R™. Assim,

Vien = {(v1,...,m) € (Rn)ki v; -v; = 0 para 4 # 7, |lvil| = 1}.

O grupo ortogonal O(n) age transitivamente em Vj ,,, e sendo {e;} a base canénica
de R™, o grupo de isotropia de

(e1,-.-,ex) € Vi

é o subgrupo O(n — k) C O(n) com inclusdo determinada pela inclusdo de R"~* C
R™ nas ultimas coordenadas. Temos portanto uma bijeccao continua

O(n)/O(k) — Vin

que é necessariamente um homeomorfismo. H4 uma ac¢do natural de O(k) em Vj, ,,
correspondendo as mudancas de base no k-plano determinado por um referencial,
que é claramente livre. Nao é dificil ver (exercicio) que ha uma fatia para esta
accao’" e logo

Vk,n - Gk,n déf Vk,n/O(k)

¢ um O(k)-fibrado principal. O espaco Gy, chama-se a variedade de Grassmann
dos k-planos em R"™.

Note-se que para k = 1, temos V; ,, = S"~ 1, O(1) =Z/2 e Gy, = RP" 1.

As sucessoes exactas longas das fibracoes

Omn)—0n+1)—=Vipy =5"

mostram que as inclusoes

O(n) —0(n+1)

OG- G/H éum fibrado sse a ac¢do de H em G por translacgio a esquerda admite uma fatia.
Por exemplo, se G é um grupo de Lie, esta condicao é equivalente a H ser um subgrupo fechado
- 0 que é sempre uma condi¢do necessaria.

"gto ¢ também uma consequéncia de O(k) ser um grupo de Lie compacto conforme a Nota
8.12.
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sdo n — l-equivaléncias. Conclui-se que O(n — k) — O(n) é uma (n — k — 1)-
equivaléncia e portanto, que

n=0(n)/0(n—Fk)
é (n — k — 1)-conexo. Do Teorema 8.33 conclui-se que

Viem+k+1 — Grntkt1

é um O(k)-fibrado n-universal. Tomando o limite quando n — oo obtemos o O(k)-
fibrado universal

Vk:,oo - kao

dos k-referenciais ortonormados em R*° sobre o espaco dos k-planos em R>*. Ou
seja, com a notag¢ao acima, temos

EO(k) =Vieo  BO(k) = Gpoo.

O Exemplo 8.26 sugere que nao ha qualquer diferenca entre classificacao de fibra-
dos com grupo estrutural O(k) ou GL(k) e esse é de facto o caso. Podemos repetir
toda a construgdo acima usando referenciais em vez de referenciais ortonormados.
Sendo V., C R o espaco dos k-referenciais em R", GL(k) age liviemente em
Vk,n com quociente Gy, p. E facil ver directamente que esta accao admite uma
fatia em cada ponto (estamos também nas condi¢oes do Teorema 8.11) e portanto
o Teorema 8.33 garante que

Vk,oo - Gk,oo
é o GL(k)-fibrado universal. Assim,
BGL(k) ~ BO(k).

Alternativamente, podiamos deduzir a equivaléncia da Proposi¢ao 8.35 e do facto
de GL(k)/O(k) ser contractil.

Note-se que o fibrado com fibra R* associado a estes fibrados universais é iso-
morfo ao fibrado tautolégico que tem por fibra sobre S € G, o 0 préprio subespaco
vectorial S C R™/% e que portanto este fibrado é o fibrado vectorial universal no
sentido 6bvio.

O caso particular £k = 1 do exemplo anterior merece um destaque particular.
Um fibrado vectorial com fibra R chama-se um fibrado linha real. De acordo com
o exemplo anterior, o espaco classificante para os fibrados linha reais ¢ G o ~
RP>® ~ K(Z/2,1). Atendendo ao Teorema 7.7 dar um fibrado linha real sobre
X equivale a dar uma classe de cohomologia * € H'(X;Z/2), nomeadamente o

pullback do gerador de H'(RP>;Z/2) pela classe de homotopia
X — K(Z/2,1)

que classifica o fibrado linha em questdao. Esta classe chama-se a classe de Stiefel-
Whitney do fibrado linha real £ e nota-se wy(§). Temos portanto o seguinte resul-
tado.

Teorema 8.37. Seja X um complezxo celular. A aplicagcao
wy: Koy(X) — H'(X;Z/2)

que associa a um fibrado linha real a sua classe de Stiefel-Whitney € uma bijec¢ao.
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Nota 8.38. E um coroldrio do Teorema de Peter-Weyl [BtD], que qualquer grupo
de Lie compacto K admite uma representacao fiel de dimensao finita. Equivalen-
temente, existe um homomorfismo injectivo
K — O(n)

para algum n, que realiza K como um subgrupo fechado de um grupo ortogonal. A
Proposicao 8.35 garante entao que

Vn,oo - n,oo/K
é um K-fibrado universal, isto é, BK =V, /K.

Exercicio 8.39. Enuncie e demonstre resultados andlogos aos do Ezemplo 8.56
para fibrados com grupo estrutural U(n), GL(n;C), Sp(n) e GL(n; H).

Novamente o caso do grupo U(1) ou GL(1;C) merece destaque. Um fibrado com
este grupo de estrutura e fibra C chama-se um fibrado de linha complezo. O espaco
classificante destes fibrados é

CP>® =K(Z,2).

Sendo a € H?(CP*;Z) um gerador, podemos associar a cada fibrado linha com-
plexo ¢, classificado por uma classe de homotopia f : X — K(Z,2) uma classe de
cohomologia

a© ™ )

chamada a classe de Chern de £ e novamente temos o seguinte resultado.

Teorema 8.40. Seja X um complezxo celular. A aplicacao

c1: Kyy(X) — H*(X;7Z)
que associa a um fibrado linha complexo a sua classe de Chern é uma bijec¢ao.
Exemplo 8.41 (Revestimentos regulares). Seja G um grupo discreto. Um fibrado
principal com grupo de estrutura G e espaco total conexo por arcos é precisamente
o que se chama um revestimento regular’®. Pela classificacdo dos revestimentos,
um revestimento regular sobre um espaco de base conexo por arcos X corresponde
a um subgrupo normal de N <7 (X, %) com quociente

m (X, *)/N ~ G.
Um tal homomorfismo sobrejectivo corresponde precisamente a uma classe de con-
jugacdo (em G) de homomorfismos sobrejectivos
m (X, %) — G.

Se o espaco total do fibrado principal com grupo de estrutura G nao é conexo,
escolhendo uma componente conexa, obtemos um subgrupo de H < G que age
transitivamente nas fibras dessa componente conexa, e é facil ver que tais revesti-
mentos correspondem biunivocamente a classes de conjugacao de homomorfismos

m (X, %) > G
com imagem um subgrupo conjugado a H. Assim, em geral, obtemos a seguinte re-
lagao para um espago X conexo por arcos (e semi-locamente simplesmente conexo):
[X, BG] ~ Hom(m (X, *), G)/conjugacio.

"2Recorde que um revestimento se diz regular se o grupo de transformagoes do revestimento
age transitivamente nas fibras.
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Exercicio 8.42. Mostre que se X é um complezo celular
[X, K(G,1)], = Hom(m (X), Q).

A construgao de Milnor. Vamos agora dar a primeira construc¢ao geral de um es-
paco classificante para um grupo topolégico, que se deve a John Milnor. Comegamos
por recordar que a jun¢ao de dois espacos X, Y é o quociente

X*xY =(Xx[0,1] xY)/ ~
onde ~ ¢é a relagao de equivaléncia gerada por
(2,0,y) ~ (2/,0,y) e (z,1,y)~ (z,L,9).

A maneira de pensar em X Y é como "as combinagdes convexas de pontos de X
e Y", e é costume escrever

tr + (1 —t)y =[(z,t,y)].

Exemplo 8.43. Consideremos as esferas unitarias S® C R"*! e §™ c R™*!
mergulhadas em R™T™+2 pela, inclusdo das primeiras, e tltimas coordenadas re-
spectivamente. A projecgao radial

tr+ (1 —t)y

tr4+(1—tyrs —— = I
0% = e @ ol

determina um homeomorfismo
Sn " Sm ~ Sn+m+1

Exercicio 8.44. Mostre que X x Y tem o mesmo tipo de homotopia XX ANY.
Sugestao: XX AY é um quociente de X * Y.

Vamos precisar de considerar juncoes iteradas de varios espagos. Um ponto em
X1 *...X, érepresentado por uma combinacao linear formal

n

S

i=1
comz; € X;, t; €[0,1] e >0t = 1.

Definigao 8.45. Seja G um grupo topolégico. Define-se

/—’L
EG =colim, G*...xG

onde as inclusoes sio dadas pela expressao

n n
> tigi— > tigi +0g.
i=1 i=1

O grupo G age a direita em EG de forma natural pela formula

(Z tiQi) 9= Zti(gi *9)
i=1 i=1
e escreve-se

BG = EG/G

para o espago quociente por esta ac¢ao.
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Para cada ¢ € N temos uma func¢ao
t;: EG — [0,1]
definida por
ti(Y si95) = si
j=1
que é continua por defini¢ao da topologia em EG. Designando por U; os abertos
U, =t;4(0,1]) Cc EG
temos ainda para cada ¢ uma funcao

2> si95) = gi-

Jj=1

definida pela expressao

Nao é dificil verificar que a topologia em EG é a topologia inicial determinada pelas
funcoes t; e g;, no sentido em que f: EG — Y é continua sse ¢; o f sao continuas e
as fungoes x; o f sdo continuas no seu dominio (exercicio).

Note-se que a ac¢ao de G em FEG da Definigdo 8.45 é claramente livre, e a
caracterizacao da topologia de EG dada no paragrafo anterior mostra que se trata
de uma ac¢ao continua.

Teorema 8.46 (Milnor). A aplicagdo
m: EG — BG
€ um G-fibrado principal universal.

Proof. Para cada k temos

—
7(EG) = colim, mp(G* ...« G =0

uma vez que a juncao iterada de n cépias de G é (n— 1)-conexa pelo Exercicio 8.44.
Tendo em conta o Teorema 8.33, resta-nos portanto mostrar que a aplicacao m é
um fibrado principal enumeravel.
Sejam V; = 7(U;) os abertos de BG determinados pelos abertos saturados U; C
EG. As aplicagoes
¢i: Vix G LU,

que invertem as aplicagoes U; — V; x G dadas pela férmula

> tigi = (1D tigl g)

definem trivializacoes locais. De facto, a continuidade é facil de verificar, as apli-
cagoes sao claramente equivariantes com respeito a ac¢ao canénica de G em V; x G
e facilmente se vé que as funcoes de transicao

sao dadas pela expressao
¢ij(a) = zj(a)zi(a) ™

sendo portanto continuas.
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Resta-nos achar uma parti¢ao de unidade subordinada a cobertura {V;} de BG.
As fungoes t; : U; — [0, 1] induzem fungoes continuas ¢;: V; —]0,1]. Se definirmos
w;: BG — [0,1] por

w; = max{0,t; — Z ti}

Jj<i
é facil verificar que
e Zj wj
¢ uma partigao da unidade (localmente finita) subordinada a cobertura V;. O

Nota 8.47. Mostrdmos apenas a universalidade da construcao de Milnor para fi-
brados cuja base é um complexo celular, mas € possivel demonstrar que se trata de
facto de um fibrado universal no sentido mais geral da Definicio 8.32 (ver [Hu,

Theorem 4.12.2]).

Exemplo 8.48. Se G = 7Z/2, a juncédo de n copias de G identifica-se naturalmente
com S"~! e mediante esta identificacio, o gerador de Z/2 age via a aplicacio
antipodal. Assim,

EZ/2=S* e BZ/2=TRP>.
Exercicio 8.49. Mostre que BS' se identifica com CP>.

Note-se que a constru¢ao de BG dada acima é functorial. Se ¢: G — H é um
homomorfismo continuo, temos uma aplicagao

B¢: BG — BH.

Se ¢ é uma equivaléncia fraca, o mesmo sucede com B¢ (pelas sucessoes exactas
longas das fibracoes universais). Por exemplo, as incluses

O(n) C GL(n,R) e U(n)C GL(n,C)
sao equivaléncias fracas, pelo que
BO(n) ~ BGL(n;R) e BU(n) ~ BGL(n,C).

Algo que podiamos também concluir do facto de qualquer fibrado vectorial real
(respectivamente complexo) admitir uma métrica (respectivamente uma métrica
hermitiana) conforme o Exemplo 8.26.

O efeito da aplicacdo ¢ no fibrado universal é aplicar o homomorfismo ¢ as
funcgoes de transicao, e portanto se f: X — BG classifica um fibrado sobre X, o H-
fibrado classificado por B¢o f é também o fibrado obtido aplicando o homomorfismo
as funcoes de transicao. Em particular temos o seguinte resultado.

Proposigao 8.50. Seja G — H a inclusao de um subgrupo. Um H-fibrado princi-
pal & sobre X classificado pela aplicag¢io f: X — BG admite uma redu¢ao do grupo
de estrutura sse existe uma factorizacao

BG
/1
T e
i
— BH

Um outro resultado muito 1til é o seguinte.
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Proposigao 8.51. Seja
1-K—-G—H-—1
uma sucessao exacta curta de grupos topoldgicos (tal que a acgao de K em G admite
uma fatia). Entdo
BK — BG — BH

€ uma sucessao de fibragao.

Proof. Ha uma aplicacao natural de BK para a fibra de homotopia de BG — BH
que é uma equivaléncia fraca pela sucessao exacta longa de homotopia uma vez que
esta se identifica com a sucessao exacta de homotopia do fibrado

K—G— H.

Exercicio 8.52. Mostre que BG x BH ~ B(G x H).
Exemplo 8.53. A sucessao exacta
SO(n) — O(n) — Z/2
da azo a uma sucessao de fibracao
BSO(n) — BO(n) % K(Z/2,1)

para uma certa classe wy € H'(BO(n);Z/2) que se chama a primeira classe de
Stiefel-Whitney. Note-se que esta classe é nao trivial uma vez que a composta

BZ/2 — BO(n) — BZ/2

é a identidade.
Tendo em conta a Proposi¢ao 8.50 isto significa que um fibrado vectorial sobre
um complexo celular X classificado por

f: X — BO(n)
admite uma orientacao sse f*(wq) = 0.

Exercicio 8.54. Qual é o andlogo do exemplo anterior para fibrados vectoriais
complexos?

Classes caracteristicas. Na seccao anterior reduzimos o problema da classifica¢ao
dos fibrados ao calculo de um conjunto de classes de homotopia. Na pratica nao
é facil calcular estes conjuntos excepto nalgumas situagdes particulares (como as
dos Teoremas 8.37 e 8.40), e é necessario encontrar métodos que nos permitam
pelo menos distinguir fibrados nao isomorfos. O método mais bem sucedido é o
de associar aos fibrados certos invariantes cohomoldgicos que se chamam classes
(de cohomologia) caracteristicas do fibrado. Além de algumas generalidades sobre
classes caracteristicas, nesta sec¢ao vamos apresentar as classes caracteristicas mais
utilizadas para fibrados vectoriais reais e complexos - as classes de Stiefel-Whitney
e de Chern e estudar algumas das suas propriedades. A referéncia canénica para
este assunto é [MiS]. O nosso tratamento ¢ essencialmente o de [Hul].

Definigao 8.55. Uma classe caracteristica de G-fibrados com coeficientes em R é
uma transformacao natural

Kq(X) — H*(X;R).
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Mais geralmente interessa considerar classes caracteristicas com valores em teo-
rias de cohomologia generalizadas mas nao vamos ter ocasiao de as considerar aqui.

Pelo Lema de Yoneda o anel das classes caracteristicas com coeficientes num anel
R identifica-se com o anel

H*(BG;R).

As classes caracteristicas de fibrados vectoriais tém uma importancia particular
nas aplica¢oes. De acordo com a discussao anterior, os anéis formados pelas classes
caracteristicas de fibrados vectoriais sdo os anéis de cohomologia de BO(n) e BU (n),
ou seja das Grassmannianas de planos de dimensao n em R> e C* respectivamente.

Nos fibrados vectoriais ha estrutura adicional nas classes de isomorfismo de fibra-
dos, dada pela soma directa (também chamada soma de Whitney) e pelo produto
tensorial. Em termos dos espacos classificantes estas operacoes sao dadas por classes
de homotopia

BO(n) x BO(m) -2 BO(n+m) e BO(n) x BO(m) - BO(nm),

que classificam a soma directa e o produto tensorial dos fibrados universais (ou tau-
tologicos) sobre BO(n) e BO(m) respectivamente. Analogamente para os fibrados
vectoriais complexos.

No caso dos fibrados linha, tomando n = m = 1 temos uma aplicacao

RP%® x RP* -&, RP>,

que corresponde a uma classe de cohomologia em H!(RP*> x RP*;Z/2). Sendo
r € HY(RP*;Z/2) um gerador, temos

®@*(x) = a(x x 1) +b(1 x x)
para alguns a,b € Z/2. A composi¢do de ® com a inclusdo de cada um dos factores

em RP>* x RP* é claramente a identidade, pelo que ¢ = b = 1 donde se conclui
que ® classifica a soma em H'(;Z/2).

Proposicao 8.56. A classe de Stiefel-Whitney wi : Koy (X) — HY(X;7Z/2)
identifica o produto tensorial de fibrados de linha reais com a soma em cohomologia.

Exercicio 8.57. Mostre que a classe de Chern ¢y identifica o produto tensorial de
fibrados linha complezos sobre X com a soma em H?(X;Z).

Exercicio 8.58. Mostre que a operagdo de tomar o fibrado linha dual é o inverso
para a opera¢ao produto tensorial e que no caso complexo esta opera¢ao corresponde
ainda & operacao de conjugacao.

Vamos agora estudar as classes de Stiefel-Whitney de fibrados vectoriais reais e
as classes de Chern para fibrados vectoriais complexos. Na pratica, o que se usa
para efeitos de calculo sao certos axiomas simples satisfeitos por estas classes. Para
enunciar estes axiomas é conveniente considerar que as classes tomam valores nos
anéis graduados

H(X; R) = 2o H' (X5 R).
Axiomas para as classes de Stiefel-Whitney: A classe de Stiefel- Whitney total
de um fibrado vectorial real £ sobre X é uma classe caracteristica

w(&) =1+ w1 (&) +wa (&) +...wi (&) +... com w;(€) € H(X;Z/2)

que satisfaz
(W0) w;(§) =0 sei>dim¢,



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 161

(W1) Sendo ~ o fibrado linha tautolégico sobre RP!, tem-se que w (
gamma) # 0.
(W2) w(E & n) = w(€)w(n).
De forma inteiramente andloga temos
Axiomas para as classes de Stiefel-Whitney: A classe de Chern total de um
fibrado vectorial complexo £ sobre X € uma classe caracteristica

() =1+ci(§) +eaf) +ooci(€) +... com¢(€) € H(X;Z)
que satisfaz
(CO) ¢;(&) =0 se i > dimcé&,
(C1) Sendo v o fibrado linha tautolégico sobre CP!, tem-se que ci(y) é um
gerador de H?(CP';Z).
(C2) c(€@n) = c(§)c(n)
Uma vez que o tratamento dos casos real e complexo é inteiramente paralelo

iremos tratar em detalhe apenas o caso real deixando o outro como exercicio.
Comecamos por notar as seguintes consequéncias imediatas dos axiomas.

Proposigao 8.59. Designamos por R™ o fibrado trivial de dimensao n.

(i) w(R") =1,

(ii) w(€ & R) = w(e),

(iii) Se ~ denotar o fibrado linha tautoldgico sobre RP°, tem-se que wy(y) € o
gerador de H*(RP>;7/2).

Proof. (i) é uma consequéncia da naturalidade das classes caracteristicas, uma vez
que o fibrado trivial é o pullback do fibrado universal por uma aplicacao constante.
(ii) é uma consequéncia de (i) e (W2). Finalmente, (iii) ¢ uma consequéncia de
(W1), naturalidade, e o facto de a inclusdo RP! — RP> induzir um isomorfismo
em HY(;Z/2). O

Antes de vermos que estes axiomas caracterizam as classes caracteristicas e
demonstrar a existéncia de tais classes vejamos um exemplo tipico de aplicagao.

Exemplo 8.60 (Calculo de w(TRP™)). O fibrado tangente de RP™ identifica-se
naturalmente com o subespaco do fibrado tangente de S™ que é invariante mediante
a acgao da aplicagao antipoda. Nao é dificil (faga um desenho) identificar este ultimo
com o fibrado

Hom(y,7")
onde v designa o fibrado tautolégico sobre RP™ e v o complementar ortogonal de
v em R”. Uma vez que

vt &R~ R
temos
TRP" ® R = Hom(y,~v%) @ Hom(y,7) = (y*)" .

Um fibrado linha real é isomorfo ao seu dual, e pelo axioma (W1) e naturalidade
temos

wy)=14z
onde z denota um gerador de H'(RP™;Z/2) logo do axioma (W3) concluimos que

n+1

(39)  w(TRP")=(1+2)"" =1+ (n+1z+ ( )

)xz—f—...—i—(n—i—l)x".
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Exercicio 8.61. Mostre que em termos das erpansées bindrias n = apay ...a, €
m = bgby ...b,, com a;,b; =0 ou 1, se tem

(Z) -11 (b) (mod 2).

K2

Recorde-se que, pelo Teorema de Whitney, qualquer variedade M de dimensao n
admite uma imersio em R?"~1. Se M admite uma imersio em R¥, entdo designando
por v o fibrado normal da imersao temos

TM @& v =RF

e portanto, pelos axiomas (W0) e (W2) concluimos que o inverso multiplicativo de
w(TM) no anel H*(M;Z/2) esta concentrado em grau < k —n = dimv.
A equacdo (39) permite-nos entao tirar a seguinte conclusao.

Teorema 8.62. Se n = 2" entio RP™ ndo admite uma imersao em R?" 2.
Proof. A férmula (39) diz-nos que

w(TRPY) = (14+z)> Q+z)=1+2)142z)=(1+z+2z").
O inverso multiplicativo deste elemento em H*(RP";Z/2) é

I+ (@z+a™)+.  + @+ 4. =1+z+... +2"!

pelo que o fibrado normal de qualquer imersao tem dimensao pelo menos n—1. [
Nota 8.63. Acabimos de calcular a menor dimensao de um espaco euclidiano em
que RP™ se pode imergir para n uma poténcia de 2. FEsta dimensao é descon-
hecida em geral apesar de haver muita informacao sobre o assunto. O método
usual para obter minorantes para esta dimensio € o que acabamos de exempli-
ficar (usando classes caracteristicas com wvalores em teorias de cohomologia gen-

eralizadas). Convida-se o leitor a tentar calcular os minorantes implicados pelas
classes de Stiefel-Whitney para outros valores de n.

Vamos agora dar uma construcao das classes de Stiefel-Whitney seguindo um
método introduzido por Grothendieck que tem a vantagem de poder ser aplicado
em outras situagoes (nomeadamente em Geometria Algébrica).

Definigao 8.64. Seja m : E — X um fibrado vectorial real de dimensdo n. A
projectivizagao de E € o fibrado p : P(E) — X com fibra RP"~! associado ao
fibrado principal determinado por E.

Sobre P(FE) ha um fibrado linha real tautologico v cuja fibra sobre | € P(FE) é
alinha [ C p~1(n(l)). Note-se que a restrigao de v a cada fibra de P(E) — X ¢ o
fibrado tautolégico sobre RP" 1. Seja

we HY(P(E);Z/2)

a classe de Stiefel-Whitney (no sentido do Teorema 8.37) de . Uma vez que w gera
a cohomologia da fibra, pelo Teorema de Leray-Hirsch temos que

H*(P(E);Z/2) = H*(X;Z/2) < L,w,...,w" "' >
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como modulo sobre H*(X;Z/2). Isso significa que existem classes tnicas w;(E) €
HY(X;7Z/2) tais que

n—1
(40) w" =Y p*(wn_i(E))w’
=0

a que chamamos as classes de Stiefel-Whitney do fibrado E — X. Com esta
definicao temos a seguinte férmula para a algebra de cohomologia da projectivizacao
de um fibrado vectorial.

Teorema 8.65 (Formula do fibrado projectivo). Se E é um fibrado vectorial real
de dimensao n,

H*(P(E);Z/2) = H*(X; Z/2)[w]/(w"(E) + ... w (E)w"™! + w").

Vejamos agora que as classes definidas em (40) sao classes caracteristicas e sat-
isfazem os axiomas (W0)-(W2). A naturalidade e o axioma (W0) sdo imediatos da
defini¢cdo. Se F — X é um fibrado linha, entdo P(E) = X e o fibrado tautologico
sobre P(E) identifica-se naturalmente com E. Se X = RP!, o fibrado tautoldgico
é classificado pela inclusio RP! € RP* pelo que w # 0 e portanto, pela formula
(40), w1 (E) # 0, o que mostra (W1). Note-se em particular que para um fibrado
linha a classe w; definida pela férmula (40) coincide com a do Teorema 8.37.

Para verificar o axioma (W2) vamos fazer uso de uma construcgéo que tem inter-
esse por si mesma.

Teorema 8.66 (Principio da cisao™). . Seja & um fibrado vectorial sobre B. Eriste

um espaco X e uma aplicacdo [ : X — B tais que
(i) f*: H*(B;Z/2) — H*(X;Z/2) é um monomorfismo,
(ii) [*(§) € uma soma de fibrados linha sobre X.

Proof. Seja p : P(§) — B a projectivizagao de . A aplicagdo p* é injectiva em
cohomologia como vimos acima. Sendo v o fibrado linha tautolégico sobre P(§)
temos

&) =7®n
onde 1 é um fibrado vectorial sobre P(£) de dimensao inferior. Podemos agora
repetir este processo para o fibrado 1 sobre P(§) e por indu¢do obtemos o resultado
pretendido. (I

Nota 8.67. A aplicagio f : X — B na demonstragdo anterior é na realidade um
fibrado sobre B, nomeadamente o fibrado associado ao fibrado vectorial & com fibra
a variedade bandeira™

O(n)/(Z/2)"

onde (Z/2)™ C O(n) € o subgrupo das matrizes diagonais. Os pontos desta var-
iedade estao em correspondéncia naural com as bandeiras em R™, ou seja com as
sucessoes crescentes de subespacos

icWoc...cV,_1 CR"

com dimV;/V;_; = 1.
De facto, o fibrado P(§) € o fibrado associado a & com fibra

RP"' = O(n)/(Z/2 x O(n — 1))

T3Em inglés splitting principle
"Em inglés flag variety.



164 GUSTAVO GRANJA

pelo que temos um diagrama de pullback

P) 5 . B7/2 x BO(n —1)
1£ : BO(n)

e portanto aplicando esta construcao repetidamente obtemos um fibrado

om)/(z/2)" — X L B.

Uma consequéncia importante do Teorema 8.66 é a unicidade de uma classe

caracteristica satisfazendo (W0)-(W2).

Corolario 8.68. Os aziomas (W0)-(W2) determinam completamente as classes

de Stiefel-Whitney.

Proof. A classe w; para fibrados linha é completamente determinada pelo axioma
(W1) e por naturalidade. Se ¢ é um fibrado vectorial sobre B, seja f : X — B é
uma aplicagao que cinde &, de forma que

ff=me...0m

com ~; fibrados linha sobre X. Pelos axiomas (W0),(W2) e naturalidade temos

fr(w(€) =w(f(€) = (1 +wi(n)) .. (1 +wi(yn)-
Como f* é injectivo em cohomologia com coeficientes Z/2 esta equagao determina
completamente w(&) o que conclui a demonstracio. O
Resta-nos verificar que as classes caracteristicas definidas por (40) satisfazem o
axioma (W2).
Proposigao 8.69. As classes definidas em (40) satisfazem (W2).

Proof. Por naturalidade e pelo Principio da cisao 8.66 basta mostrar que se

E=1D...0M

é uma soma de fibrados linha entao

w(§) = (1 4+wi(n))... (1 +wi(m))
Seja q: P(§) — B a projejctivizacao de & e consideremos a sucessao exacta
(41) 0—=7—¢ () —p—0

onde v designa o fibrado linha tautolégico sobre P(§) e u = q*(£) /7.
Fazendo o produto tensorial de (41) com v* obtemos uma inclusao R C y*®¢*(&)
e portanto uma sec¢ao

s: P(§) = 7" ®q"(§)
que nunca se anula. Sejam
Tii YT ®q(§) =7 ® ¢ ()
as projecgdes e s; = m; o s. Os conjuntos abertos V; = {z € P(&): s;(z) # 0}
satisfazem

ViU...UV, = P(¢)
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e sobre o aberto V; o fibrado v* ® ¢*(v;) é trivial. Portanto

wi(Y" ® " (%)) = wi(y") + wi(qg*(n)) =0 € H (Vi Z/2)
ou, equivalentemente,

wi(v* @ ¢" (7)) € m(H'(P(€),Vi; Z/2) — H' (P(£); Z/2)).

Como os abertos {V;} formam uma cobertura aberta de P(§) conclui-se que

n

(42) [T (") + wig* () = 0 € H*(P(€); Z/2).

i=1
Uma vez que w = wy(y*), comparando os coeficientes de w™~% nas equagoes (40) e
(42) obtemos o resultado desejado. O

Finalmente, para terminar esta seccao vejamos que as classes de Stiefel-Whitney
sao "todas" as classes caracteristicas de fibrados vectoriais reais com coeficientes
em Z/2.

Teorema 8.70. Seja & o fibrado vectorial universal sobre BO(n). Entdo
H*(BO(n); Z/2) = Z/2[w:(§), - - - ,wn(§))-
Proof. A aplicacao
RP™® x ... x RP® L, BO(n)
que classifica a soma directa de n copias do fibrado linha tautologico é uma aplicacao
de cisao para o fibrado universal (ver Nota 8.67) pelo que f* é uma aplicacdo

injectiva em H*( ;Z/2). Claramente a imagem de f* esta contida nos invariantes
pelo grupo simétrico de

H*(RP*)Z/2) =7/2[x1,. .. ,xy]
onde z; = wy (7} (7y)). Por outro lado, sendo £ o fibrado universal sobre BO(n),
pelo axioma (W2) f*(w;(£) é a componente de grau ¢ do produto
(I4+z)...(1+z,)

que é precisamente o i-ésimo polinémio simétrico elementar o;(z1,...,z,). Como
os invariantes de Z/2[x1,...,x,] pela acgdo do grupo simétrico formam a alge-
bra polinomial gerada pelos polinémios o1, ..., 0,, conclui-se que a imagem de f*
consiste precisamente nos invariantes e portanto

H*(BO(n); Z/2) = Z/2[w:(§), . .., wn(&)]
como pretendiamos demonstrar. ([

Exercicio 8.71. Calcule H*(BSO(n);Z/2).

Exercicio 8.72. Enuncie e demonstre as versoes complezxas de todos os resultados
desta secgao.

Exercicio 8.73. Se E é um fibrado vectorial complexo, mostre que c;(E) = (—1)'c;(E).

Exercicio 8.74. Mostre que a redu¢ao mod 2 de c¢; € a classe wy; do fibrado vec-
torial real subjacente.

Exercicio 8.75. Mostre que se & é um fibrado vectorial complexo de dimensao n,
cn (&) coincide com a classe de Fuler do fibrado vectorial real subjacente (com a
orienta¢do dada pela estrutura compleza).
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Exercicio 8.76. As classes de Pontryagin de um fibrado vectorial real E — X sao
as classes p;(E) € H*(X;Z) definidas pela formula

pi(E) = c2(E ® C).

Mostre que
p(E®F) = Zpi(E)pk_i(F) mod torsdao 2.
i

A definicao de K-teoria. Nesta seccdo vamos aproveitar o estudo prévio da
classificacao de fibrados para introduzir a K-teoria de um espago topologico. A K-
teoria foi introduzida em Geometria Algébrica por Grothendieck para formular uma
generalizagao do teorema de Riemann-Roch a que se chama agora o Teorema de
Grothendieck-Riemann-Roch. A construcgao foi estudada na categoria dos espagos
topologicos por Atiyah e Hirzebruch um ano mais tarde, dando origem ao primeiro
exemplo de uma teoria de cohomologia generalizada. No curto espago que vamos
dedicar a este assunto nao é possivel fazer jus a importancia do papel desempenhado
por esta teoria em Topologia e Geometria. Para uma introducao a este assunto a
partir de primeiros principios recomenda-se ao leitor o texto classico de Atiyah [At]
ou, para um tratamento mais profundo, [Bo2] e [Hu].

Conforme ja menciondmos, o conjunto de classes de isomorfismo de fibrados
vectoriais sobre um espaco X estd dotado de estrutura adicional fornecida pelas
operagoes de soma directa e produto tensorial. Nesta sec¢ao vamos escrever

Vect(X)

para o conjunto de classes de isomorfismo de fibrados vectoriais reais sobre X de
qualquer dimensao (e Vecte(X) para o andlogo complexo). Novamente o tratamento
dos casos reais e complexos é inteiramente analogo.

As operagoes @ e ® dao a Vect(X) a estrutura de um semi-anel comutativo
(isto é, a soma néo dispoe de inversos mas todos os restantes axiomas de anel sdo
verificados). Temos além disso um homomorfismo de semi-anéis

r: Vect(X) = N

que associa a um fibrado a sua dimensao.
Dado um monoide abeliano (M, +) a construg¢ao de Grothendieck associa a M o
grupo abeliano universal determinado por M

K(M) = (Z- M)/R(M)
onde Z - M designa o grupo abeliano livre gerado pelo conjunto M e R(M) designa
o subgrupo gerado por

my +mg — (M1 © ma)
onde + designa a soma no grupo abeliano livre e @ a soma em M. E facil verificar
que a aplicagdo m +— 1-m é o morfismo de mondides abelianos inicial que tem
por contradominio um grupo abeliano™. Note-se que associando os termos de uma

soma formal de acordo com o sinal dos coeficientes, qualquer elemento de K (M) é
representado por um elemento da forma

[ma] — [ma]

"Blsto é, K é o functor adjunto a direita do functor esquecido da categoria dos grupos abelianos
para a categoria dos mondides abelianos.
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com mqy,me € M. Uma construcdo alternativa de K (M) é dada no seguinte exer-
cicio.

Exercicio 8.77. Seja (M, +) um mondide abeliano. Mostre que hd um isomorfismo
natural entre K(M) e o quociente M x M /A(M) onde A(M) = {(m,m): m € M}
(que é um grupo abeliano com o inverso dado por —[(m,n)] = [(n,m)]).

Finalmente, é facil verificar que se M é um semi-anel, o produto em M determina
um produto em K (M) que lhe d4 uma estrutura de anel.

Definigao 8.78. Se X é um espaco compacto e Hausdorff, o anel de K -teoria real
de X ¢é

KO(X) = K(Vect(X)),
e o anel de K-teoria

K(X) = K(Vectc(X)).

A razao de restringir a defini¢do anterior a espacos compactos e Hausdorff sera
explicada mais adiante. Um elemento de K (X) pode ser escrito na forma
[E] - [F]

onde E e F sao fibrados vectoriais sobre X. Note-se ainda que o homomorfismo
Vect(X) — N se estende a um homomorfismo de anéis

r: K(X)—Z
que se chama a dimensdo virtual da classe em K(X).

Proposigao 8.79. Se X ¢é compacto e Hausdorff e p : E — X um fibrado vectorial,
existe N tal que E é um subfibrado do fibrado trivial X x RY — X,

Proof. Seja {Uy,...,U,} uma cobertura aberta de X que trivializa E,

(,251‘3 pil(Ui) — Uz x R™
trivializagoes locais e ;: U; — [0, 1] uma parti¢do da unidade subordinada a esta
cobertura. E imediato verificar que a aplicacao

E— X xR"™

definida pela formula

k
e (p(e), Z wi(p(e))@(@))

estd bem definida e é injectiva em cada fibra. O

Corolario 8.80. Se X é compacto e Hausdorff, qualquer classe de KO(X) pode
escrever-se na forma [E] — [RY] com E € Vect(X).

Proof. Por defini¢ao, qualquer classe em K O(X) pode escrever-se na forma [H|—[F]
com H, I € Vect(X). Seja

0—-F—-RN -G—=0
uma sucessao exacta. Escolhendo uma meétrica temos
FaG~RY

e portanto
~[F] = [G] - [RY] = [H] - [F] = [H + G] - [R"].
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Usando a caracterizacdo de K(X) dada no Exercicio 8.77 é facil mostrar o
seguinte resultado.

Corolario 8.81. Se Fy e Es5 sao fibrados vectoriais sobre um espa¢o compacto e
Hausdorff, [E1] = [Es] sse existe N tal que By +RY ~ Ey + RN,

Proof. Exercicio. O

Os dois corolarios anteriores permitem-nos representar o functor de K-teoria
para espacos compactos e Hausdorff na categoria de homotopia. De facto, o seu
contetido é que uma classe em K(X) ndo é mais do que um par formado por um
fibrado vectorial estdvel, isto é, um elemento no colimite

colim,, Vect,, (X)

onde Vect, (X) designa o conjunto das classes de isomorfismo de fibrados vectoriais

de dimensao n e o limite é tomado com respeito a operagao de adicionar um fibrado

linha trivial, juntamente com um inteiro - a dimensao virtual da classe em questao.
A operacdo de adicionar um fibrado linha trivial é classificada pelas inclustes

BO(n) — BO(n+1) e BU(n)— BU(n+1)

logo escrevendo
BO = colim,, BO(n)

BU = colim,, BU(n)
obtemos o seguinte resultado.
Teorema 8.82. Se X ¢é compacto e Hausdorff
KO(X)=[X,Zx BO] e K(X)=I[X,Zx BU]|.
O resultado anterior ndo seria verdadeiro para um espaco arbitrario X e é a
razdo porque insistimos na compacidade de X na Definicao 8.78. Em Topologia
Algébrica é costume usar a férmula do Teorema 8.82 para definir os functores de

K-teoria (a que se chama por vezes K-teoria representével).
A operacao de soma directa é classificada por aplicacoes

BU(n) x BU(m) -2 BU(n + m)

que é compativel com as aplicagbes BU(n) — BU(n + 1), no sentido em que o
diagrama

BU(n) x BU(m) ——— BU(n+m) —> BU

BU(n+1) x BU(m+1)$*>BU(n+m+2)
comuta a menos de homotopia. Isto dé-nos uma’® aplicacio

BU x BU -%5 BU

76Na realidade, é necessario verificar que o termo lim' na sucessio exacta de Milnor relevante
¢ 0 para ver que nao hd ambiguidade na classe de homotopia desta aplicagao. Alternativamente
pode-se construir a aplicacdo de forma mais cuidadosa.
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que classifica a soma em K-teoria. Mais precisamente, a soma ¢é classificada pela
aplicacao
(Z x BU) x (Z x BU) — Z x BU

que tem o comportamento 6bvio nas componentes conexas, e restrita a cada com-

ponente conexa ¢ dada por @. E facil ver que esta operagao é associativa a menos

de homotopia. Pelo Corolario 5.16 segue-se que esta multiplicagao dispoe de um

inverso ©: Z x BU — Z x BU (que classifica a diferenca de duas classes em K(X).
Dados fibrados vectoriais £ sobre X e 7 sobre Y, escrevemos

E&n =7y (€) ® 72+ (1)
onde m1: X XY — X emy: X xY — Y designam as projeccoes. Designaremos
ainda pelo mesmo nome a composta

X xY 1 BU(n +m) — BU.
Seja v o fibrado tautoldgico sobre CP! e consideremos as aplicacoes
YRE, ©Y&C" © CRE, ® C": S* x BU(n) — BU

onde &, denota o fibrado tautolégico sobre BU(n). E facil verificar que estas apli-
cagbes sdo compativeis com as inclusées BU(n) — BU(n + 1) e portanto determi-
nam uma aplicacao

B: S* x BU — BU.
A restricao de BaS?2VvBU C S%x BU é nulhomotépica, o que nos d4 a aplicacio
de Bott

B: S* A BU — BU

com adjunta (a que damos o mesmo nome)
3: YBU — QBU ~ U.

Usando o fibrado tautologico sobre QP! obtém-se de forma anéloga a aplicacdo de
Bott
B: X"BO — QBO ~ O.

Teorema 8.83 (Teorema da Periodicidade de Bott). As aplicagoes de Bott induzem
equivaléncias fracas

BU ~ (QU). e BO=~(Q70),
onde . designa a componente conexa do ponto de base.

Ha muitas demonstracoes diferentes deste resultado, todas elas com interesse. A
demonstracao original de Bott [Bol] fez-se usando Teoria de Morse no espago dos
caminhos. Bott demonstrou que o minimo para o funcional energia em QU (n) é
atingido num subconjunto difeomorfo a U(2n)/(U(n) x U(n)) e que todos os outros
pontos criticos tém um indice que tende para co com n. Passando ao limite é
possivel deduzir o Teorema 8.83. A melhor demonstragdo é talvez a que constréi
um inverso explicito para (3 usando operadores de Toeplitz e o facto de o espago dos
operadores de Fredholm num espaco de Hilbert separavel se identificar com Z x BU
(ver [At, Hu]). Com as ferramentas desenvolvidas ao longo deste curso é possivel
(mas nao facil) demonstrar directamente que 8 é uma equivaléncia de homotopia.
Pelo Corolario 7.26 "basta" calcular o efeito de § em homologia. Ver [MiT] para
uma demonstracao seguindo esta linha.
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O Teorema da Periodicidade de Bott dd-nos um 2-espectro periédico
ZxBU U ZxBU U

e portanto uma teoria de cohomologia generalizada. Da-nos também um célculo dos
grupos de homotopia dos espacos U e BU (os coeficientes da teoria de cohomologia
generalizada). Temos

Z  se k é impar,

Wk(U) -

0  caso contrario.

e resultados analogos (mas mais complicados) no caso real.

9. SUGESTOES DE LEITURA

A maior omissao neste curso introdutorio a teoria de homotopia é provavelmente
a de um estudo das operagoes de cohomologia para a cohomologia usual com co-
eficientes em Z/p. Estas operaces formam (para cada primo p) uma &lgebra A,
chamada a dlgebra de Steenrod cujo estudo é imprescindivel para uma compreensao
mais aprofundada da categoria de homotopia. A referéncia standard ¢ [Ste2] mas
para uma exposi¢ao mais pedagogica e com mais aplica¢oes recomendamos [MT]

Um outro tépico que se segue aos que tratamos de forma natural é o estudo
geral de teorias de (co)homologia generalizadas e teoria de homotopia estavel. Os
fundamentos da teoria de homotopia estavel sofreram uma revoluc¢ao nos tltimos 10
anos (ver [EKM, HSS]) que é em parte responsavel pela crescente interac¢ao com
outras areas da Matematica, mas para uma primeira introducao recomendamos
[Ad3] e [Sw].

Finalmente, apesar de necessariamente se encontrar ji algo desactualizado, o
livro [Ad4] (como todos os deste autor) é fortemente recomendado.
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