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2 GUSTAVO GRANJAClasses 
ara
terísti
as 159A de�nição de K-teoria 1669. Sugestões de Leitura 170Referen
es 1701. IntroduçãoDuas apli
ações 
ontínuas f, g : X → Y dizem-se homotópi
as se existe umaapli
ação 
ontínua
H : X × [0, 1]→ Ytal que H(x, 0) = f(x) e H(x, 1) = g(x). Esta relação de homotopia é uma re-lação de equivalên
ia no 
onjunto das apli
ações 
ontínuas. É fá
il veri�
ar que a
omposição de funções está bem de�nida nas 
lasses de homotopia. Isto permite ade�nição da 
ategoria de homotopia 1 
ujos obje
tos são os espaços topológi
os eos mor�smos as 
lasses de homotopia de apli
ações 
ontínuas.Numa primeira aproximação, pode dizer-se que a Teoria de Homotopia é o estudoda 
ategoria de homotopia, e em parti
ular o desenvolvimento de ferramentas de
ál
ulo dos 
onjuntos

[X,Y ]de 
lasses de homotopia de funções entre dois espaços X e Y .Uma razão porque este estudo tem interesse é que as soluções de muitos proble-mas interessantes de outras áreas da Matemáti
a (notavelmente problemas de 
las-si�
ação em Álgebra e Geometria) se reduzem ao 
ál
ulo de 
onjuntos de 
lasses dehomotopia.Um bom exemplo é o da 
lassi�
ação de variedades diferen
iáveis 
ompa
tas amenos de 
obordismo2 que, por um famoso resultado de Thom [Th℄, se reduz ao
ál
ulo dos grupos
[Sn+k,MO(k)]para 
ertos espaços MO(k) 
om k su�
ientemente grande. Foi esta redução quepermitiu a 
lassi�
ação das variedades a menos de 
obordismo. Outro exemplonos mesmos moldes (mas 
om um nível de so�sti
ação bastante mais elevado) é oda 
lassi�
ação de variedades simplesmente 
onexas 
om 
urvatura es
alar positivapor Stefan Stolz [St℄ (
ulminando trabalho de Gromov e Lawson).Da mesma forma, muitos problemas de 
lassi�
ação em álgebra podem ser traduzi-dos em problemas de 
ál
ulo de 
lasses de homotopia, um ponto de vista que serevela frequentemente proveitoso. Exemplos são a 
lassi�
ação de extensões e de-formações de vários tipos de obje
tos algébri
os. Um outro exemplo que, emboratrivial, 
omuni
a de forma satisfatória a ubiquidade da noção de homotopia naMatemáti
a, é o fa
to de a relação de 
onjugação entre homomor�smos de grupos(e, em parti
ular, entre elementos de um grupo) poder ser vista de forma natural
omo uma relação de homotopia entre os homomor�smos em questão.1Na realidade, o uso 
orrente deste termo não 
oin
ide 
om a de�nição que se segue, 
omoveremos mais tarde. Este aspe
to té
ni
o pode ser ignorado de momento.2Duas variedades M e N de dimensão n dizem-se 
obordantes se existe uma variedade 
ombordo W de dimensão n + 1 tal que ∂W = M

`
N



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 3A Teoria de Homotopia pode ainda ser des
rita 
omo a álgebra dos espaçostopológi
os. O tipo de homotopia de um espaço é um obje
to de 
ariz algébri
o e
ombinatório. É ele a fonte de todos os outros invariantes algébri
os que se 
ostumaasso
iar a espaços (grupos de homologia, homotopia, et
.) mas estes invariantesdão apenas uma pálida imagem do tipo de homotopia. A Teoria de Homotopia é oestudo da "álgebra" das operações que podem ser realizadas sobre os espaços e quesão invariantes de homotopia.O estudo da 
ategoria de homotopia dos espaços topológi
os é a origem da Teoriada Homotopia, mas é 
laro desde o trabalho de Quillen [Qu℄ (por sua vez baseadoem trabalho anterior de Kan) há 
er
a de 40 anos que a Teoria de Homotopia éalgo de muito mais geral, in
luindo não só toda a Topologia Algébri
a e ÁlgebraHomológi
a 
omo partes de várias outras áreas da Matemáti
a. Este ponto devista abstra
to tem 
ontribuído grandemente para o desenvolvimento re
ente daTopologia Algébri
a e a sua intera
ção 
om outras áreas da Matemáti
a.Apesar da importân
ia desta perspe
tiva abstra
ta, pare
e-nos que é preferívelter alguma familiariedade 
om o exemplo dos espaços topológi
os (que é de qualquermaneira o exemplo universal [Ho℄) antes de estudar o assunto de forma abstra
ta,pelo que este 
urso lida quase ex
lusivamente 
om espaços topológi
os. Como
ompromisso, tentaremos desenvolver em paralelo (prin
ipalmente nos exer
í
ios)alguma da teoria de homotopia dos 
omplexos em 
adeia de módulos sobre um anel,um exemplo que já deve ser algo familiar do estudo prévio de Topologia Algébri
a.Além da importân
ia intrínse
a deste exemplo, a sua simpli
idade permite por suavez iluminar alguns dos fenómenos fundamentais em teoria de homotopia.Felizmente, nos últimos anos apare
eram ex
elentes livros de texto sobre Teo-ria de Homotopia Abstra
ta ([Ho℄ e [Hi℄) que re
omendamos vivamente ao leitorinteressado. Para uma primeira introdução re
omendamos [DS℄.Finalmente, para uma breve dis
ussão da essên
ia e estado a
tual da Teoria deHomotopia 
uja eloquên
ia e sabedoria seria difí
il de superar re
omendamos aoleitor o texto de Haynes Miller [Mi℄.História. É usual datar [Wh℄ a origem da Teoria de Homotopia em 1930, 
om ades
oberta que a apli
ação de Hopf
S3 → S2(o quo
iente da esfera S3 ⊂ C2 pela a
ção diagonal de S1) não é homotópi
a a umaapli
ação 
onstante.Depois de um período de grande expansão nos anos 50 e 60 possibilitado emparte pela introdução das su
essões espe
trais, esta área passou por um períodode relativo isolamento das outras áreas da Matemáti
a nos anos 70 e 80 até quehá 
er
a de 15 anos 
ertos desenvolvimentos internos aliados a um re
onhe
imentodo seu papel fundamental em outras áreas (por exemplo, o fenómeno de simetriaespelho em geometria simplé
ti
a e 
omplexa; a teoria de homotopia motívi
a quepermitiu a resolução de vários problemas em K-teoria algébri
a e levou à atribuiçãoda medalha Fields a Voevodsky em 2002; apli
ações de teoria de homotopia aálgebra 
omutativa) levaram a uma aproximação desta área às áreas nu
leares daMatemáti
a...Pré-requisitos. Assume-se familiariedade 
om os resultados bási
os de topologiageral, 
om o grupo fundamental e teoria de revestimentos (ao nível do ex
elente



4 GUSTAVO GRANJA[Mu℄) e um 
onhe
imento bási
o de teoria de homologia e 
ohomologia (ao níveldos três primeiros 
apítulos de [Ha℄). Além disso assume-se familiariedade 
omnoções bási
as de álgebra e a linguagem das 
ategorias.Agrade
imentos. Muito obrigado ao Ri
ardo Joel Andrade, Thomas Baier, e RuiCarpentier por muitas 
orre
ções e 
omentários úteis a estas notas.2. PreliminaresEspaços Topológi
os. Es
revemos Y X ou Map(X,Y ) para o espaço das funções
ontínuas entre X e Y 
om a topologia 
ompa
ta aberta. O seguinte resultado detopologia geral será usado frequentementeProposição 2.1 ([Mu℄ Teorema 46.11). Se Y é um espaço lo
almente 
ompa
to eHausdor�, então uma apli
ação F : X×Y → Z é 
ontínua sse a apli
ação adjunta
F : X → ZY de�nida por

F (x)(y) = F (x, y)é 
ontínua.No seguimento tenderemos a não distinguir na notação entre apli
ações adjuntas.A proposição anterior expli
a porque podemos en
arar uma homotopia H : X ×
[0, 1]→ Y equivalentemente 
omo uma apli
ação H : X → Y [0,1].A proposição anterior diz que a apli
ação

ZX×Y →
(
ZY
)Xé uma bije
ção se Y for lo
almente 
ompa
to e Hausdor�. Se além disso X é Haus-dor�, é possível veri�
ar que esta apli
ação é um homeomor�smo. A 
onveniên
iade ter este último resultado sem restrições leva a que seja usual 
onsiderar emtopologia algébri
a uma 
ategoria de espaços topológi
os diferente da usual - a dosespaços 
ompa
tamente gerados.Um espaço X diz-se 
ompa
tamente gerado se

• para 
ada apli
ação f : K → X 
om K 
ompa
to e Hausdor�, f(K) ⊂ Xé fe
hado3,
• F ⊂ X é fe
hado sse para 
ada f : K → X 
om K 
ompa
to e Hausdor�,
f−1(F ) ⊂ K é fe
hado.Qualquer espaço pode ser substituído fun
torialmente por um espaço 
ompa
ta-mente gerado sem que os invariantes usuais em topologia algébri
a sejam afe
tadospor esta substituição. O preço a pagar pelas boas propriedades desta 
ategoriaé que as 
onstruções usuais (produtos, quo
ientes, et
.) têm de ser modi�
adas.Ver [RF, Apêndi
e 1℄ e [M
℄ para mais informação sobre espaços 
ompa
tamentegerados.Complexos em 
adeia. Em alguns exemplos iremos 
onsiderar o seguinte análogoalgébri
o da 
ategoria dos espaços topológi
os.3Esta 
ondição é um enfraque
imento da 
ondição Hausdor�. Pode ver-se que f(K) é ne
essári-amente Hausdor� [M
, Lema 2.1℄.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 5De�nição 2.2. Um 
omplexo em 
adeia C∗ de grupos abelianos 
onsiste numasu
essão {Cn}n∈Z de grupos abelianos e homomor�smos dn : Cn → Cn−1 (
hama-dos operadores de bordo) tais que dndn+1 = 0. Os elementos x ∈ Cn dizem-se oselementos de grau n de C∗ e es
revemos |x| = n. O grupo dos 
i
los de grau n é
Zn(C∗) = ker dne o grupo dos bordos de grau n é
Bn(C∗) = im dn+1Os grupos de homologia de C∗ são os grupos

Hn(C∗) = Zn(C∗)/Bn(C∗).Um mor�smo (de grau 0) f : C∗ → D∗ entre 
omplexos em 
adeia é umasu
essão fn : Cn → Dn de homomor�smos de grupos tais que fn−1 ◦ d
C
n = dDn ◦ fn.Os mor�smos entre dois 
omplexos formam um grupo abeliano. Uma homotopiaem 
adeia entre f, g : C∗ → D∗ é uma su
essão de homomor�smos de grupos

Hn : Cn → Dn+1tal que dn+1Hn +Hn−1dn = fn − gn. É fá
il veri�
ar que a relação de homotopiaem 
adeia é uma relação de equivalên
ia entre mor�smos e que dois mor�smoshomotópi
os determinam apli
ações iguais em homologia. Es
revemos
[C∗,D∗]para o 
onjunto das 
lasses de homotopia em 
adeia.Exemplo 2.3. Se X é um 
omplexo CW, o 
omplexo 
elular de X é o 
omplexoem 
adeia de�nido por

Cn =

{

Hn(X
n,Xn−1) se n ≥ 0

0 se n < 0
om o operador de bordo dn de�nido pela 
omposição
Hn(X

n,Xn−1)
∂
−→ Hn−1(X

n−1) −→ Hn−1(X
n−1,Xn−2).Es
revemos I∗ para o 
omplexo 
elular do intervalo [0, 1] 
om a estrutura 
elularusual. Expli
itamente, I∗ é o 
omplexo

· · · ← 0← Z⊕ Z← Z← 0← · · ·
on
entrado em dimensões 0 e 1 
om
d1(1) = (1, 0)− (0, 1).De�nição 2.4. O produto tensorial dos 
omplexos C∗ e D∗ é o 
omplexo C∗⊗D∗
om

(C∗ ⊗D∗)n = ⊕k+l=nCk ⊗Dl
om o diferen
ial de�nido por
d(x⊗ y) = dCx⊗ y + (−1)|x|x⊗ dDy.



6 GUSTAVO GRANJAExemplo 2.5. Se X e Y são 
omplexos 
elulares 
om a estrutura 
elular produto4então
C∗(X × Y ) = C∗(X)× C∗(Y )Exer
í
io 2.6. Veri�que que há uma 
orrespondên
ia natural entre homotopiasem 
adeia de C∗ para D∗ e mor�smos

C∗ ⊗ I∗ −→ D∗.Tal 
omo podemos de�nir um espaço topológi
o de apli
ações entre espaçostopológi
os, podemos de�nir um 
omplexo em 
adeia de mor�smos entre 
omplexosem 
adeia.De�nição 2.7. O 
omplexo de mor�smos entre dois 
omplexos em 
adeia C∗ e
D∗ é o 
omplexo Hom(C∗,D∗) 
om

Hom(C∗,D∗)n =
∏

k∈Z

Ab(Ck,Dk+n)onde Ab(G,H) denota o grupo abeliano de homomor�smos entre os grupos abelianos
G e H, 
om os operadores de bordo de�nidos pela fórmula

dkf = dDf + (−1)k+1fdC .Com esta de�nição a adjunção análoga à da Proposição 2.1 é válida sem re-strições:Proposição 2.8. Dados 
omplexos em 
adeias A∗, B∗, C∗, há um isomor�smo nat-ural
Hom(A∗ ⊗B∗, C∗) = Hom(A∗,Hom(B∗, C∗)).Proof. Exer
í
io. �Exer
í
io 2.9. (a) Mostre que Z0(Hom(C∗,D∗)) é o grupo abeliano dos mor�smosentre os 
omplexos C∗ e D∗.(b) Mostre que H0(Hom(C∗,D∗)) = [C∗,D∗].Exer
í
io 2.10. Se G é um grupo abeliano, es
revemos ΣnG para o 
omplexo em
adeia que 
onsiste no grupo G em dimensão n 
om todos os operadores de bordo

0. Seja X um 
omplexo 
elular. Mostre que
Hn(X;G) = [C∗(X),ΣnG].3. Fibrações e 
ofibraçõesUma estratégia bási
a para o 
ál
ulo dos 
onjuntos de homotopia [X,Y ] é en
aixá-los em "su
essões exa
tas" que os rela
ionam 
om outros 
onjuntos do mesmo tipoonde os espaços X ou Y são mais simples. Isto faz-se por meio de 
ertas estruturasfundamentais da 
ategoria da homotopia 
hamadas su
essões de 
o�brações e de�brações, que agora des
revemos. Nesta se
ção seguimos [Ma, Capítulos 6 a 9℄.4A não ser que um dos fa
tores tenha um número �nito de 
élulas ou que ambos tenham umnúmero 
ontável de 
élulas, o produto usual X × Y não é um 
omplexo 
elular. No entanto oproduto na 
ategoria dos espaços 
ompa
tamente gerados é um 
omplexo 
elular.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 7Co�brações. A 
o�bra de uma apli
ação f : X → Y é o quo
iente Y/f(X).Podemos pensar na 
o�bra 
omo uma espé
ie de 
onú
leo de f . Em geral estaoperação não se rela
iona bem 
om a relação de homotopia.Exemplo 3.1. Seja X = Sn e Y = Dn+1, f : X → Y a in
lusão, e f ′ : X → Yuma apli
ação 
onstante. Uma vez que Y é 
ontrá
til, f e f ′ são homotópi
as. A
o�bra de f é Sn+1 e a 
o�bra de f ′ é Dn+1, pelo que não têm o mesmo tipo dehomotopia.Interessa identi�
ar as apli
ações para as quais esta operação é "bem 
ompor-tada":De�nição 3.2. Diz-se que uma apli
ação i : A → X é uma 
o�bração (ou quetem a propriedade da extensão das homotopias) se dada uma apli
ação f : X → Ye uma homotopia H entre f ◦ i e outra apli
ação g : A→ Y , a homotopia H podeser estendida a uma homotopia H̃ entre f e g̃ tal que g̃ ◦ i = g. Isto é,(1) A× {0}
i

//

��

X × {0}

��
f

��5
55

55
55

55
55

55
55

5

A× [0, 1]
i×id //

H

**UUUUUUUUUUUUUUUUUUUU X × [0, 1]

H̃

$$I
I

I
I

I

YEsta propriedade diz essen
ialmente que a operação de restrição de funções 
on-tínuas a A interage de forma satisfatória 
om a relação de homotopia. É 
laro dade�nição que a 
omposição de duas 
o�brações é uma 
o�bração.Nota 3.3. Usando a adjunção 2.1 (e usando a mesma letra para designar apli
açõesadjuntas), esta propriedade pode ser es
rita da seguinte maneira
A

i

��

H // Y [0,1]

p

��
X

f
//

H̃
<<y

y
y

y
Yonde p é a avaliação no ponto 05.Exer
í
io 3.4. (a) Mostre que as 
o�brações são estáveis sob pushout. Isto é se

i : A → X é uma 
o�bração e f : A → B é uma apli
ação qualquer, então aapli
ação 
anóni
a
B → B

∐

A

Xé também uma 
o�bração.(b) Mostre que se A ⊂ X é uma 
o�bração então {A} ⊂ X/A é uma 
o�bração.6.5Nesta situação diz-se que i tem a propriedade do levantamento à esquerda em relação a p,ou que p tem a propriedade do levantamento à direita em relação a i. Em teoria de homotopiaabstra
ta, este resultado torna-se num dos axiomas da teoria6Quando a in
lusão do ponto de base ∗ num espaço Z é uma 
o�bração diz-se que o espaço ébem pontuado.



8 GUSTAVO GRANJAExer
í
io 3.5. Mostre que se A → X é uma 
o�bração e A é 
ontrá
til, então aapli
ação quo
iente X → X/A é uma equivalên
ia de homotopia.Notemos que na de�nição de 
o�bração (1), há uma es
olha universal para Y .Nomeadamente i : A → X é uma 
o�bração sse a propriedade da extensão dashomotopias (1) se veri�
a para o 
aso parti
ular em que Y denota o pushout
Y = A× [0, 1]

∐

A×{0}

Xe f : X = X×{0} → Y e H : A× [0, 1]→ Y designam as apli
ações 
anóni
as. Istoé uma 
onsequên
ia da propriedade universal do pushout que o leitor deve veri�
ar.Exer
í
io 3.6. Mostre que uma 
o�bração i : A → X é ne
essariamente ummergulho e que, se X é Hausdor�, i é uma apli
ação fe
hada.Pelo exer
í
io anterior, toda a 
o�bração é uma in
lusão de um subespaço(fe
hado se o 
odomínio é Hausdor�). Dado um par de espaços (X,A) 
om Afe
hado em X há uma 
ara
terização muito útil das in
lusões que são 
o�brações.De�nição 3.7. Um par (X,A) diz-se um par NDR7 se existe uma função 
ontínua
u : X → [0, 1] 
om A = u−1(0) e uma deformação

H : X × [0, 1]→ Xtal que H(x, 0) = x, H(a, t) = a para a ∈ A, e H(x, 1) ∈ A para u(x) < 1.A de�nição anterior diz que a vizinhança u−1([0, 1[) de A se deforma em A masnão que esta vizinhança se retrai por deformação em A uma vez que não se requerque a homotopia preserve a vizinhança8. Note-se que podemos es
olher u de talforma que u(x) < 1 para todo o x sse A é um retrato por deformação de X.Exer
í
io 3.8. Se X é um 
omplexo CW e A é um sub
omplexo, então (X,A) éum par NDR.Exer
í
io 3.9. Se (X,A) é um par NDR e Y é 
ompa
to, então (XY , AY ) é umpar NDR.Proposição 3.10. Se (X,A) e (Y,B) são pares NDR, então (X×Y,X×B∪A×Y )é um par NDR.Proof. Sejam u : X → [0, 1] e v : Y → [0, 1], H : X× [0, 1]→ X, K : Y × [0, 1]→ Y
omo na De�nição 3.7. De�nimos w : X × Y → [0, 1] por
w(x, y) = min{u(x), v(y)}e L : X × Y × [0, 1]→ X × Y por

L(x, y, t) =







(

H(x, t),K
(

y, tu(x)
v(y)

)) se u(x) ≤ v(y)
(

H
(

x, t v(y)u(x)

)

,K(y, t)
) se v(y) ≤ u(x)onde se entende que as fra
ções designam 1 no 
aso em que o denominador (eportanto também o numerador) se anula. A 
ontinuidade de L só não é 
lara nospontos onde u(x) e v(y) se anulam, mas é fá
il ver que nesses pontos a 
ontinuidade7NDR é a abreviatura de neighborhood deformation retra
t.8No entanto, se X é normal, existe de fa
to uma vizinhança de A que se retrai por deformaçãoem A (ver [Du, Teorema XV.7.4℄).



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 9é uma 
onsequên
ia de termos H(a, t) = a e K(b, t) = b para todo o t ∈ [0, 1].Claramente w−1(0) = X × B ∪ A × Y e temos w(x, y) < 1 =⇒ L(x, y, 1) ∈
X ×B ∪A× Y o que 
on
lui a demonstração. �Proposição 3.11. Seja (X,A) um par de espaços 
om A fe
hado. As seguintes
ondições são equivalentes:(i) (X,A) é um par NDR.(ii) X × {0} ∪A× [0, 1] é um retrato por deformação de X × [0, 1].(iii) Existe uma retra
ção de X × [0, 1] em X × {0} ∪A× [0, 1].(iv) A in
lusão i : A→ X é uma 
o�bração.Proof. (i) impli
a (ii) pela Proposição 3.10. De fa
to, para o par ([0, 1], {0})podemos tomar u(t) = t/2 na De�nição 3.7. A função w na demonstração de3.10 é então sempre < 1 e portanto o produto dos pares (X,A) e ([0, 1], {0}) é ain
lusão de um retrato por deformação.Claramente (ii) impli
a (iii).Se r : X × [0, 1]→ X × {0} ∪A× [0, 1] é uma retra
ção, então dados f,H 
omona De�nição 3.2 temos que

(f
∐

A

H) ◦ r : X × [0, 1]→ Yé uma extensão da homotopia H, pelo que (iii) impli
a (iv). Por outro lado,tomando Y = X × {0}
∐
A × [0, 1] e para f,H as apli
ações 
anóni
as vemosque H̃(−, 1) é uma retra
ção de X × [0, 1] em Y pelo que (iv) impli
a (iii).Finalmente vejamos que (iii) impli
a (i): dada uma retra
ção

r : X × [0, 1]→ X × {0} ∪A× [0, 1]e designando as proje
ções de X × [0, 1] por π1 e π2, podemos tomar na De�nição3.7,
H(x, t) = π1r(x, t)e

u(x) = max{t− π2r(x, t) : t ∈ [0, 1]}De fa
to, u é 
ontínua pela 
ompa
idade de [0, 1] e u(x) = 1 sse r(x, 1) ∈ X ×
{0} pelo que u(x) < 1 =⇒ H(x, 1) ∈ A. Claramente, u(x) ≥ 0 uma vez que
r(x, 0) = (x, 0), e se u(x) = 0 então r(x, t) ∈ A× [0, 1] para 
ada t > 0 e portanto
r(x, 0) = (x, 0) ∈ A× {0}. �Exer
í
io 3.12. Dê um exemplo de uma in
lusão de um subespaço fe
hado quenão seja uma 
o�bração.Pelo preço de substituir o 
ontradomínio por um espaço homotopi
amente equiv-alente, qualquer apli
ação f : X → Y pode ser substituída por uma 
o�braçãousando a 
onstrução do 
ilindro da apli
ação f . De fa
to se denotarmos por

i : X = X × {0} →Mf = X × [0, 1]
∐

X×{1}

Y



10 GUSTAVO GRANJAa in
lusão de X em Mf e por π : Mf → Y a apli
ação de�nida por π(x, t) =
f(x), π(y) = y, o seguinte diagrama(2) X

i //

f   B
BB

BB
BB

B Mf

π

��
Y
omuta, e π é uma equivalên
ia de homotopia (na realidade a retra
ção de umretrato por deformação).Se f é uma 
o�bração então a apli
ação π em (2) é mais do que uma simplesequivalên
ia de homotopia. É uma equivalên
ia de homotopia sob A no sentidoseguinte:Dado um espaço A, a 
ategoria dos espaços sob A é a 
ategoria 
ujos obje
tossão apli
ações

i : A→ Xe 
ujos mor�smos são apli
ações f : X → Y tais que o diagrama
A

i

��

j

  @
@@

@@
@@

X
f

// Y
omuta. Duas apli
ações sob A, f, f ′ : X → Y dizem-se homotópi
as sob A seexiste uma homotopia H : X × [0, 1] → Y entre f e f ′ tal que H(i(a), t) = j(a).Com esta de�nição de homotopia podemos de�nir a 
ategoria de homotopia sob
A da forma óbvia. Uma equivalên
ia de homotopia sob A 
hama-se também umaequivalên
ia de homotopia 
o�brada. O seguinte exer
í
io mostra que o tipo dehomotopia da 
o�bra de uma apli
ação é invariante mediante equivalên
ias de ho-motopia 
o�bradas.Exer
í
io 3.13. (a) Mostre que uma equivalên
ia de homotopia de pares f : (X,A)→

(Y,B) induz uma equivalên
ia de homotopia f : X/A→ Y/B.(b) Con
lua que se i : A → X e j : A → Y são espaços sob A e f : X → Y éuma equivalên
ia de homotopia 
o�brada, então f induz uma equivalên
ia dehomotopia entre as 
o�bras de i e j.Proposição 3.14. (a) Sejam i : A → X e j : A → Y 
o�brações. Se f : X →
Y é uma apli
ação sob A e uma equivalên
ia de homotopia, então f é umaequivalên
ia de homotopia 
o�brada.(b) Sejam i : A → X e j : B → Y 
o�brações. Se as apli
ações f, g no diagrama
omutativo

A

i

��

g // B

j

��
X

f
// Ysão equivalên
ias de homotopia, então (f, g) é uma equivalên
ia de homotopiade pares.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 11Proof. (a) Basta-nos mostrar que para 
ada f nas 
ondições do enun
iado existeuma apli
ação sob A, g : Y → X tal que g ◦ f ≃A idX , isto é, tal que g éum inverso de homotopia sob A à esquerda para f . De fa
to, se tal é verdadepodemos apli
ar o resultado a g para obter um inverso à esquerda sob A, f ′para g e então a equação
f ′ ≃A f

′ ◦ g ◦ f ≃A fmostra que f ′ é homotópi
o a f sob A e portanto que g é também um inversode homotopia sob A à direita para f .Como f é uma equivalên
ia de homotopia, existe h : Y → X tal que h ◦ f ≃
idX . Isto impli
a que h ◦ j ≃ i, e estendendo a X uma homotopia entre
h ◦ j e i obtemos uma apli
ação h′ : X → X tal que h′ ≃ h (e portanto
h′ ◦ f ≃ idX) e h′ ◦ j = i. Basta-nos agora determinar e : X → X sob A tal que
e ◦ (h′ ◦ f) ≃A idX uma vez que esta equação mostra que g = e ◦ h′ é o inversoà esquerda que pro
uramos.Estamos portanto reduzidos ao 
aso em que Y = X, j = i, e f ≃ idX .A essên
ia da demonstração é a maneira 
omo a propriedade da extensão dashomotopias determina um inverso à esquerda sob A para um tal f . SejaH : X×
[0, 1]→ X uma homotopia entre f e idX . A restrição H|A×[0,1] : A× [0, 1]→ Xdetermina um laço [0, 1]→ XA baseado em idA

9. Se este laço fosse 
ontrá
til,e K : A × [0, 1] × [0, 1] → X fosse uma nul-homotopia, poderíamos apli
ara propriedade de extensão das homotopias ao par (X × [0, 1], A × [0, 1]) e àhomotopia original H : X × [0, 1] × {0} → X entre f e idX para obter umahomotopia relativa a A entre f e idX (per
orrendo a fronteira de [0, 1] × [0, 1]entre (0, 0) e (1, 0) ao longo dos três segmentos que não [0, 1]× {0}).Em geral o 
aminho H|A×[0,1] não será 
ontrá
til. Podemos no entantoapli
ar a propriedade da extensão das homotopias aH|A×[0,1] e a idX para obteruma apli
ação e : X → X 
om e|A = i, e uma homotopia K : X × [0, 1] → Xentre idX e e. Este e é o inverso de homotopia que pro
uramos. De fa
to,se 
on
atenarmos a homotopia K(f(x), 1− t) 
om H obtemos uma homotopiaentre e ◦ f e idX tal que a restrição a A× [0, 1] 
orresponde a um 
aminho 
on-trá
til em XA (
omo f|A = i trata-se de um 
aminho seguido do seu inverso) epodemos apli
ar o argumento anterior para obter uma homotopia relativa a Aentre e ◦ f e idX 
on
luindo a demonstração.(b) Exer
í
io (ou ver [Ma, p. 47℄).
�Como vimos em (2) qualquer apli
ação f : X → Y pode ser substituída por uma
o�bração

X
i
→MfSe f é uma 
o�bração, a 
o�bra de f e de i têm o mesmo tipo de homotopia (pelaProposição 3.14 e Exer
í
io 3.13). Quando f não é uma 
o�bração, é a 
o�bra daapli
ação i que 
orresponde ao "
o-nú
leo de f" (
onforme o Exer
í
io 3.16)9Embora, 
om as nossas 
onvenções, o re
ípro
o só seja verdade se A é lo
almente 
ompa
toe Hausdor�. No resto da demonstração vamos ignorar a não validade desta 
orrespondên
ia umavez que é 
laro 
omo es
rever as fórmulas para as homotopias pretendidas sem nun
a falar de
aminhos em espaços de funções.



12 GUSTAVO GRANJADe�nição 3.15. A 
o�bra de homotopia, ou 
one da apli
ação f : X → Y de�ne-se pela equação
Cf =

(

(X × [0, 1])
∐

X

Y

)

/X × {0}

PSfrag repla
ementsCX = X × [0, 1]/X × {0}Cf

f(X)
YExer
í
io 3.16. (a) Mostre que, es
revendo j : Y → Cf para a in
lusão 
anóni
a,existe uma su
essão exa
ta longa de homologia

· · · → Hk(X)
f∗
→ Hk(Y )

j∗
→ Hk(Cf )

∂
→ Hk−1(X)→ · · ·(b) Mostre que se A→ X é uma 
o�bração então H∗(X,A) = H∗(X/A).A 
o�bra de homotopia tem a seguinte propriedade universal que é uma 
onse-quên
ia dire
ta da de�nição:Proposição 3.17. Se f : X → Y é uma apli
ação, dar uma apli
ação g : Cf → Zequivale a dar

• Uma apli
ação h : Y → Z,
• Uma homotopia entre h ◦ f e uma apli
ação 
onstante X → Z.Esta 
ara
terização das apli
ações a partir de uma 
o�bra traduz-se no fa
to dea su
essão de 
onjuntos de 
lasses de homotopia(3) [X,Z]

f∗

← [Y,Z]
j∗

← [Cf , Z]ser exa
ta no sentido em que dada h : Y → Z, temos f∗([h]) é a 
lasse de umaapli
ação 
onstante sse [h] está na imagem da restrição j∗.Re
orde-se que a suspensão de um espaço X é de�nida pela fórmula
ΣX ∼= (X × [0, 1])/ ∼onde ∼ é a relação de equivalên
ia gerada por (x, 0) ∼ (x′, 0) e (x, 1) ∼ (x′, 1) paratodos os x, x′ ∈ X. Esta operação de�ne um fun
tor da 
ategoria dos espaços nelaprópria da forma evidente. Es
revemos −Σf : ΣX → ΣY para a apli
ação

−Σf [(x, t)] = [(f(x), 1− t)].Há uma equivalên
ia de homotopia natural
Cj

π
→ ΣXdada pelo 
olapso do subespaço 
ontrá
til (
f. Exer
í
io 3.5) CY = (Y ×[0, 1])/(Y ×

{0}) ⊂ Cj , e portanto denotando por d : Cf → Cj a in
lusão natural, 
olapsando osubespaço 
ontrá
til CCf ⊂ Cd, temos uma equivalên
ia
Cd

π
→ ΣY.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 13Exer
í
io 3.18. Mostre que, denotando por l : Cj → Cd a in
lusão natural, oseguinte diagrama 
omuta na 
ategoria de homotopia
Cj

l //

π

��

Cd

π

��
ΣX

−Σf
// ΣYExer
í
io 3.19. Mostre que há um homeomor�smo natural10

ΣCf ≃ CΣf .Estes exer
í
ios mostram que, 
al
ulando su
essivamente as 
o�bras de homo-topia das apli
ações obtidas pelo pro
edimento anterior obtemos a seguinte su
essãoin�nita de espaços e apli
ações que desempenha um papel fundamental em teoriade homotopia.De�nição 3.20. A su
essão de 
o�bração asso
iada à apli
ação f : X → Y é asu
essão de espaços
X

f
→ Y

j
→ Cf

π
→ ΣX

−Σf
→ ΣY

−Σj
→ ΣCf

−Σπ
→ Σ2X

Σ2f
→ Σ2Y → · · ·Tal 
omo em (3) 
onsiderando apli
ações para um 
onjunto Z produz umasu
essão exa
ta longa de 
onjuntos de homotopia asso
iada à apli
ação f . Veremosem breve que, a partir do ter
eiro, estes 
onjuntos têm uma estrutura multipli
ativaque permite dar um sentido mais forte à "exa
tidão da su
essão".Exer
í
io 3.21. Mostre que se f, g : X → Y são apli
ações homotópi
as, então as
o�bras de homotopia são homotópi
amente equivalentes.Exer
í
io 3.22. Mostre que f : X → Y é uma equivalên
ia de homotopia sse Mfse retrai por deformação em X × {0}.Fibrações. A �bra de uma apli
ação f : X → Y sobre y ∈ Y é o subespaço

f−1(y) ⊂ X. A operação de tomar a �bra de uma apli
ação pode ser interpretada
omo o 
ál
ulo do "nú
leo" da apli
ação. É fá
il ver que esta operação não interagede forma satisfatória 
om a relação de homotopia (dê um exemplo!).De�nição 3.23. Diz-se que uma apli
ação p : E → B é uma �bração, ou que tema propriedade do levantamento das homotopias se em todo o diagrama 
omutativo(4) X × {0}
f //

��

E

p

��
X × [0, 1]

H
//

H̃

;;v
v

v
v

v
Bexiste o levantamento H̃.Esta de�nição diz que a operação de proje
ção p : E → B interage de formasatisfatória 
om a noção de homotopia. A de�nição tem 
omo 
orolário imediato oseguinte resultado.10Deve notar-se que este homeomor�smo tro
a as 
oordenadas do 
one e da suspensão e por-tanto quando se es
olhem geradores para a homologia de forma 
onsistente, este homeomor�smoinduz o simétri
o da apli
ação identidade em homologia.



14 GUSTAVO GRANJALema 3.24. (i) A 
omposição de duas �brações é uma �bração.(ii) Se p : E → B é uma �bração e g : A→ B é uma apli
ação 
ontínua, então opullba
k g∗p : A×B E → A é uma �bração.Há vários exemplos já familiares de �brações. A veri�
ação da propriedade dolevantamento das homotopias é muito simples e deixa-se 
omo exer
í
io.Exemplo 3.25. (i) A proje
ção π1 : B × F → B é uma �bração.(ii) Se p : E → B é um revestimento, então p é uma �bração.(iii) A apli
ação X [0,1] → X determinada pela avaliação em t = 0 é uma �bração,
hamada a �bração dos 
aminhos.11A seguinte relação entre as noções de 
o�bração e �bração é absolutamentefundamental:Proposição 3.26. Se i : A → X é uma 
o�bração e X é lo
almente 
ompa
to eHausdor�, a apli
ação
Y i : Y X → Y Aé uma �bração.Proof. Se X é Hausdor�, A é ne
essáriamente um subespaço fe
hado de X e por-tanto lo
almente 
ompa
to e Hausdor�. Usando a Proposição 2.1 podemos es
revera propriedade do levantamento das homotopias para a apli
ação de restrição
Z

��

// Y X

Y i

��
Z × [0, 1]

H
// Y Ana forma adjunta

Z ×A //

��

Z ×X

wwppppppppppp

��

Z ×X × [0, 1]

&&N
N

N
N

N
N

Z ×A× [0, 1]

66mmmmmmmmmmmm
// Yque é a propriedade da extensão das homotopias para Z × i : Z × A → Z ×X. Oresultado pretendido é portanto uma 
onsequên
ia da Proposição 3.10 apli
ada aospares (Z, ∅) e (X,A). �Note-se que a demonstração anterior 
onsiste numa utilização formal da adjunção2.1. Se utilizarmos uma 
ategoria adequada de espaços topológi
os, o resultado daproposição anterior é válido sem qualquer restrições na topologia de X.Tal 
omo no 
aso das 
o�brações é útil formular a propriedade (4) de forma dual:uma apli
ação p : E → B é uma �bração sse podemos en
ontrar uma apli
ação a11 É fá
il 
onven
ermo-nos que ao 
ontrário dos dois exemplos anteriores, esta apli
ação não élo
almente homeomorfa a um produto 
om um aberto da base.
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ejado fazendo o seguinte diagrama 
omutativo (no qual as apli
ações verti
aissão as apli
ações de avaliação em t = 0)
B[0,1]

��

E[0,1]
p[0,1]oo

��

A

H
bbDDDDDDDD

f ""E
EE

EE
EE

EE

H̃
<<z

z
z

z

B E
pooTal 
omo antes, 
on
lui-se desta formulação que há uma es
olha universal para oespaço de teste A e as apli
ações f e H:

A = E ×B B
[0,1] = {(e, α) : α(0) = p(e)}, f = π1|A, H = π2|ANeste 
aso universal, o levantamento da homotopia H̃ designa-se uma apli
ação delevantamento e portanto temos o seguinte resultadoLema 3.27. Uma apli
ação p : E → B é uma �bração sse existe uma apli
ação

Λ : E ×B B
[0,1] → E[0,1]tal que Λ(e, α)(0) = e e p(Λ(e, α)(t)) = α(t).Em breve ser-nos-á útil uma ligeira generalização deste 
on
eito. Considere-se aapli
ação de avaliação B[0,1] × [0, 1]→ B.De�nição 3.28. Seja p : E → B uma apli
ação 
ontínua. Uma apli
ação

Λ : E ×B (B[0,1] × [0, 1])→ E[0,1]diz-se uma apli
ação de levantamento estendida para p se Λ(e, α, s)(s) = e e
p(Λ(e, α, s)(t)) = α(t).Lema 3.29. Uma apli
ação p : E → B é uma �bração sse tem uma apli
ação delevantamento estendida.Proof. A restrição de uma apli
ação de levantamento estendida a E×B (B[0,1]×{0})é uma apli
ação de levantamento no sentido usual. Por outro lado, se Λ : E ×B
B[0,1] → E[0,1] é uma apli
ação de levantamento, podemos de�nir

Λ̃ : E ×B (B[0,1] × [0, 1])→ E[0,1]usando a apli
ação Λ para levantar o 
aminho α a partir de e até t = 1, e para trás,a partir de e, até t = 0. De fa
to, se es
revermos αs para o 
aminho
αs(t) =

{

α(t+ s) se t ≤ 1− s

α(1) se t > 1− se
αs(t) =

{

α(s− t) se t ≤ s
α(0) se t > sentão de�nindo

Λ̃(e, α, s)(t) =

{

Λ(αs, e)(t− s) se t ≥ s
Λ(αs, e)(s− t) se t < sé fá
il veri�
ar que Λ̃ é uma apli
ação de levantamento estendida para p. �



16 GUSTAVO GRANJAVamos agora demonstrar (seguindo [Du, Teorema XX.3.2℄) que a propriedade deser uma �bração é uma propriedade lo
al. Isto é, que uma apli
ação que se restringea uma �bração sobre 
ada um dos abertos de uma 
obertura da base é ainda uma�bração (desde que o espaço de base seja para
ompa
to). Para isso pre
isamos dealguns preliminares de Topologia Geral.De�nição 3.30. Uma 
obertura U de X diz-se lo
almente �nita se para todo o
x ∈ X existe um aberto V 
ontendo x que interse
ta apenas um número �nito deabertos de U . Um 
onjunto aberto V ⊂ X diz-se um 
onjunto 
o-zero se existe umaapli
ação 
ontínua φ : X → [0, 1] tal que φ−1(]0, 1]) = V . Uma 
obertura aberta Ude X diz-se enumerável se é uma 
obertura lo
almente �nita por 
onjuntos 
o-zero.Re
orde-se que um espaço se diz para
ompa
to se toda a 
obertura aberta admiteum re�namento lo
almente �nito. Se X é para
ompa
to e Hausdor�, então X énormal [Mu, Teorema 41.1℄ e é fá
il ver que então toda a 
obertura aberta de Xadmite um re�namento enumerável.Exemplo 3.31. Um 
omplexo 
elular é um espaço para
ompa
to e Hausdor� (ver[RF, Teorema 1.3.5℄ ou [Ha2, Proposição 1.20℄).Lema 3.32. (a) Uma interse
ção �nita de 
onjuntos 
o-zero é um 
onjunto 
o-zero.(b) A união de uma família lo
almente �nita de 
onjuntos 
o-zero é um 
onjunto
o-zero.(
) Se J ⊂ [0, 1] é fe
hado e U ⊂ X é um 
onjunto 
o-zero, o 
onjunto S(J, U) =
{f ∈ X [0,1] : f(J) ⊂ U} é um 
onjunto 
o-zero.(d) Se U é uma 
obertura de X por 
onjuntos 
o-zero e U =

⋃∞
n=1 Un 
om Unfamílias lo
almente �nitas, então U admite um re�namento enumerável.Proof. (a) Se ck : X → [0, 1] são tais que c−1

k (]0, 1]) = Uk tome-se
c(x) = min{c1(x), . . . , cn(x)}.(b) Dada uma família lo
almente �nita {Uα}, c(x) = max{cα(x)} é 
ontínua e

c−1(]0, 1]) = ∪αUα.(
) Se c−1(]0, 1]) = U , então a apli
ação c : X [0,1] → [0, 1] de�nida por c(α) =
mint∈J c(α(t)) é 
ontínua e satisfaz c−1(]0, 1]) = S(J, U).(d) Seja Wn = ∪Un. Pela parte (b), existe cn : X → [0, 1] 
om c−1

n (]0, 1]) = Wn.Tome-se W ′
n = {x ∈ Wn : ci(x) < 1/n, i = 1, . . . , n − 1}. Então W ′

n é um
onjunto 
o-zero e {W ′
n} é uma 
obertura lo
almente �nita. {Un ∩W ′

n : n ∈ N}é o re�namento desejado.
�Teorema 3.33 (Hurewi
z). Seja p : E → B uma apli
ação 
ontínua. Se existeuma 
obertura enumerável U = {Uα} de B tal que p : p−1(Uα)→ Uα é uma �braçãopara 
ada α, então p é uma �bração.Proof. Seja {Uα} uma 
obertura de B satisfazendo as 
ondições do enun
iado e

Λα : p−1(Uα)×Uα (U [0,1]
α × [0, 1])→ E[0,1]apli
ações de levantamento estendidas para p : p−1(Uα) → Uα. Para 
ada n-tuplode indí
es (α1, . . . , αn) sejaWα1,...,αn = S([0, 1/n], Uα1

)∩. . .∩S([(n−1)/n, 1], Uαn).Pelo Lema 3.32(a) e (
) estes 
onjuntos são 
o-zero. Como [0, 1] é 
ompa
to, aimagem de 
ada α ∈ B[0,1] interse
ta apenas um número �nito de abertos Uα pelo



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 17que Un = {Wα1,...,αn} é uma família lo
almente �nita (mas infelizmente não uma
obertura). A 
obertura U = ∪Un de B[0,1] está portanto nas 
ondições do Lema3.32(d) e portanto podemos es
olher um re�namento enumerável {Vµ} para U .Vamos agora de�nir apli
ações de levantamento estendidas lo
ais
Λµ : E × (B[0,1] × [0, 1]) ∩ E × Vµ × [0, 1]→ E[0,1]Para 
ada µ, es
olha-se (α1, . . . , αn) tais que Vµ ⊂ Wα1,...,αn . Dado (e, α, t) nodomínio de Λµ tome-se k tal que t ∈ [(k − 1)/n, k/n]. Seja αj o prolongamentopor 
aminhos 
onstantes de α|[(j−1)/n,j/n] ao intervalo [0, 1]. Podemos de�nir β =

Λµ(e, α, t) indutivamente da seguinte forma
β(s) =







Λβk(e, αk, t)(s) se (k − 1)/n ≤ t ≤ k/n

Λβk−1
(Λβk(e, αk, t)((k − 1)/n), αk−1, (k − 1)/n)(s) se (k − 2)/n ≤ t ≤ (k − 1)/n

Λβk+1
(Λβk(e, αk, t)(k/n), αk+1, k/n)(s) se k/n ≤ t ≤ (k + 1)/n

. . .É fá
il veri�
ar que esta apli
ação é 
ontínua, e por de�nição satisfaz as equaçõesrequeridas de uma apli
ação de levantamento. No entanto, se Wµ ∩Wµ′ 6= ∅ nãotemos garantia que Λµ e Λµ′ estejam de a
ordo na interse
ção e portanto nãotemos ainda uma apli
ação de levantamento globalmente de�nida. Este problemaresolve-se utilizando uma partição da unidade para a 
obertura {Wµ}.Seja cµ : B[0,1] → [0, 1] tais que c−1
µ (]0, 1]) = Wµ e
∑

µ

cµ(α) = 1para todo o α ∈ B[0,1]. Es
olhamos uma ordem total para o 
onjunto dos indí
es
{µ} e uma 
obertura de B[0,1] por abertos {U} tais que 
ada aberto U interse
taapenas um número �nito de abertos Wµ1

, . . . ,Wµk 
om µ1 < . . . < µk. De�nimosfunções ti : U → [0, 1] para i = 1, . . . , k por
ti(α) = cµ1

(α) + . . .+ cµi(α)de forma que tk(α) = 1 para todo o α ∈ U . De�nimos em U uma nova função delevantamento
ΛU : E ×B B

[0,1] ∩ E × U → E[0,1]que 
ombina todas as funções dos abertos Λµi da seguinte forma
ΛU (e, α)(t) =







Λµ1
(e, α, 0)(t) se 0 ≤ t ≤ t1(α)

Λµ2
(Λµ1

(e, α, 0)(t1(α)), α, t1(α))(t) se t1(α) ≤ t ≤ t2(α)

. . .É fá
il veri�
ar que esta apli
ação é 
ontínua no seu domínio. A sua propriedadefundamental é que ΛU (e, α) depende apenas dos abertos Wµi a que α perten
e (enão do 
onjunto U) pois se α 6∈ Wµi então ti(α) = ti+1(α). Isto mostra que se
α ∈ U ∩ V , então ΛU (α) = ΛV (α). Obtemos assim a apli
ação de levantamentopretendida

Λ : E ×B B
[0,1] → E[0,1]através da fórmula

Λ(e, α) = ΛU (e, α) para U um aberto qualquer 
ontendo αCon
lui-se que p é uma �bração. �
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onsequên
ia importante deste teorema é que as apli
ações que lo
almentesão produtos têm a propriedade do levantamento das homotopias (pelo menosquando a base é para
ompa
ta).De�nição 3.34. Uma apli
ação p : E → B diz-se um �brado 
om �bra F se existeuma 
obertura aberta U = {Uα} de B tal que para 
ada α existe um homeomor�smo
φα fazendo o seguinte diagrama 
omutar

p−1(Uα)

p
##H

HH
HH

HH
HH

φ // Uα × F

π1
{{ww

ww
ww

ww
w

UαCorolário 3.35. Se p : E → B é um �brado e B é um espaço para
ompa
to então
p é uma �bração.Dado um espaço B, podemos de�nir a 
ategoria dos espaços sobre B 
ujos ob-je
tos são as apli
ações

E
p
→ Be 
ujos mor�smos são as apli
ações f : E → E′ tais que

E
p

��@
@@

@@
@@

f // E′

q

~~}}
}}

}}
}

B
omuta. Temos a noção óbvia de homotopia de apli
ações sobre B e a 
omposiçãode apli
ações está bem de�nida nas 
lasses de homotopia pelo que podemos de�nira 
ategoria de homotopia de espaços sob B. Um isomor�smo nesta 
ategoria diz-se uma equivalên
ia de homotopia �brada. Mais geralmente podemos de�nir uma
ategoria de apli
açãoes onde os obje
tos são as apli
ações p : E → B e os mor�smossão os diagramas 
omutativos
E

p

��

f // E′

q

��
B

g // B′
om a noção de homotopia óbvia. Os isomor�smos na 
orrespondente 
ategoria dehomotopia 
hamam-se equivalên
ias de homotopia de �brações. Tal 
omo no 
asodual das 
o�brações, as �brações têm a seguinte propriedade útil:Proposição 3.36. (a) Se p : E → B e q : E′ → B são �brações e f : E → E′é uma apli
ação sobre B e uma equivalên
ia de homotopia, então f é umaequivalên
ia de homotopia �brada.(b) Se p : E → B e q : E′ → B′ são �brações e f : E → E′, g : B → B′ sãoequivalên
ias de homotopia tais que o diagrama
E

f //

p

��

E′

q

��
B g

// B′
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omuta então (f, g) é uma equivalên
ia de homotopia de �brações.Proof. Exer
í
io. �Qualquer apli
ação f : X → Y pode ser substituída por uma �bração da seguintemaneira. De�na-se
Pf = X ×Y Y

[0,1] = {(x, α) ∈ X × Y [0,1] : f(x) = α(0)}Temos uma in
lusão e proje
ção naturais
i : X → Pf i(x) = (x, cf(x)), π : Pf → Y π(x, α) = α(1)(onde es
revemos ca para o 
aminho 
onstante em a ∈ Y ) e o seguinte diagrama
omuta(5) X

i //

f

  A
AA

AA
AA

A Pf

π

��
YExer
í
io 3.37. (a) i é a in
lusão de um retrato por deformação (e portanto uma
o�bração).(b) π é uma �bração.É uma 
onsequên
ia da Proposição 3.36 que, se f : X → Y é uma �bração entãoa apli
ação i é uma equivalên
ia de homotopia �brada e em parti
ular induz umaequivalên
ia de homotopia entre as �bras f−1(y) e π−1(y) para 
ada y ∈ Y . Istosugere a seguinte de�nição:De�nição 3.38. A �bra de homotopia de uma apli
ação f : X → Y sobre y ∈ Y ,é o espaço

Ff = π−1(y) = {(x, α) ∈ X × Y [0,1] : α(0) = f(x), α(1) = y}Tal 
omo no 
aso dual das 
o�brações temos 
laramenre a seguinte propriedadeuniversal da �bra de homotopia:Proposição 3.39. Dar uma apli
ação g : A→ Ff entre A e a �bra de homotopiasobre y ∈ Y , equivale a dar
• Uma apli
ação h : A→ X,
• Uma homotopia entre f ◦ h e a apli
ação 
onstante A→ {y} ⊂ Y .Dito de outra forma, a su
essão de 
onjuntos

[A,Ff ]
π1∗→ [A,X]

f∗
→ [A, Y ]é exa
ta no mesmo sentido que (3). Notemos que para iterar esta operação de tomara �bra, pre
isamos de es
olher um ponto de base em X sobre o qual tomar a �brade π : Ff → X. Assim as su
essões de �bração de�nem-se naturalmente apenasna 
ategoria dos espaços pontuados 
ujos obje
tos 
onsistem em pares (X,x0) 
om

x0 ∈ X, e os mor�smos são as apli
ações que preservam pontos de base.Vamos agora ver que a propriedade do levantamento das homotopias nos dá umaa
ção dos 
aminhos na base no espaço total de uma �bração. Seja p : E → B uma



20 GUSTAVO GRANJA�bração, e α : [0, 1] → B um 
aminho 
om α(0) = b e α(1) = b′. Apli
ando apropriedade do levantamento das homotopias ao diagrama
p−1(b)× {0}

��

// E

p

��
p−1(b)× [0, 1]

H̃α

55jjjjjjjjj
π2 // [0, 1]

α // Bobtemos uma apli
ação
Mα : p−1(b)→ p−1(b′)de�nida por
Mα(e) = H̃α(e, 1).Esta apli
ação depende da es
olha de levantamento H̃α, mas dados dois 
aminhoshomotópi
os α ≃ α′, e dois levantamentos H̃α, H̃α′ : p−1(b) × [0, 1] → E, umaapli
ação da propriedade do levantamento das homotopias12 ao diagrama

p−1(b)× ([0, 1]× {0, 1} ∪ {0} × [0, 1])
F //

��

E

p

��
p−1(b)× [0, 1]× [0, 1]

K̃

22ffffffffffffffff
π2 // [0, 1]× [0, 1]

K // Bonde K designa a homotopia entre α e α′, F é a apli
ação de�nida por
F (e, t, 0) = H̃α(e, t) F (e, t, 1) = H̃α′(e, t) F (e, 0, t) = emostra que a apli
ação p−1(b)× [0, 1]→ p−1(b′) de�nida por

(e, t) 7→ F (e, 1, t)é uma homotopia entre as apli
ações Mα e M ′
α. Con
luímos portanto que a 
lassede homotopia da apli
ação de monodromia

Mα : p−1(b)→ p−1(b′)está bem de�nida e depende apenas da 
lasse de homotopia do 
aminho α.Se α é um 
aminho 
onstante, podemos 
laramente tomar H̃α(e, t) = e e se α∗βdenota a 
on
atenação de dois 
aminhos, a expressão
H̃α∗β(e, t) =

{

H̃α(e, 2t) se 0 ≤ t ≤ 1
2

H̃β(Mα(e), 2t− 1) se 1
2 ≤ t ≤ 1é um levantamento de α ∗ β, mostrando que

Mα∗β ≃Mβ ◦Mα.Temos portanto o seguinte resultado:Proposição 3.40. Seja p : E → B uma �bração. A apli
ação que asso
ia a 
adaponto b ∈ B a �bra p−1(b), e a 
ada 
lasse de homotopia de 
aminhos [α] entre b e
b′ ∈ B a 
lasse de homotopia [Mα] : p−1(b)→ p−1(b′) é um fun
tor 
ontravariante

M : Π(B)→ Ho(Top)do grupóide fundamental de B para a 
ategoria de homotopia dos espaços topológi-
os.12Note-se que o par ([0, 1] × [0, 1], [0, 1] × {0, 1} ∪ {0} × [0, 1]) é homeomorfo ao par ([0, 1] ×
[0, 1], [0, 1] × {0}).



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 21Corolário 3.41. Seja p : E → B uma �bração. Se b, b′ ∈ B perten
em à mesma
omponente 
onexa por ar
os de B, as �bras p−1(b) e p−1(b′) são homotopi
amenteequivalentes.Corolário 3.42. Se p : E → B é uma �bração e b ∈ B, temos uma representação(dita de monodromia)
ρ : π1(B, b)→ Auth(p

−1(b))onde Auth(p
−1(b) denota o grupo de equivalên
ias de homotopia da �bra p−1(b). Arepresentação é de�nida por

ρ([α]) = [Mα].Exer
í
io 3.43. Neste exer
í
io, assuma que a adjunção 2.1 é válida para os es-paços que for 
onveniente. Seja p : E → B uma �bração e seja Auth(p
−1(b))o monóide topológi
o das equivalên
ias de homotopia de p−1(b) (
om o produtode�nido pela 
omposição de apli
ações). Promova a representação do Corolário3.42 a uma apli
ação

φ : ΩbB → Auth(p
−1(b))que é multipli
ativa a menos de homotopia (Compare este resultado 
om a demon-stração da Proposição 3.14 no 
aso da �bração XX → XA.)Espaços pontuados. Um espaço pontuado é um par (X, ∗) 
om ∗ ∈ X. Umaapli
ação f : (X, ∗) → (Y, ∗) é uma apli
ação f : X → Y que preserva o ponto debase. Os espaços pontuados juntamente 
om estas apli
ações formam a 
ategoriados espaços pontuados. Dado um espaço X es
revemos X+ para o espaço X 
omum ponto de base disjunto. A apli
ação

X → X+é um fun
tor da 
ategoria dos espaços para a 
ategoria dos espaços pontuados(adjunto à esquerda do fun
tor esque
ido). Re
orde-se que um espaço se diz bempontuado se a in
lusão do ponto de base é uma 
o�bração.O 
oproduto na 
ategoria dos espaços pontuados é a soma wedge, de�nida por
X ∨ Y = (X

∐

Y )/∗X ∼ ∗YO produto é o produto usual 
om o ponto de base (∗X , ∗Y ) e de�nimos o produtosmash pela fórmula
X ∧ Y = (X × Y )/(X ∨ Y ).Exemplo 3.44. Para todo o k, n ≥ 0, Sk ∧ Sn é homeomorfo a Sn+k.O produto smash está sujeito a algumas patologias 
omo é indi
ado na primeiraparte do seguinte exer
í
io.Exer
í
io 3.45. (a) Mostre que Q ∧ (Q ∧ N) 6≃ (Q ∧Q) ∧ N.(b) Mostre que se X,Z são lo
almente 
ompa
tos e Hausdor� então X ∧ (Y ∧Z) ≃

(X ∧ Y ) ∧ Z.Es
revemos
Map∗(X,Y ) ⊂ Y Xpara o subespaço de Y X formado pelas apli
ações que preservam o ponto de base,
om ponto de base dado pela apli
ação 
onstante no ponto de base de Y . Pelapropriedade universal do quo
iente temos uma apli
ação(6) Map∗(X ∧ Y,Z)→ Map∗(X,Map∗(Y,Z))



22 GUSTAVO GRANJAque é uma bije
ção se Y é lo
almente 
ompa
to e Hausdor� (de a
ordo 
om aProposição 2.1). Esta adjunção expli
a a relevân
ia do produto smash. Note-seque numa 
ategoria adequada de espaços topológi
os esta adjunção é válida semrestrições e é na realidade um homeomor�smo de espaços topológi
os o que impli
aformalmente a asso
iatividade do produto smash.A noção natural de homotopia nesta 
ategoria é a de uma homotopia que preserveo ponto de base, que podemos es
rever
H : X ∧ [0, 1]+ → YO 
onjunto das 
lasses de homotopia pontuadas entre (X, ∗) e (Y, ∗) es
reve-se

[X,Y ]∗Note-se que este 
onjunto tem um ponto de base natural (a apli
ação 
onstante noponto de base de Y ).Podemos de�nir 
o�brações e �brações na 
ategoria dos espaços pontuados, pelaspropriedades da extensão e levantamento das homotopias (pontuadas). A relaçãoentre estes 
on
eitos e os 
on
eitos dis
utidos anteriormente é a seguinte: Uma
o�bração é uma 
o�bração pontuada (uma vez que o ponto de base perten
e aosubespaço). Se (A, ∗) → (X, ∗) é uma 
o�bração pontuada e (A, ∗) (e portanto
(X, ∗)) é bem pontuado, então A → X é uma 
o�bração. Por outro lado uma�bração pontuada é uma �bração (uma vez que a propriedade do levantamentodas homotopias pontuadas para A+ é o mesmo que a propriedade do levantamentodas homotopias para A) e uma �bração tem ne
essáriamente a propriedade dolevantamento das homotopias pontuadas relativamente aos espaços bem pontuados.O 
ilindro reduzido de uma apli
ação f : (X, ∗)→ (Y, ∗) é o espaço

Mf = (X ∧ [0, 1]+
∐

Y )/(x ∧ 1 ∼ f(x))e o 
one reduzido ou a 
o�bra de homotopia de f é
Cf = Mf/(X × {0}).A suspensão reduzida de (X, ∗) é

ΣX = X ∧ S1.É usual identi�
ar S1 
om o quo
iente [0, 1]/({0, 1}) e es
rever x ∧ t 
om t ∈ [0, 1]para um elemento de ΣX.Note-se que Mf , Cf e ΣX obtêm-se das versões não reduzidas 
olapsando umintervalo [0, 1]. É fá
il ver que se X e Y são bem pontuados, as in
lusões desteintervalo são 
o�brações e portanto as apli
ações quo
iente são equivalên
ias dehomotopia.O espaço dos 
aminhos de (X, ∗) é o espaço pontuado PX = Map∗([0, 1],X) emque damos a [0, 1] o ponto de base 0. Temos uma apli
ação natural
e : PX → Xdada por avaliação em t = 1. O espaço de laços de (X, ∗) é o espaço pontuado

ΩX = Map∗(S
1,X).A adjunção (6) tem 
omo 
onsequên
ia imediata a seguinte relação

[ΣX,Y ]∗ = [X,ΩY ]∗Proposição 3.46. [ΣX,Y ]∗ é um grupo e [Σ2X,Y ] é um grupo abeliano.
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ação em [ΣX,Y ] é induzida pela apli
ação
ΣX

ν
→ ΣX ∨ ΣXque 
olapsa o "equador" de ΣX. Mais pre
isamente, identi�
ando 
omo habitual-mente S1 
om [0, 1]/{0, 1},

ν(x ∧ t) =

{

x ∧ 2t ∈ ΣX ∨ ∗ se 0 ≤ t ≤ 1/2

x ∧ (2t− 1) ∈ ∗ ∨ ΣX se 1/2 ≤ t ≤ 1Utilizando o argumento já familiar no 
aso do grupo fundamental13, é fá
il ver queeste produto é asso
iativo, que o elemento neutro é dado pela 
lasse da apli
ação
onstante e que a 
lasse da apli
ação −f : ΣX → Y de�nida por
(−f)(x ∧ t) = f(x ∧ (1− t)é o inverso de [f ] ∈ [ΣX,Y ].Para ver que [Σ2X,Y ] é abeliano, notemos que S1∧S1 é homeomorfo a [0, 1]2/∂([0, 1]2).Por de�nição, a multipli
ação em [Σ2X,Y ] efe
tua-se 
on
atenando as apli
açõesna segunda 
oordenada. A �gura PSfrag repla
ements

→→→
∗

∗

∗

∗

ff

ff gg

ggilustra a homotopia entre [f ][g] e [g][f ]. �Uma vez que Sn = ΣnS0 = Σ2Sn−2, as 
lasses de homotopia a partir de umaesfera de dimensão maior ou igual a 2 formam um grupo abeliano.De�nição 3.47. Seja (X, ∗) um espaço pontuado. Para 
ada n ≥ 0, de�ne-se o
n-ésimo grupo de homotopia de X por

πn(X, ∗) = [Sn,X]∗É 
laro que π0(X) é o 
onjunto pontuado das 
omponentes 
onexas por ar
osde X, π1(X, ∗) é o grupo fundamental. Para n ≥ 2, πn(X, ∗) é um grupo abeliano
omo observámos a
ima. Estes grupos são os invariante mais importantes em teoriade homotopia, e geralmente quaisquer outros invariantes (grupos de homologia porexemplo) podem ser interpretados em termos deles. Note-se que sempre que sejaválida a adjunção 2.1 temos [ΣnX,Y ]∗ = πn(Map∗(X,Y )). Estes grupos são ex-tremamente difí
eis de 
al
ular em geral. Até à data não são 
onhe
idos os gruposde homotopia de S2 (ou na realidade de qualquer 
omplexo 
elular �nito que nãoseja aesféri
o14).É 
laro da de�nição da multipli
ação na Proposição 3.46 que a 
omposição 
omuma apli
ação g : (Y, ∗)→ (Z, ∗) determina um homomor�smo de grupos
[ΣX,Y ]∗

g∗
→ [ΣX,Z]∗,e que

Σf : ΣX → ΣY13Note-se que se assumirmos a adjunção 2.1, temos [ΣX, Y ] = π1(Map∗(X, Y )).14 Diz-se que um espaço é aesféri
o se πk(X, ∗) = 0 para todo o k ≥ 2.



24 GUSTAVO GRANJAdetermina, por pré-
omposição, um homomor�smo de grupos
[ΣX,Z]∗

Σf∗

← [ΣY,Z].Tal 
omo no 
aso não pontuado (
f. Exer
í
ios 3.18 e 3.19) temos o seguinteresultado 
uja demontração se deixa 
omo exer
í
io.Lema 3.48. Seja f : (X, ∗) → (Y, ∗), i : Y → Cf , j : Ci → Cf as in
lusõesnaturais, π : Cf → ΣX a apli
ação que 
olapsa Y ⊂ Cf , ξ : Ci → ΣX a apli
açãoque 
olapsa Y ∧ [0, 1]+ em Cf , e τ : Cj → ΣY a apli
ação que 
olapsa Cf ∧ [0, 1]+.(a) No seguinte diagrama, o triângulo 
omuta, o quadrado 
omuta a menos dehomotopia e as apli
ações verti
ais são equivalên
ias de homotopia
Y

i // Cf
π //

j !!B
BB

BB
BB

B ΣX
−Σf // ΣY

Ci

ξ

OO

// Cj

τ

OO(b) Há um homeomor�smo natural ΣCf ≃ CΣf .O resultado anterior sugere a seguinte de�nição.De�nição 3.49. A su
essão de 
o�bração asso
iada a f : (X, ∗) → (Y, ∗) é asu
essão
X

f
→ Y

i
→ Cf

π
→ ΣX

−Σf
→ ΣY

−Σi
→ ΣCf

−Σπ
→ Σ2X

Σ2f
→ · · ·O lema anterior mostra que a menos de equivalên
ia de homotopia, em 
adasubsu
essão de três termos de uma su
essão de 
o�bração

X0 → X1 → X2temos que X2 é a 
o�bra de homotopia da apli
ação X0 → X1. Pela propriedadeuniversal da 
o�bra de homotopia temos então o seguinte resultado.Proposição 3.50. Seja f : (X, ∗) → (Y, ∗) uma apli
ação e (Z, ∗) um espaçopontuado. A su
essão
[X,Z]∗

f∗

← [Y,Z]∗
i∗
← [Cf , Z]∗

π∗

← [ΣX,Z]∗
Σf∗

← [ΣY,Z]
Σi∗
← [ΣCf , Z]

Σπ∗

← · · ·é uma su
essão exa
ta de 
onjuntos pontuados, de grupos a partir do ter
eiro termoe de grupos abelianos a partir do sexto termo.Notemos que a exa
tidão da su
essão não é afe
tada se tro
armos o sinal dasapli
ações. A exa
tidão da su
essão a
ima tem um signi�
ado mais forte na se
ção(7) [Y,Z]∗
i∗
← [Cf , Z]∗

π∗

← [ΣX,Z]∗De fa
to, a apli
ação
Cf

c
→ ΣX ∨ Cfque "
olapsa o equador de X ∧ [0, 1]+", de�nida por

c(z) =







x ∧ 2t ∈ ΣX se z = x ∧ t, 0 ≤ t ≤ 1/2

x ∧ (2t− 1) ∈ Cf se z = x ∧ t, 1/2 ≤ t ≤ 1

z ∈ Cf se z ∈ Y ⊂ Cf
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ação
[ΣX,Z]∗ × [Cf , Z]∗

c∗
−→ [Cf , Z]∗e é um exer
í
io simples veri�
ar que se trata de uma a
ção do grupo [ΣX,Z]∗ no
onjunto [Cf , Z]∗.Proposição 3.51. Na su
essão (7) temos i∗([f ]) = i∗([g]) sse existe [h] ∈ [ΣX,Z]∗tal que

i∗([f ]) = c∗([h], [g]).Proof. Sejam f, g : Cf → Z tais que i∗([f ]) = i∗([g]). Pela propriedade de extensãodas homotopias, podemos substituir f, g por apli
ações tais que f ◦ i = g ◦ i. Aapli
ação
h : ΣX → Zde�nida por

h(x ∧ t) =

{

f(x ∧ 2t) se 0 ≤ t ≤ 1/2

g(x ∧ (2t− 1)) se 1/2 ≤ t ≤ 1está portanto bem de�nida, e é fá
il ver que (h ∨ g) ◦ c ≃ f 
omo queríamosdemonstrar. �Exer
í
io 3.52. Sejam X e Y espaços bem pontuados. Mostre que
Σ(X × Y ) ≃ ΣX ∨ ΣY ∨ ΣX ∧ Y.Sugestão: Use a su
essão de 
o�bração determinada por X ∨ Y →֒ X × Y paramostrar que a apli
ação X ∧ Y → ΣX ∨ ΣY é nulhomotópi
a.Na 
ategoria dos espaços pontuados podemos agora de�nir a su
essão dual dasu
essão de 
o�bração de uma apli
ação.De�nição 3.53. A �bra de homotopia de uma apli
ação f : (X, ∗)→ (Y, ∗) é

Ff = {(x, α) ∈ X × Y [0,1] : α(0) = ∗, α(1) = f(x)}.Note-se que esta de�nição 
oin
ide 
om a De�nição 3.38 no 
aso não pontuadoapenas a menos de homeomor�smo. A razão desta nova de�nição prende-se 
om ofa
to de se tomar normalmente 0 para ponto de base em [0, 1]. Com esta de�niçãotemos um diagrama de pullba
k de espaços pontuados
Ff

� � //

π1

��

Map∗([0, 1], Y )

e

��
X

f
// Y

.

Note-se que π1 é uma �bração, sendo o pull-ba
k de uma �bração. A �bra de π1sobre o ponto de base é 
laramente homeomorfa a ΩY . Consideremos a fa
torização
Ff

� � j //

π1

��@
@@

@@
@@

@
Ff ×X X [0,1]

e

yyssssssssss

Xem que
Ff ×X X [0,1] = {(x, α, β) ∈ X × Y [0,1] ×X [0,1] : α(0) = ∗, α(1) = f(x), β(1) = x}



26 GUSTAVO GRANJAe e(x, α, β) = β(0). A menos de homeomor�smo trata-se exa
tamente da fa
-torização (5) da apli
ação π1 : Ff → Y 
omo uma equivalên
ia de homotopiaseguida de uma �bração. A �bra de e sobre o ponto de base é exa
tamente Fπ1
.Pela Proposição 3.36(a), j é uma equivalên
ia de homotopia �brada e portantorestringe-se a uma equivalên
ia de homotopia

j|ΩY : ΩY → Fπ1
.Exer
í
io 3.54. Determine um inverso de homotopia explí
ito para j.O seguinte resultado é o dual do Lema 3.48. Dada uma apli
ação f : (X, ∗) →

(Y, ∗) es
revemos −Ωf : ΩX → ΩY para a apli
ação de�nida por
−Ω(f)(α)(t) = f ◦ α(1− t).Lema 3.55. (1) No diagrama seguinte

ΩX
−Ωf //

��

ΩY

j

��

� � // Ff

Fπ1
// Fπ

π1

>>||||||||as apli
ações verti
ais são equivalên
ias de homotopia, o quadrado 
omutaa menos de homotopia e o triângulo 
omuta estritamente.(2) Há um homeomor�smo natural entre FΩf e ΩFf .Proof. Exer
í
io. �De�nição 3.56. A su
essão de �bração asso
iada a uma apli
ação f : (X, ∗) →
(Y, ∗) é a su
essão

· · · → Ω2X
Ω2f
→ Ω2Y

−Ωi
→ ΩFf

Ωπ1→ ΩX
−Ωf
→ ΩY

i
→ Ff

π1→ X
f
→ Y.Notemos que se X é um espaço pontuado, existe uma multipli
ação natural em

ΩX

ΩX × ΩX → ΩXdeterminada pela 
on
atenação de 
aminhos em X. Esta multipli
ação determinauma operação nos 
onjuntos [A,ΩX]∗ que se veri�
a fá
ilmente ser uma operaçãode grupo. É ainda imediato a partir das de�nições das operações que o isomor�smonatural dado pela adjunção
[ΣA,X]∗ → [A,ΩX]∗é um isomor�smo de grupos. Uma apli
ação g : (A, ∗) → (B, ∗) determina 
lara-mente, por pré-
omposição, um homomor�smo de grupos
[B,ΩX]∗

g∗

→ [A,ΩX]∗É ainda fá
il veri�
ar que dado f : (X, ∗)→ (Y, ∗)

[A,ΩX]∗
(Ωf)∗
→ [A,ΩY ]∗é um homomor�smo de grupos. Tal 
omo no 
aso dual temos o seguinte resultado.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 27Proposição 3.57. Dados f : (X, ∗)→ (Y, ∗) e (A, ∗), a su
essão(8) · · · [A,Ω2X]∗
(Ω2f)∗
→ [A,Ω2Y ]∗ → · · · → [A,Ff ]∗

π1∗→ [A,X]∗
f∗
→ [A, Y ]∗é uma su
essão exa
ta de 
onjuntos pontuados, de grupos a partir do ter
eiro termoe de grupos abelianos a partir do sexto termo.Notemos ainda, que há uma a
ção natural

ΩY × Ff
a
→ ΩYde�nida por

a(α, x, β) = (x, α ∗ β).Esta a
ção determina uma a
ção do grupo [A,ΩY ]∗ no 
onjunto pontuado [A,Ff ]∗e a exa
tidão da su
essão de �bração em
[A,ΩY ]∗

j∗
→ [A,Ff ]∗

π1∗→ [A,X]tem o sentido mais forte
π1∗([f ]) = π1∗([g]) ⇐⇒ ∃[h] ∈ [A,ΩY ]∗ : a ◦ (h, f) ≃ g.Se p : E → B é uma �bração então a in
lusão

F = p−1(∗) →֒ Fpda �bra sobre o ponto de base na �bra de homotopia é uma equivalên
ia de ho-motopia pelo que podemos substituir Fp pela �bra na su
essão (8). Em termosgeométri
os a apli
ação
[A,ΩB]∗ → [A,F ]∗obtida 
ompondo a apli
ação da su
essão da �bração 
om a equivalên
ia de homo-topia Ff → F pode ser des
rita do seguinte modo: Dada uma apli
ação

g : A→ ΩBseja G : A× [0, 1] → B a apli
ação adjunta e G̃ : A× [0, 1] → E um levantamentotal que G̃(a, 0) = ∗ ∈ F ⊂ E. A apli
ação
a 7→ G̃(a, 1)tem imagem 
ontida na �bra F , e a sua 
lasse de homotopia é a imagem de [g] em

[A,F ]∗ (Exer
í
io).Relação entre su
essões de �bração e 
o�bração. Vamos agora dis
utir afun
torialidade (ou mais pre
isamente a falta de fun
torialidade) das su
essões de
o�bração e �bração. Os resultados desta se
ção são muito importantes tanto
on
eptualmente 
omo do ponto de vista práti
o.Proposição 3.58. Dado um quadrado 
omutativo na 
ategoria de homotopia
X

i //

f

��

Y

g

��
Z

j // W



28 GUSTAVO GRANJAexiste uma apli
ação h tal que o seguinte diagrama 
omuta
X

i //

f

��

Y

g

��

// Ci

h

���
�
�

// ΣX

Σf

��
Z

j // W // Cj // ΣW.e, dualmente, uma apli
ação l que faz seguinte diagrama 
omutar
ΩY

Ωg

��

// Fi //

l

���
�
� X

i //

f

��

Y

g

��
ΩW // Fj // Z

j // WProof. Seja H : X × [0, 1]→ W uma homotopia entre j ◦ f e i ◦ g. É fá
il ver quea apli
ação h : Ci → Cj de�nida por
h(a) =







f(x) ∧ (2t) se a = x ∧ t, 0 ≤ t ≤ 1
2

H(x, 2t− 1) se a = x ∧ t, 1
2 ≤ t ≤ 1

g(y) se a = y ∈ Y.faz o diagrama 
omutar. O 
aso dual é análogo. �Note-se que a apli
ação h na demonstração anterior depende da es
olha da ho-motopia H entre j ◦ f e i ◦ g. Estas homotopias formam um torsor15 sobre o grupo
[ΣX,W ]. Não há geralmente uma es
olha úni
a para a apli
ação h 
omo mostra oseguinte exemplo.Exemplo 3.59. No seguinte diagrama, em que as linhas são equivalentes a su
essõesde 
o�bração,

Sn−1 � � //

��

Dn

��

// Sn

h

���
�
�

= // Sn

��
∗ // Sn

= // Sn // ∗.qualquer apli
ação h faz o diagrama 
omutar na 
ategoria de homotopia.Esta falha de fun
torialidade das su
essões de 
o�bração e �bração é um fenó-meno típi
o em Teoria de Homotopia e a fonte de uma grande parte da subtileza dateoria. A falha de fun
torialidade é tornada mais pre
isa pelo seguinte exer
í
io.Exer
í
io 3.60 (Haynes Miller). Seja C a 
ategoria de homotopia e A a 
ategoriados mor�smos em C. Mostre que não existe um fun
tor A → C que asso
ie a [f ]um espaço 
om o tipo de homotopia de Cf .15Um 
onjunto diz-se um torsor sobre um grupo se o grupo age livremente nele 
om umaúni
a órbita. Por exemplo, as bases ortonormais orientadas de Rn são um torsor sobre o grupodas rotações SO(n) e as 
lasses de homotopia de 
aminhos entre x0 e x1 ∈ X são um torsor sobre
π1(X, x0).



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 29Apli
ando a proposição anterior ao quadrado formado por duas apli
ações 
on-se
utivas numa su
essão de �bração ou 
o�bração obtemos apli
ações que 
om-param a �bra e a 
o�bra de uma apli
ação:
Ff //

��

∗

��

// ΣFf

ǫ

���
�
�

= // ΣFf

��
X

f // Y // Cf // ΣXe
ΩY //

��

Ff

η

���
�
�

// X

��

f // Y

��
ΩCf

= // ΩCf // ∗ // Cf .É fá
il veri�
ar que podemos es
olher para ǫ : ΣFf → Cf a apli
ação
ǫ(α ∧ t) =

{

α(2t) se 0 ≤ t ≤ 1
2

α(1) ∧ (2t− 1) se 1
2 ≤ t ≤ 1.e para η : Ff → ΩCf a apli
ação adjunta. Estas apli
ações estão rela
ionadas 
oma unidade e a 
ounidade16 da adjunção (Σ,Ω)

η : X → ΩΣX ǫ(x)(t) = x ∧ te
ǫ : ΣΩX → X η(α ∧ t) = α(t).da seguinte maneira:Proposição 3.61. O seguinte diagrama 
omuta na 
ategoria de homotopia

ΣΩFf //

ǫ

��

ΣΩX //

ǫ

��

ΣΩY //

ǫ

��

ΣFf

ǫ

��

// ΣX

=

��
ΩY //

=

��

Ff //

η

��

X
f //

η

��

Y //

η

��

Cf

η

��

// ΣX

ΩY // ΩCf // ΩΣX // ΩΣY // ΩΣCfProof. Exer
í
io. �As apli
ações de 
omparação entre a 
o�bra e a �bra nun
a são equivalên
ias dehomotopia (a não ser que os espaços em questão sejam 
ontrá
teis) mas veremos embreve que são de fa
to equivalên
ias "até uma 
erta dimensão", no que se 
hamao "domínio estável". Em algumas situações, no entanto, estas apli
ações são defa
to equivalên
ias não havendo portanto diferença essen
ial entre a estrutura de
o�bração e �bração. Nesse 
aso está-se no âmbito daquilo a que se 
hama a Teoriade Homotopia Estável. Um exemplo importante é indi
ado no seguinte exer
í
io.Exer
í
io 3.62. Re
orde as de�nições da se
ção 2.16A unidade e 
ounidade de uma adjunção (F, G) são as transformações naturais que a 
adaobje
to asso
iam a apli
ação adjunta de idF (X) e idG(X) respe
tivamente.



30 GUSTAVO GRANJA(a) De�na por analogia 
om as de�nições para espaços topológi
os17, o 
ilindro Mf ,o obje
to Pf , a 
o�bra e a �bra de homotopia de uma apli
ação f : C∗ → D∗entre 
omplexos em 
adeia.(b) Mostre que os fun
tores de suspensão Σ e laços Ω (respe
tivamente a 
o�brade homotopia da apli
ação para o obje
to terminal e a �bra de homotopia daapli
ação a partir do obje
to ini
ial) são fun
tores inversos e que (ΣC∗)n =
Cn−1.(
) Mostre que as apli
ações de 
omparação

Ff → ΩCf e ΣFf → Cfsão equivalên
ias de homotopia.O seguinte resultado é usado muitas vezes na práti
a. Intuitivamente diz quenum quadrado 
omutativo a "diferença" entre os "nú
leos" das duas linhas é igualà diferença entre o nú
leo das duas 
olunas, e o análogo para os 
o-nú
leos.Proposição 3.63. Seja
A

i //

f

��

B

g

��
C

j // Dum diagrama 
omutativo na 
ategoria de homotopia. Então é possível 
onstruirdiagramas18
F //

��

G //

��

H

��
I //

��

A
i //

f

��

B

g

��
J // C

j // Dem que 
ada linha e 
oluna é equivalente na 
ategoria de homotopia a uma porçãode uma su
essão de �bração, e
A

i //

f

��

B

g

��

// X

��
C

j //

��

D //

��

Y

��
W // V // Zem que 
ada linha e 
oluna é equivalente na 
ategoria de homotopia a uma porçãode uma su
essão de 
o�bração.17Isto é, substituindo o intervalo [0, 1] pelo 
omplexo I∗, o produto pelo produto tensorial e oespaço de 
aminhos pelo 
omplexo de mor�smos a partir de I∗ e 
al
ulando os limites e 
olimitesrelevantes na 
ategoria dos 
omplexos em 
adeia.18Que estão longe de ser úni
os, 
laro.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 31Proof. Provamos apenas a a�rmação relativa a su
essões de �bração. Começamospor notar que podemos substituir j e g por �brações da maneira usual. Pelapropriedade do levantamento das homotopia podemos então substituir i e f porapli
ações homotópi
as que fazem o quadrado 
omutar estritamente. Seja P opullba
k das �brações j, g e
φ : A→ Pa apli
ação 
anóni
a. Podemos novamente substituir esta apli
ação por uma �-bração equivalente ψ. Obtemos assim um quadrado equivalente em que as quatroapli
ações são �brações pelo que as �bras de homotopia podem ser 
al
uladas sim-plesmente tomando a �bra. Tome-se para I, J,G,H as �bras das apli
ações rele-vantes e para F a �bra da apli
ação ψ. É agora fá
il ver que as apli
ações G→ He I → J são �brações. Por exemplo, a apli
ação G → H é a restrição à �bra daapli
ação entre �brações sobre C
G� _

��

// H� _

��
A

ψ //

��

P

��
C

= // CNote-se agora que F é a �bra 
omum de G→ H e I → J .O 
aso dual é análogo e deixa-se 
omo exer
í
io. �Nota 3.64. Vale a pena observar que a demonstração anterior identi�
a o 
antosuperior esquerdo do primeiro diagrama 3× 3 
om a �bra de homotopia da apli
ação
anóni
a de A para o pullba
k de homotopia (ver Exer
í
io 4.9 para a de�nição)de C ← D → B, e dualmente, o 
anto inferior direito do segundo diagrama 3× 3
om a 
o�bra de homotopia da apli
ação 
anóni
a do pushout de homotopia (verDe�nição 5.28) de C ← A→ B para D.4. Grupos de homotopiaTomando A = S0 na su
essão exa
ta (8) obtemos o seguinte resultado funda-mental:Corolário 4.1. Seja p : E → B é uma �bração, F = p−1(∗) a �bra sobre o pontode base de B e i : F →֒ E a in
lusão da. Temos a seguinte su
essão exa
ta19 degrupos de homotopia
· · · → πn(F, ∗)

i∗→ πn(E, ∗)
p∗
→ πn(B, ∗)

∂
→ πn−1(F, ∗)→ · · ·Note-se que a dis
ussão anterior dá uma interpretação geométri
a para o homo-mor�smo ∂ (tomar A = Sn−1).O 
orolário anterior é um dos resultados fundamentais para o 
ál
ulo dos gruposde homotopia e joga um papel semelhante ao da su
essão de Mayer-Vietoris parao 
ál
ulo da homologia (num sentido tornado mais 
laro pelo Exer
í
io 4.9).Corolário 4.2. Se p : E → B é um revestimento, p∗ : πk(E, ∗) → πk(B, ∗) é umisomor�smo para k ≥ 2.19No sentido habitual.



32 GUSTAVO GRANJAProof. Um revestimento é uma �bração e a �bra é dis
reta pelo que na su
essão doCorolário 4.1, a apli
ação p∗ é um isomor�smo para k ≥ 2. �Exemplo 4.3. (i) πk(S1) = 0 para todo o k ≥ 2.(ii) πk(RPn) = πk(S
n) para todo o k ≥ 2.Para um outro exemplo, 
onsideremos a �bração de Hopf

S1 → S3 p
→ S2

p é o quo
iente da a
ção diagonal de S1 ⊂ C∗ em
S3 = {(z1, z2) ∈ C2 : |z1|

2 + |z2|
2 = 1}O espaço das órbitas é por de�nição a linha proje
tiva 
omplexa, ou seja a esfera deRiemann S2. É um exer
í
io veri�
ar que p é lo
almente trivial sobre S2 e portanto

p é uma �bração. A su
essão exa
ta longa da �bração é
· · · → πk(S

1)→ πk(S
3)→ πk(S

2)→ πk−1(S
1)→ · · ·Con
luímos do 
ál
ulo anterior dos grupos de homotopia de S1 que

πk(S
3)

p∗
→ πk(S

2)é um isomor�smo para k ≥ 3. Por aproximação simpli
ial, temos que π2S
3 = 0 (emais geralmente πk(Sn) = 0 para k < n) pelo que esta su
essão exa
ta permite-nosainda 
on
luir que(9) π2(S

2) ≃ π1(S
1) ≃ Z.Análogamente temos a �bração de Hopf 
orrespondente à linha proje
tiva quater-nióni
a

S3 → S7 → S4e obtemos a su
essão exa
ta
· · · → πk(S

3)→ πk(S
7)→ πk(S

4)→ πk−1S
3 → · · ·Uma vez que a in
lusão S3 → S7 é nulhomotópi
a e portanto induz o homomor�smo0 nos grupos de homotopia podemos separar a su
essão a
ima em su
essões exa
tas
urtas

0→ πkS
7 → πkS

4 → πk−1S
3 → 0que na verdade 
indem pelo seguinte argumento: Como a apli
ação

i : S3 → S7é nulhomotópi
a, a sua �bra de homotopia é homotopi
amente equivalente à �brade uma apli
ação 
onstante. Da de�nição de �bra de homotopia é imediato queesta última é S3 × ΩS7 e portanto
ΩS4 ≃ Fi ≃ S

3 × ΩS7mostrando que
πk(S

4) ≃ πk(S
7)⊕ πk−1S

3para k ≥ 1.O argumento anterior ilustra bem a vantagem em trabalhar 
om espaços e nãoapenas os seus invariantes mesmo que estejamos apenas interessados em 
al
ular osinvariantes em 
ausa (neste 
aso os grupos de homotopia).
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í
io 4.4. Mostre que
πk(S

8) ≃ πk(S
15)⊕ πk−1S

7para k ≥ 1.Como última apli
ação notemos que a apli
ação
SO(n+ 1)

p
→ Sndada pela a
ção do grupo das rotações em (0, . . . , 0, 1) ∈ Sn é um �brado 
om �brahomeomorfa a SO(n). A su
essão exa
ta

πk+1(S
n)→ πk(SO(n))→ πk(SO(n+ 1))→ πk(S

n)e o fa
to de πkSn ≃ 0 para k < n, pelo teorema de aproximação simpli
ial, mostraque a in
lusão induz um isomor�smo
πkSO(n)→ πkSO(n+ 1)para k ≤ n− 2. Estes grupos de homotopia são 
onhe
idos 
omo 
onsequên
ia doTeorema de Periodi
idade de Bott. πkSO(N) para N >> k é dado em função de

k pela su
essão
Z/2 0 Z 0 0 0 Z Z/2 Z/2 0 0 Z . . .repetida 
om periodi
idade 8.Grupos de homotopia relativos. Tal 
omo no 
aso estudado previamente dosgrupos de homologia, é útil estender a de�nição dos grupos de homotopia a paresde espaços.De�nição 4.5. Seja (X,A) um par de espaços pontuados, e i : A→ X a in
lusão.Os grupos de homotopia relativos do par (X,A) de�nem-se para k ≥ 1 pela fórmula

πk(X,A) = πk−1Fi.Assim πk(X,A) é um 
onjunto pontuado para k = 1, um grupo para k = 2 e umgrupo abeliano para k > 2. Interessa ter uma interpretação geométri
a dos gruposde homotopia relativos. Para tal, 
onsideremos a apli
ação quo
iente
[0, 1]n → [0, 1]n/∂([0, 1]n) ≃ SnUma apli
ação Sk−1 → Fi ⊂ A×X

[0,1] é determinada pelo fa
tor
Sk−1 → X [0,1]e 
ompondo 
om a apli
ação quo
iente [0, 1]k−1 → Sk−1 podemos usar a adjunçãousual para interpretar um elemento de πk−1(X,A) 
omo uma apli
ação

[0, 1]k = [0, 1]k−1 × [0, 1]
g
−→ Xtal que

g(x, t) =







∗ se t = 0 ou x ∈ ∂([0, 1]k1),

∈ A se t = 1,

∈ X 
aso 
ontrário.Uma vez que temos um homeomor�smo de pares
(Dk, Sk−1) ≃ ([0, 1]k, [0, 1]k1 × {1})/([0, 1]k−1 × {0} ∪ ∂(Ik−1)× [0, 1])obtemos uma bije
ção natural(10) πk(X,A) = [(Dk, S

k−1), (X,A)]∗



34 GUSTAVO GRANJAÉ ainda fá
il ver (exer
í
io) que a operação de 
omposição em πk(X,A) (quandode�nida) é dada por 
on
atenação na última 
oordenada de [0, 1]k−1.Apli
ando a Proposição 3.57 à in
lusão A → X obtemos imediatamente oseguinte resultado.Proposição 4.6. Seja (X,A) um par de espaços pontuados. A su
essão
· · · → πk+1(X,A)

∂
→ πk(A)

i∗→ πk(X)
j∗
→ πk(X,A)→ · · ·π0(A)→ π0(X)é exa
ta no sentido habitual.Deixamos 
omo exer
í
io a veri�
ação que, em termos da interpretação ge-ométri
a expli
ada a
ima para os grupos de homotopia relativos, o homomor�smo

∂ é dado por restrição da apli
ação
(Dk+1, Sk)→ (X,A)a Sk e que o homomor�smo j∗ é o induzido pela in
lusão do par (X, ∗) em (X,A).Exer
í
io 4.7. Mostre que se p : E → B é uma �bração 
om �bra F , a proje
çãoinduz um isomor�smo
πk(E,F )

p∗
→ πk(B)para k ≥ 1.Exer
í
io 4.8. Sejam (X, ∗), (Y, ∗) espaços pontuados e i : X ∨ Y → X × Y ain
lusão. Mostre que

πk(X ∨ Y ) ≃ πk+1(X × Y,X ∨ Y )⊕ πk(X)⊕ πk(Y ).Exer
í
io 4.9. Dado um diagrama
X

f
→ Z

g
← Yo pullba
k de homotopia de f e g de�ne-se por

P = {(x, α, y) ∈ X × Z [0,1] × Y : α(0) = f(x), α(1) = g(y)}.Sendo π1 : P → X e π3 : P → Y as proje
ções, mostre que existe uma su
essãoexa
ta longa
· · · → πk(P )

π1∗,−π3∗
−→ πk(X)⊕ πk(Y )

f∗,g∗
−→ πk(Z)

∂
−→ · · ·Tal 
omo no 
aso 
onhe
ido da homologia, temos também uma su
essão exa
tade homotopia asso
iada a um terno Z ⊂ Y ⊂ X de espaços pontuados.Lema 4.10. Se (X,Y,Z) é um terno de espaços, temos uma su
essão exa
ta longa(no sentido habitual)

· · · // πk(Y,Z)
i∗ // πk(X,Z)

i∗ // πk(X,Y )
∂ // πk−1(Y,Z) // · · ·onde i∗ são os homomor�smos induzidos pelas in
lusões de pares e ∂ é a 
omposiçãodas apli
ações

πk(X,Y )
∂
−→ πk−1(Y )

i∗−→ πk−1(Y,Z).Proof. A demonstração é um exer
í
io de "diagram 
hasing" nas su
essões exa
tasdos pares (X,Y ), (Y,Z) e (X,Z). �



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 35Nota 4.11. Considerando o quadrado de in
lusões
Z //

��

Y

��
X

= // Xa su
essão exa
ta do lema anterior identi�
a-se 
om a su
essão exa
ta longa dehomotopia da su
essão de �bração na linha de 
ima do diagrama 3 por 3 dado pelaProposição 3.63.Além da su
essão exa
ta de uma �bração, o seguinte resultado dá-nos mais doismétodos bási
os de 
ál
ulo de grupos de homotopia. Antes re
ordemos o seguinteresultado de Topologia GeralLema 4.12. Sejam Xk → Xk+1 in
lusões de espaços T1 e X = colimkXk a união
om a topologia �nal. Se K é um espaço 
ompa
to, e f : K → X é uma apli
ação
ontínua, então existe N tal que f(K) ⊂ XN .Proof. Suponhamos que o resultado é falso. Então, passando se ne
essário a umasubsu
essão de {Xk : k ∈ N}, podemos supor que existe uma su
essão xn ∈ K
om f(xn) ∈ Xn \ Xn−1. Vamos mostrar que o sub
onjunto D = {f(xn) : n ∈
N} ⊂ f(K) é um sub
onjunto in�nito sem pontos de a
umulação, o que 
ontradiza 
ompa
idade de f(K). Por hipótese D é um 
onjunto in�nito.Designando por ik : Xk → X as apli
ações 
anóni
as, vemos que para todo o k,
i−1
k (D) é um 
onjunto �nito e logo um fe
hado de Xk. Por de�nição da topologia�nal, D é fe
hado em X.Fixando n ∈ N, i−1

k (D\{f(xn)}) = {f(x1), . . . , f(xk)}\{f(xn)} ⊂ Xk é tambémum 
onjunto �nito e portanto fe
hado. Logo os 
onjuntos singulares {f(xk)} sãoabertos relativos de D, e logo D é um 
onjunto dis
reto. Como também é fe
hadonão tem pontos de a
umulação o que 
on
lui a demonstração. �Nota 4.13. Note-se que só podemos garantir que as apli
ações 
anóni
as Xk → Xsão mergulhos adi
ionando algumas hipóteses, 
omo por exemplo a de as in
lusões
Xk → Xk+1 serem fe
hadas (nesse 
aso Xk → X é também uma apli
ação fe
hada).Nesse 
aso o lema anterior diz que a apli
ação K → X se fa
toriza através de umadas apli
ações 
anóni
as Xk → X.Proposição 4.14. (a) A apli
ação 
anóni
a

πk(
∏

α

Xα)→
∏

α

πk(Xα)é um isomor�smo.(b) Se Xk → Xk+1 são in
lusões fe
hadas de espaços T1 e X = colimXk é a união
om a topologia �nal, a apli
ação 
anóni
a
colimπn(Xk)→ πn(X)é um isomor�smo.Proof. A a�rmação (a) é 
lara. Mais geralmente tem-se [A,

∏

αXα] =
∏

α[A,Xα]para qualquer A pela propriedade universal da topologia produto (o mesmo sendoverdade para espaços pontuados e 
lasses de homotopia pontuadas).



36 GUSTAVO GRANJAUm modelo para o 
olimite de um diagrama de grupos (respe
tivamente gruposabelianos)
G1

φ1
−→ · · · → Gn

φn
−→ · · ·é dado por

(
∐

n

Gn)/Ronde ∐ designa o produto livre (respe
tivamente a soma dire
ta) e R designa osubgrupo normal gerado pelos elementos gnφn(gn)−1, juntamente 
om as apli
ações
anóni
as
Gn →

∐

Gn → (
∐

n

Gn)/R.Seja
ψ : colimπn(Xk)→ πn(X)a apli
ação induzida pelas apli
ações 
anóni
as Xk → X (que nas 
ondições doenun
iado são mergulhos). Pelo lema e nota anteriores, todo o representante f :

Sk → X de um elemento de πk(X) se fa
toriza por uma in
lusão XN → X o quemostra que ψ é um epimor�smo.Um elemento α ∈ kerψ é representado por uma palavra (ou uma soma �nita) deelementos em αi ∈ πn(Xki). Tomando N = max{ki} vemos que α é a imagem deum elemento β ∈ πn(XN ). Seja g : Sk → XN um representante de β, iN : XN → Xa in
lusão e H : Sk× [0, 1]→ X uma nulhomotopia de iN ◦g. Novamente pelo lemae nota anteriores vemos que existeM tal que H se fa
toriza pela in
lusãoXM → X.Isto mostra que β está no nú
leo do homomor�smo πk(XN ) → πk(XM ) induzidopela in
lusão e portanto representa o elemento trivial em colimπk(XN ). �Exer
í
io 4.15. Sendo RP∞ = ∪∞n=1RPn e de�nindo análogamente os espaçosproje
tivos 
omplexo e quaternióni
os de dimensão in�nita, CP∞ e HP∞, mostreque
πk(RP

∞) =

{

Z/2 se k = 1

0 se k 6= 1

πk(CP
∞) =

{

Z se k = 2

0 se k 6= 2e
πk(HP

∞) ≃ πk−1(S
3)para k ≥ 1.Dependên
ia do ponto de base. Seja (A, ∗) um espaço bem pontuado e (X, ∗)um espaço pontuado. SeA é lo
almente 
ompa
to e Hausdor�, então pela Proposição3.26, temos uma �bração

Map(A,X) −→ Map(∗,X) = X
om �bra Map∗(A,X). A su
essão exa
ta longa de homotopia in
lui a se
ção
π1(X) −→ π0(Map∗(A,X)) = [A,X]∗ −→ π0(Map(A,X)) = [A,X]Uma vez que a apli
ação da direita é 
laramente sobreje
tiva, a exa
tidão dasu
essão de homotopia impli
a o seguinte resultado (no 
aso em que A é lo
al-mente 
ompa
to e Hausdor�).



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 37Proposição 4.16. Se (A, ∗) é um espaço bem pontuado e (X, ∗) é um espaçopontuado, o grupo fundamental de X age no 
onjunto de 
lasses de homotopiapontuadas [A,X] tendo por quo
iente o 
onjunto das 
lasses de homotopia. Isto é
[A,X] = [A,X]∗/π1(X)Proof. O 
aso geral demonstra-se por apli
ação da propriedade de extensão dashomotopias ao par (A, ∗) (exer
í
io). �Exer
í
io 4.17. Sendo Σ uma superfí
ie fe
hada (isto é, 
ompa
ta e sem bordo),estabeleça uma bije
ção entre o 
onjunto das 
lasses de homotopia [Σ, S2] e osnúmeros inteiros.Como a �bra sobre x ∈ X da apli
açãoMap(A,X)→ X é o espaço das apli
açõespontuadas (A, ∗) → (X,x), o Corolário 3.42 (ou a propriedade de extensão dashomotopias no 
aso em que A não é lo
almente 
ompa
to e Hausdor�) dá-nos umarepresentação do grupóide fundamental de X nas 
lasses de homotopia pontuadas

[A,X]∗ para as várias es
olhas de ponto de base em X. Em parti
ular, um 
aminho
α : [0, 1]→ X 
om α(0) = x0 e α(1) = x1 determina uma bije
ção

τα : [(A, ∗), (X,x0)]∗ → [(A, ∗), (X,x1)]∗Interessa ter uma des
rição geométri
a desta a
ção do grupo fundamental nosgrupos de homotopia. Se f : [0, 1]k → X representa um elemento β ∈ πk(X,x0) e
α : [0, 1]→ X é um 
aminho que une x0 a x1, então

τα(β) ∈ πk(X,x1)é de a
ordo 
om a de�nição da a
ção de monodromia representado por um elemento
g : [0, 1]k → X que se obtém apli
ando a propriedade de extensão das homotopiasa f e à homotopia H : ∂([0, 1]k)× [0, 1] dada por

H(x, t) = α(t).Claramente uma es
olha possível para a a apli
ação g(y) = H̃(y, 1) é a representadana seguinte �gura:
PSfrag repla
ementsα

fDe fa
to, podemos estender a homotopia retraindo [0, 1]k × [0, 1] em [0, 1]k × 0∪
∂([0, 1]k)× [0, 1] por meio da proje
ção radial a partir do ponto ( 1

2 , · · · ,
1
2 , 2) e nesse
aso a restrição à fa
e [0, 1]k × 1 é a des
rita pela �gura a
ima.Nota 4.18. Note-se que a a
ção do grupo fundamental nele próprio é simplesmentea a
ção de 
onjugação.Proposição 4.19. Se α é um 
aminho que une x0 a x1, τα : πk(X,x0)→ πk(X,x1)é um isomor�smo de grupos.Proof. Usando a des
rição geométri
a anterior é fá
il des
rever uma homotopiaentre τα(β1 + β2) e τα(β1) + τα(β2). �



38 GUSTAVO GRANJAOutro resultado imediato é a naturalidade desta a
ção dos 
aminhos.Proposição 4.20. Se f : X → Y é uma apli
ação e α : [0, 1]→ X é um 
aminho
om α(0) = x0 e α(1) = x1, o seguinte diagrama 
omuta
πk(X,x0)

f∗ //

τα

��

πk(Y, f(x0))

τf∗α

��
πk(X,x1)

f∗

// πk(Y, f(x1))De�nição 4.21. Um espaço X diz-se n-simples se π1(X,x0) age trivialmente em
πn(X,x0) para toda a es
olha de ponto de base x0 ∈ X. Um espaço diz-se simplesou abeliano se é n-simples para todo o n.Uma fonte importante de espaços simples é a dos espaços que disp�em de umamultipli
ação. Estes espaços 
hamam-se H-espaços ou espaços de Hopf.De�nição 4.22. Um espaço pontuado (X, ∗) diz-se um H-espaço se existe umaapli
ação µ : X ×X → X tal que o diagrama

∗ ×X //

idX %%KKKKKKKKKK X ×X

µ

��

X × ∗oo

idXyyssssssssss

X
omuta na 
ategoria de homotopia.Nota 4.23. Por vezes, na de�nição de H-espaço exige-se que o ponto de baseseja uma unidade estrita para a multipli
ação. Na práti
a não se trata de umadiferença importante pois se o espaço em questão é bem pontuado, a propriedadeda extensão das homotopias permite substituir qualquer multipli
ação no sentido dade�nição anterior por uma multipli
ação homotópi
a que admite o ponto de base
omo unidade estrita.Os grupos topológi
os são exemplos de H-espaços, assim 
omo os espaços delaços ΩA 
om o produto dado pela 
on
atenação de 
aminhos. Todos estes são narealidade H-espaços asso
iativos no sentido em que os diagramas
(X ×X)×X

µ×idX

//

''OOOOOOOOOOOO
X ×X

µ

��

X × (X ×X)
idX ×µ

oo

wwoooooooooooo

X
omutam na 
ategoria de homotopia. Um exemplo de um H-espaço não asso
iativoé a esfera S7 
om o produto dado pela multipli
ação dos o
toniões.Exer
í
io 4.24. Mostre que um H-espaço é um espaço simples.Exer
í
io 4.25. Seja X um H-espaço asso
iativo 
om multipli
ação µ. Um inversopara a multipli
ação µ é uma apli
ação ι : X → X tal que
x 7→ µ(ι(x), x) e x 7→ µ(x, ι(x))são homotópi
as à apli
ação 
onstante no ponto de base. A apli
ação de 
orte é aapli
ação

X ×X → X ×X
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(x, y) 7→ (x, µ(x, y)).Mostre que (X,µ) admite um inverso para a multipli
ação sse a apli
ação de 
orteé uma equivalên
ia de homotopia.Exemplo 4.26. Seja X = S1 ∨ S2, e α um gerador de π1(X) (representado pelain
lusão S1 → S1 ∨ S2). Seja β ∈ π2(X) o elemento representado pela in
lusão

S2 → S1 ∨ S2. Note-se que β é um eleemento não trivial de π2(X) uma vez que ohomomor�smo induzido em homologia por S2 → S1 ∨ S2 é não nulo. Vejamos que
τα(β) 6= β.O revestimento universal de X é o "
olar in�nito"

X̃ = R ∪
(
S2 × Z

)
/ ∼onde ∼ é a relação de equivalên
ia gerada por

R ∋ n ∼ (∗, n) ∈ S2 × Z
om a proje
ção p : X̃ → X de�nida por
p(x) =

{

eix se x ∈ R

y se x = (y, n) ∈ S2 × Z.Pelo Corolário 4.2 p∗ : π2(X̃)→ π2(X) é um isomor�smo.Seja β̃k ∈ π2(X̃, k) o elemento representado pela in
lusão S2 = S2 × {k} → X̃,e α̃ o levantamento de α a partir de −1 ∈ X̃. Pela Proposição 4.20 temos
p∗(τα̃(β̃−1)) = τα(β)e 
laramente

p∗(β0) = α.Notemos agora que a imagem de um gerador de H2(S
2) pela 
lasse de homotopiade τα̃(β̃−1) é igual à imagem do gerador por β−1 (uma vez que as duas apli
açõessão livremente homotópi
as). Con
lui-se que β̃ e τα̃(β̃−1) são elementos distintosde π2(X̃, 0) pois levam um gerador de H2(S

2) em geradores distintos de
H2(X̃) = ⊕k∈ZZ.Uma vez que p∗ é um isomor�smo 
on
lui-se que τα(β) 6= β, e portanto a a
ção de

π1(X) em π2(X) é não trivial. Na realidade não é difí
il estender este argumentode forma a mostrar que a a
ção no elemento β é de fa
to livre e que os elementos
{τkα(β) : k ∈ Z} são linearmente independentes em π2(X).Vemos assim, que 
ontrariamente ao que su
ede 
om os grupos de homologia,os grupos de homotopia de um 
omplexo 
elular �nito não são ne
essariamente�nitamente gerados. Veremos mais tarde que tal não pode a
onte
er se o 
omplexo�nito em questão for simplesmente 
onexo. Note-se �nalmente que o exer
í
ioanterior garante que X = S1 ∨ S2 não admite uma estrutura de H-espaço.De forma semelhante, um 
aminho α : [0, 1] → A entre a0 e a1 ∈ A deter-mina uma bije
ção τα : πk(X,A, a0) → πk(X,A, a1) induzida pela apli
ação demonodromia da �bração

Map((Dk, Sk−1), (X,A))→ Adeterminada por avaliação no ponto de base. É fá
il veri�
ar que geometri
amenteesta a
ção pode ser des
rita pela Figura 1.



40 GUSTAVO GRANJAPSfrag repla
ements
α

[0, 1]k−1

f

0
1Figure 1. A
ção de π1(A, ∗) em πk(X,A).O seguinte resultado é de veri�
ação imediata.Proposição 4.27. Seja α : [0, 1] → A um 
aminho 
om α(0) = a0 e α(1) = a1, e

(X,A) é um par de espaços pontuados.(a) A apli
ação
τα : πk(X,A, a0)→ πk(X,A, a1)é um isomor�smo de grupos para k ≥ 2.(b) Os homomor�smos de bordo

∂ : πk(X,A)
∂
−→ πk−1(A)
omutam 
om a a
ção de π1(A).Nota 4.28. Note-se que há ainda uma a
ção de π1(X) em πn(X,A) determinadapela apli
ação de monodromia da �bração

A×X X [0,1] → X
uja �bra é a �bra de homotopia da in
lusão A→ X. Uma es
olha para a apli
açãode monodromia
A×X Map∗([0, 1],X)

τδ−→ A×X Map∗([0, 1],X)desta �bração determinada por um 
aminho δ : [0, 1]→ X é
τδ(a, γ) = (a, δ ∗ γ).Daqui se re
onhe
e fá
ilmente (
onforme a Figura 1) que, es
revendo i : A → Xpara a in
lusão, se δ = i∗(β) então a a
ção de δ em πn(X,A) 
oin
ide 
om a a
çãode β de�nida a
ima.Finalmente, a a
ção dos 
aminhos nos grupos de homotopia permite-nos des
r-ever o efeito de uma homotopia livre no homomor�smo induzido por uma apli
açãoem grupos de homotopia.Proposição 4.29. Seja H : X × [0, 1] → Y uma homotopia entre f, g : X → Y ,

x0 ∈ X e de�na-se α : [0, 1] → X por α(t) = H(x0, t). Então o seguinte diagramaé 
omutativo:
πk(X,x0)

f∗ //

g∗ ''NNNNNNNNNNN
πk(Y, f(x0))

ταwwnnnnnnnnnnn

πk(Y, g(x0))



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 41Proof. Se u : [0, 1]k → X é um representante de γ ∈ πk(X,x0), a apli
ação K :
[0, 1]k × [0, 1]→ Y de�nida por

K(z, t) = H(u(z), t)determina uma homotopia entre τα(f∗(γ)) representado (mediante o homeomor-�smo usual) pela restrição de K a [0, 1]k × {0} ∪ (∂[0, 1]k) × [0, 1] e g∗(γ) que érepresentado pela restrição de K a [0, 1]k × {1}. �O resultado anterior tem 
omo 
onsequên
ia a (não muito surpreendente) invar-iân
ia de homotopia dos grupos de homotopia.Corolário 4.30. Se f : X → Y é uma equivalên
ia de homotopia, f∗ : π1(X,x0)→
π1(Y, f(x0)) é um isomor�smo para todo o x0 ∈ X.Proof. Seja g : Y → X um inverso de homotopia para f . O diagrama

πk(X,x0)
g∗◦f∗ //

id &&MMMMMMMMMM
πk(X, gf(x0))

≃
wwooooooooooo

πk(X,x0)mostra que g∗ ◦ f∗ é um isomor�smo, pelo que f∗ é um monomor�smo e g∗ é umepimor�smo. Apli
ando o mesmo argumento a g ◦ f : (Y, f(x0)) → (Y, gfg(x0))vemos que g∗ é também um monomor�smo e portanto um isomor�smo. Con
lui-seque f∗ é um isomor�smo. �De�nição 4.31. Uma apli
ação f : X → Y diz-se uma equivalên
ia de homotopiafra
a se f(X) interse
ta todas as 
omponentes 
onexas por ar
os de Y (isto é, éum isomor�smo em π0) e induz um isomor�smo
πk(X,x0)

f∗
−→ πk(Y, f(x0))para todos os pontos x0 ∈ X.O 
orolário anterior torna 
laro que uma equivalên
ia de homotopia é uma equiv-alên
ia de homotopia fra
a. Vamos agora estudar uma 
lasse importante de espaçosonde o re
ípro
o é verdade.5. Teoria de homotopia de 
omplexos 
elularesRe
orde-se que um 
omplexo 
elular ou 
omplexo CW é um espaçoX = colimXn
om X0 um espaço dis
reto e 
ada espaço Xn+1 obtido de Xn através de umpushout20

∐

αS
n � � //`

fα

��

∐

αD
n+1

��
Xn // Xn+1O subespaço Xn 
hama-se o esqueleto de dimensão n de X. Uma apli
ação f :

X → Y entre 
omplexos 
elulares diz-se uma apli
ação 
elular se f(Xn) ⊂ Y n.20Alternativamente Xn+1 é a 
o�bra (não pontuada) da apli
ação ` fα.



42 GUSTAVO GRANJAMais geralmente, dado um espaço topológi
o A qualquer, um 
omplexo 
elularrelativo (X,A) é um espaço
X = colim(X,A)nonde (X,A)0 é a união disjunta de A 
om um 
onjunto dis
reto (as 
élulas-0) e osespaços (X,A)n obtêm-se indutivamente por meio de pushouts

∐

αS
n � � //`

fα

��

∐

αD
n+1

��
(X,A)n // (X,A)n+1.Uma apli
ação de pares f : (X,A)→ (Y,B) diz-se 
elular se preserva os esqueletos.Vamos assumir alguma familiariedade 
om a topologia de 
omplexos 
elulares.Uma boa referên
ia é [Ha, Appendix A℄.Teoremas de Aproximação. Começamos por ver vários resultados que nos per-mitem reduzir a�rmações sobre espaços topológi
os gerais ao 
aso de 
omplexos
elulares.De�nição 5.1. Um espaço X diz-se n-
onexo para n ≥ 0 se πk(X,x0) = 0 paratodo o k ≤ n e x0 ∈ X. Um par (X,A) diz-se n-
onexo para n ≥ 1 se A interse
tatodas as 
omponentes 
onexas por ar
os de X e πk(X,A, a) = 0 para todo o k ≤ ne a ∈ A (equivalentemente, se todas as �bras de homotopia da in
lusão A→ X são

(n− 1)-
onexas).Exemplo 5.2. Sn é (n − 1)-
onexo pelo teorema da aproximação simpli
ial. Asu
essão exa
ta longa de homotopia do par (Dn+1, Sn) mostra que este é n-
onexo.De�nição 5.3. Uma apli
ação f : X → Y diz-se uma n-equivalên
ia para n ≥ 0se para todo o x0 ∈ X, o homomor�smo
f∗ : πk(X,x0)→ πk(Y, f(x0))é sobreje
tivo para 0 ≤ k ≤ n e inje
tivo para k < n.Assim, uma equivalên
ia de homotopia fra
a é simplesmente uma apli
ação queé uma n-equivalên
ia para todo o n. Note-se ainda que a su
essão exa
ta longa deuma �bração mostra que f é uma n-equivalên
ia sse todas as �bras de homotopiade f são (n− 1)-
onexas (
onven
ionando que o 
onjunto vazio é (−∞)-
onexo).Nota 5.4. A noção de 
onexidade de uma apli
ação pode ser en
arada 
omo uma"valuação" ou "norma" nos tipos de homotopia. Dois tipos de homotopia estão"próximos" se existe uma n-equivalên
ia entre dois representantes 
om n grande.Em parti
ular um tipo de homotopia é pequeno, ou está próximo de ser 
ontrá
til, seé representado por um espaço n-
onexo 
om n grande. Esta situação é reminis
enteda valuação p-ádi
a em Z. Surpreendentemente, é possível desenvolver uma teoriade "
ál
ulo" de fun
tores da 
ategoria de homotopia nela própria usando esta noçãode proximidade. Esta teoria tem paralelos espantosos 
om o 
ál
ulo usual em R. Ateoria deve-se a Thomas Goodwillie e é neste momento uma das áreas de grandea
tividade em teoria de homotopia. Ver [Go1, Go2, Go3℄.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 43Lema 5.5. (a) Uma apli
ação f : Sn → X representa a 
lasse nula em πn(X, f(∗))sse se fa
toriza pela in
lusão de Sn em Dn+1.
Sn

f //
� _

��

X

Dn+1

<<y
y

y
y(b) Uma apli
ação f : (Dn, Sn−1)→ (X,A) representa a 
lasse nula em πn(X,A, f(∗))sse existe uma homotopia entre f e uma apli
ação g : (Dn, Sn−1) → (X,A)
om g(Dn) ⊂ A.Proof. Demonstramos apenas (b). A demonstração de (a) é semelhante e �
a 
omoexer
í
io. Claramente se f representa a 
lasse trivial existe uma apli
ação g nas
ondições do enun
iado (na realidade 
om g(Dn) = ∗). Re
ipro
amente, dada

g : Dn → X e H : (Dn, Sn−1) × [0, 1] → X uma homotopia relativa entre f e gpodemos 
onstruir uma homotopia relativa pontuada entre f e a apli
ação 
onstante
ompondo H 
om uma apli
ação
π : Dn × [0, 1]→ Dn × [0, 1]satisfazendo as seguintes 
ondições

• π(Sn−1 × [0, 1]) ⊂ Sn−1 × [0, 1] ∪Dn × 1,
• π(Dn × 1 ∪ ∗ × [0, 1]) = ∗ × 0.Fi
a 
omo exer
í
io a 
onstrução de uma tal apli
ação. �Lema 5.6 (de Aproximação Regular). Sejam U ⊂ Rn e V ⊂ Rm abertos limitadose f : U → V uma apli
ação 
ontínua. Dados abertos W,Z 
om

W ⊂W ⊂ Z ⊂ Z ⊂ Ue δ > 0, existe uma apli
ação g : U → V 
hamada uma aproximação regular para
f tal que

• f|U−Z = g|U−Z ,
• g|W é C∞,
• g ≃ f relativamente a U −Z através de uma homotopia H : U × [0, 1]→ Vtal que |H(x, t)− f(x)| < δ para todo o x ∈ U e t ∈ [0, 1].Proof. Seja ǫ′ > 0 tal queBǫ′(f(x)) ⊂ V para todo o x ∈ Z e tome-se ǫ = min{ǫ′, δ}.É fá
il ver (
oordenada a 
oordenada) que existe uma função g : U → Rnsatisfazendo as primeiras duas 
ondições do enun
iado e ainda |g(x) − f(x)| < ǫpara todo o x ∈ U . Como Bǫ(f(x)) ⊂ V , o segmento de re
ta que une g(x) a f(x)está 
ontido em V pelo que a homotopia

H(x, t) = (1− t)g(x) + tf(x), t ∈ [0, 1]satisfaz as 
ondições do enun
iado. �Para uma versão simpli
ial (de uma generalização) deste resultado, ver [Ha,Lemma 4.10℄.Lema 5.7. Se (X,A) é um 
omplexo 
elular relativo, K é 
ompa
to e f : K → Xé 
ontínua, f(K) interse
ta apenas um número �nito de 
élulas de (X,A).Proof. A demonstração é muito semelhante à do Lema 4.12 e �
a 
omo exer
í
io(ou ver [Ha, Proposition A.1℄). �



44 GUSTAVO GRANJALema 5.8. Se (X,A) é um 
omplexo 
elular relativo, o par (X, (X,A)n) é n-
onexo.Proof. Seja k ≤ n, e f : (Dk, Sk−1) → (X, (X,A)n) uma apli
ação. De a
ordo
om o Lema 5.5 temos a mostrar que f se deforma numa apli
ação g 
om g(Dk) ⊂
(X,A)n.Pelo Lema 5.7, f(Dk) interse
ta apenas um número �nito de 
élulas de (X,A).Pelo mesmo lema, o fe
ho de 
ada uma destas interse
ta apenas um número �nitode 
élulas de dimensão inferior. Por indução 
on
luímos que f(Dk) está 
ontidonum 
omplexo 
elular relativo �nito (Y,A). Por indução (
omeçando 
om as 
élulasde dimensão mais alta de Y ), basta 
onsiderar o 
aso em que X se obtém de A
olando uma úni
a 
élula em de dimensão m > n.Para 0 < r < 1 es
revemos emr = {x ∈ em : |x| < r}. Por de�nição em =
em1 ⊂ Rm. Vamos usar o Lema 5.6 
om U = IntDk, V = em, W = f−1(em1

4

),
Z = f−1(em1

2

) e δ = 1
4 .O lema produz uma apli
ação g : Dk → X homotópi
a a f relativamente a Sk−1tal que o 
entro da 
élula em, 0 ∈ em não perten
e a g(Dk \W ). Existe portantouma vizinhança de 0, N ⊂ em tal que g(Dk \W )∩N = ∅. Como g|W é C∞, existeum ponto y ∈ N tal que y 6∈ g(Dk).Seja R : (Y \ {y}) × [0, 1] → Y \ {y} uma deformação de Y \ {y} 
om R((Y \

{y}) × 1) ⊂ Y \ em. Então R ◦ g deforma g numa apli
ação h 
om h(Dk) ⊂ A oque 
on
lui a demonstração. �Exemplo 5.9. Se X é um 
omplexo 
elular 
om uma 0-
élula e todas as outras
élulas de dimensão > n, então X é n-
onexo (uma vez que isto é equivalente adizer que (X, ∗) é n-
onexo). Em parti
ular, se A é um 
omplexo 
elular qualquer
ΣnA = A ∧ Sné (n−1)-
onexo, uma vez que a estrutura 
elular natural de A∧Sn tem uma úni
a
élula de dimensão 0 e uma 
élula em dimensão n+k para 
ada 
élula de dimensão

k de A.O seguinte resultado, 
hamado propriedade do levantamento e extensão das ho-motopias, resume o passo fundamental em muitos argumentos de teoria de homo-topia de 
omplexos 
elulares 
omo veremos nas demonstrações dos resultados quese seguem.Teorema 5.10 (HELP). Seja (X,A) um 
omplexo 
elular relativo de dimensão
≤ n, f : Y → Z uma n-equivalên
ia, u : A → Y, v : X → Z e H : A × [0, 1] → Zuma homotopia entre v|A e f ◦ u. Então existem w : X → Y 
om w|A = u e
H̃ : X × [0, 1] → Z uma homotopia entre w e v que estende H. Isto é, dado umquadrado que 
omuta a menos de uma homotopia H

A
� � //

u

��

X

v

��
w

~~~
~

~
~

Y
f

// Zexiste uma apli
ação w que faz o triângulo superior 
omutar e o triângulo inferior
omutar a menos de uma homotopia H̃ que estende H.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 45Proof. Consideremos primeiro o 
aso (X,A) = (Dk, Sk−1) 
om 0 ≤ k ≤ n. Osdados da hipótese do teorema 
orrespondem então pre
isamente a uma apli
ação
F : Sk−1 × [0, 1] ∪Dk × {1} → Ztal que F|Sk−1×0 se fa
toriza por f . A 
orrespondên
ia é estabele
ida pela fórmula

F (x) =

{

H(y, t) se x = (y, t) ∈ Sk−1 × [0, 1]

g(x) se x ∈ Dk × {0}.O que pretendemos demonstrar é a existên
ia de uma extensão F de F a Dk× [0, 1]de tal forma que F|Dk×{0} → Z se fa
torize por f : Y → Z.Seja z = v(0) ∈ Z. A Figura 2 expli
a 
omo identi�
ar uma tal apli
ação F 
omuma apli
ação
φ : Sk−1 → Ff = {(y, α) ∈ Y × Z [0,1] : α(0) = f(y), α(1) = z}onde Ff designa a �bra de homotopia de f sobre z, e F̃ 
om uma extensâo φ de φ a

Dk. A 
orrespondên
ia é dada pelas fórmulas φ(a) = (u(a), F ◦ αa) para a ∈ Sk−1e φ(x) = (w(x), F ◦ αx) para x ∈ Dk.Figure 2.
PSfrag repla
ements

αa
αx

a x
0

1

Dk × [0, 1]

Uma vez que f : Y → Z é uma n-equivalên
ia sse a �bra de homotopia Ff sobre
ada z ∈ Z é (n− 1)-
onexa, o Lema 5.5 garante a existên
ia da extensão φ.Vamos agora tratar o 
aso de um 
omplexo 
elular relativo (X,A) 
onstruindo
w e H̃ indutivamente nos esqueletos (X,A)k. Para k = 0 es
olhemos para 
ada
x ∈ (X,A)0 \A um ponto y ∈ Y 
om f(y) na 
omponente 
onexa por ar
os de w(x)e um 
aminho α : [0, 1]→ Z entre f(y) e w(x) e de�nimos v(x) = y, H̃(x, t) = α(t).Suponhamos indutivamente que temos uma apli
ação wk−1 : (X,A)k−1 → Y
om wk−1|A = u e uma homotopia H̃k−1 : (X,A)k−1 × [0, 1]→ Z entre f ◦ wk−1 e
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v estendendo H. Consideremos o diagrama

∐
Sk−1

��

� � // ∐Dk

���
�

�
�

�
�

�
�

�

��
(X,A)k−1

wk−1

��

// (X,A)k

v
|(X,A)k

��
Y

f // Zonde o quadrado superior é um pushout. A propriedade universal do pushout e o
aso parti
ular provado anteriormente garantem-nos a existên
ia de wk : (X,A)k →
Y 
om wk|(X,A)k−1 = wk−1 e uma homotopia H̃k : (X,A)k×[0, 1]→ Z entre v|(X,A)ke f ◦ wk, o que 
on
lui a demonstração. �Nota 5.11. Note-se que se n =∞, isto é, se f é uma equivalên
ia fra
a, podemosapli
ar o Teorema anterior a um 
omplexo 
elular relativo arbitrário (X,A).Nota 5.12. O 
aso Z = Y , e f = idY no Teorema 5.10 é pre
isamente a pro-priedade da extensão das homotopias para o par (X,A).Teorema 5.13. Seja X um 
omplexo 
elular e f : Y → Z uma n-equivalên
ia.Então(i) Se dimX ≤ n, f∗ : [X,Y ](∗) → [X,Z](∗) é uma apli
ação sobreje
tiva.(ii) Se dimX < n, f∗ : [X,Y ](∗) → [X,Z](∗) é uma apli
ação inje
tiva.Proof. A sobreje
tividade é uma 
onsequên
ia imediata do Teorema 5.10 apli
adoa X e a A = ∅ no 
aso não pontuado, e a A = {∗} no 
aso pontuado.Para veri�
ar a segunda a�rmação no 
aso não pontuado, sejam v, v′ : X → Y e
H : X × [0, 1]→ Z uma homotopia entre f ◦ v e f ◦ v′. Uma apli
ação do Teorema5.10 ao diagrama

X × {0, 1}

v
`
v′

��

� � // X × [0, 1]

H′

wwp p
p

p
p

p
H

��
Y

f // Zproduz uma homotopiaH ′ entre v e v′. No 
aso pontuado basta substituirX×{0, 1}no diagrama a
ima por X × {0, 1} ∪ {∗} × [0, 1] ⊂ X × [0, 1]. �Note-se novamente que no 
aso n = ∞ o teorema anterior garante que umaequivalên
ia fra
a f induz uma bije
ção
[X,Y ](∗)

f∗
→ [X,Z](∗)para todo o 
omplexo 
elular X. Uma 
onsequên
ia formal deste fa
to é o seguinteresultado fundamental.Teorema 5.14 (J. H. C. Whitehead). Se f : Y → Z é uma equivalên
ia fra
aentre 
omplexos 
elulares, então f é uma equivalên
ia de homotopia.Proof. Pelo teorema anterior existe g : Y → X tal que f∗([g]) = [idY ] ∈ [Y, Y ], istoé tal que f ◦ g ≃ idY . Por outro lado f∗([g ◦ f ]) = [f ◦ g ◦ f ] = [f ] ∈ [X,Y ]. Umavez que f∗([idX ]) = [f ] e f∗ é inje
tiva temos portanto que [f ◦ g] = [idX ] logo g éum inverso de homotopia para f . �



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 47Nota 5.15. A demonstração do teorema anterior mostra mais pre
isamente queuma n-equivalên
ia entre 
omplexos 
elulares de dimensão < n é uma equivalên
iade homotopia.Note-se que a 
on
lusão do Teorema de Whitehead é ainda válida para espaços
om o tipo de homotopia de 
omplexos 
elulares. De fa
to se f : X → Y é umaequivalên
ia fra
a e g : C → X, h : Y → D são equivalên
ias de homotopia 
om
omplexos 
elulares, então h◦f ◦g : C → D é uma equivalên
ia de homotopia fra
a(pelo Corolário 4.30) e portanto pelo Teorema de Whitehead, uma equivalên
ia dehomotopia. Uma vez que g e h são equivalên
ias de homotopia 
on
lui-se que f étambém uma equivalên
ia de homotopia.A 
lasse dos espaços 
om o tipo de homotopia dos 
omplexos 
elulares é bastantemais geral e 
ontém por exemplo, por um teorema de Milnor, os espaços Map(K,X)se X é um 
omplexo 
elular e K é 
ompa
to (ver [Mln℄ ou [RF, Corollary 5.3.6℄).Eis uma 
onsequên
ia interessante do Teorema de Whitehead.Corolário 5.16. Seja (X,µ) um H-espaço asso
iativo do tipo de homotopia de um
omplexo 
elular. Se para 
ada x ∈ X, a apli
ação y 7→ µ(x, y) é uma equivalên
iade homotopia fra
a (isto a
onte
e por exemplo, se X é 
onexo por ar
os) então µdispõe de um inverso.Proof. Uma vez que µ induz a multipli
ação nos grupos de homtopia, a 
ondiçãodo enun
iado impli
a que a apli
ação de 
orte X ×X → X ×X dada por
(x, y) 7→ (x, µ(x, y))é uma equivalên
ia fra
a, e portanto uma equivalên
ia de homotopia. O resultadosegue então do Exer
í
io 4.25. �Um outro resultado fundamental que é uma 
onsequên
ia simples do Teorema5.10 é o seguinteTeorema 5.17 (da Aproximação Celular). Sejam (X,A) e (Y,B) 
omplexos 
elu-lares relativos e f : (X,A) → (Y,B). Existe uma apli
ação 
elular g : (X,A) →

(Y,B) tal que g ≃A f .Proof. Construímos g indutivamente nos esqueletos. Conven
ionamos que (X,A)−1 =
A e g−1 = f|A e H−1 : A × [0, 1] → Y é a homotopia 
onstante entre g−1 e f|A.Uma vez que o par (Y,B)n+1 →֒ Y é uma (n + 1)-equivalên
ia (pelo Lema 5.8),para 
ada n ≥ −1, o Teorema 5.10 apli
ado ao diagrama

(X,A)n

gn

��

// (X,A)n+1

gn+1xxq
q

q
q

q
f|(X,A)n+1

��
(Y,B)n+1 � � // Ygarante a existên
ia de gn+1 estendendo gn e de uma homotopia Hn+1 entre gn+1e f|(X,A)n+1 estendendo Hn. A apli
ação g : (X,A)→ (Y,B) tal que g|(X,A)n = gné portanto a apli
ação 
elular pretendida. �O teorema anterior é um resultado algo semelhante ao teorema da aproximaçãosimpli
ial. Por um lado apli
a-se a espaços mais gerais, mas por outro garanteapenas a possibilidade de substituir uma apli
ação arbitrária por uma apli
ação
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elular. As apli
ações 
elulares evitam patologias 
omo as eviden
iadas por 
urvasde Peano mas são muito menos rígidas que as apli
ações simpli
iais.Um outro resultado fundamental em Topologia Algébri
a é o Teorema de Aprox-imação CW que enun
iamos a seguir. A ideia de aniquilar elementos de grupos dehomotopia 
olando 
élulas, usada na demonstração da primeira parte do teoremaé uma das té
ni
as bási
as em teoria de homotopia e veremos em breve outrasapli
ações.Teorema 5.18 (da Aproximação CW). Sejam X,Y espaços topológi
os e f : X →
Y uma apli
ação.(1) Existe um 
omplexo 
elular CW (X) e uma equivalên
ia de homotopia fra
a

ǫX : CW (X)→ X.(2) Existe uma apli
ação 
elular CW (f), úni
a a menos de homotopia, que fazo seguinte diagrama 
omutar a menos de homotopia
CW (X)

ǫX

��

CW (f)// CW (Y )

ǫY

��
X

f // Y

.Proof. (a) Sem perda de generalidade podemos sup�r que X é 
onexo por ar-
os. Vamos 
onstruir indutivamente Cn e uma n-equivalên
ia en : Cn → X taisque Cn−1 é um sub
omplexo de Cn e en|Cn−1 = en−1. Podemos então tomar
CW (X) = colimCn e de�nir ǫX pela equação ǫX|Cn = en. Sejam {fα : S1 → X}representantes de um 
onjunto de geradores de π1(X, ∗). De�nimos

C1 = ∨αS
1 e1 = ∨αfα.É imediato da de�nição que e1 é sobreje
tiva em π1 e um isomor�smo em π0 logoé uma 1-equivalên
ia.Suponhamos indutivamente que 
onstruímos já Cn e uma n-equivalên
ia en.Sejam {gβ : Sn → Cn} representantes de um 
onjunto de geradores de ker en∗ ⊂

πn(C
n) e {fα : Sn+1 → X} representantes de um 
onjunto de geradores de πn+1X.Seja Cn+ 1

2 a 
o�bra de ∨βgβ (isto é, o espaço que se obtém 
olando (n+1)-
élulasa Cn pelas apli
ações gβ). Pela propriedade universal da 
o�bra de homotopia existeuma extensão en+ 1
2
de en a Cn+ 1

2 . De�nimos
Cn+1 = Cn+ 1

2 ∨ ∨αS
n+1e

en+1 = en+ 1
2
∨ ∨αfα.Temos portanto o diagrama

∨αS
n

∨gβ // Cn

φ

��

� _

��

en // X

Cn+ 1
2

e
n+ 1

2

<<y
y

y
y

� _

j

��
Cn+1

en+1

EE���������������



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 49Uma vez que Cn+1 se obtém de Cn 
olando (n + 1)-
élulas, a in
lusão φ : Cn →֒
Cn+1 é uma n-equivalên
ia. Por hipótese, en é também uma n-equivalên
ia peloque en+1 é ne
essariamente uma n-equivalên
ia. É ainda 
laro da de�nição que en+1induz um epimor�smo em πn+1. Resta portanto demonstrar que en+1 é inje
tivaem πn. Seja γ ∈ πn(Cn+1) um elemento no nú
leo de en+1∗. Uma vez que φ : Cn →֒
Cn+1 é uma n-equivalên
ia, existe δ ∈ πnCn tal que φ∗(δ) = γ. A 
omutatividadedo diagrama a
ima mostra que δ ∈ ker en∗ pelo que existem nβ ∈ Z quase todoszero tais que

δ =
∑

β

nβ [gβ ].Con
lui-se que
γ = φ∗(δ) =

∑

β

nβφ∗([gβ ]) = 0,(uma vez que en+ 1
2∗

([gβ ]) = 0) e portanto en+1 é uma (n+ 1)-equivalên
ia.(b) Uma vez que ǫY é uma equivalên
ia de homotopia fra
a, pelo Teorema 5.13existe uma úni
a 
lasse de homotopia [CW (f)] tal que ǫY ∗([CW (f)]) = [f ◦ ǫX ].Pelo Teorema de Aproximação Celular existe um representante desta 
lasse de ho-motopia que é uma apli
ação 
elular. �Nota 5.19. A segunda a�rmação no teorema anterior garante que uma es
olha de
CW (X) para 
ada espaço X determina um fun
tor CW da 
ategoria de homotopianela própria, e uma transformação natural ǫ : CW → Id.O seguinte exer
í
io dá duas propriedades universais da apli
ação ǫX na 
ategoriada homotopia (que garante a uni
idade na 
ategoria de homotopia da aproximação
ǫX : CW (X)→ X.Exer
í
io 5.20. Mostre que ǫX : CW (X)→ X é a apli
ação �nal de um 
omplexo
elular para X e a equivalên
ia fra
a ini
ial a partir de um espaço para X (na
ategoria de homotopia).Modi�
ando ligeiramente a demonstração do Teorema 5.17 é possível obter umfun
tor CW : Top→ Top e uma transformação natural ǫX : CW → Id. De fa
to arazão porque não podemos garantir a fun
torialidade da 
onstrução de CW (X) ede ǫX a
ima reside na es
olha arbitrária de geradores de (sub)grupos de homotopia.Há no entanto uma es
olha 
anóni
a para os geradores: em 
ada estágio podemos
olar a Cn uma 
élula de dimensão n por 
ada par (g,H) 
om g : Sn → Cn tal que
en ◦ g é nulhomotópi
a e H nulhomotopia de en ◦ g, fazendo depois a soma wedge
om uma 
ópia de Sn+1 para 
ada apli
ação 
ontínua f : Sn+1 → X. No estágioini
ial tomamos uma 0-
élula para 
ada ponto de X. Existe então uma es
olha
anóni
a para a apli
ação ǫX e a 
onstrução é 
laramente fun
torial em Top.A aproximação CW 
onstruída no parágrafo anterior é gigantes
a mas esse émuitas vezes o preço a pagar pela fun
torialidade em Matemáti
a. Pode aindaperguntar-se se existe uma aproximação 
elular "mínima". Veremos mais tardeque a resposta é a�rmativa para espaços simplesmente 
onexos 
om grupos de ho-mologia �nitamente gerados (mas este modelo mínimo - 
hamado uma aproximaçãode homologia - está longe de ser fun
torial).Exemplo 5.21. O espaço X = {0} ∪ { 1

n : n ∈ N} não tem o tipo de homotopia deum 
omplexo 
elular. De fa
to, a apli
ação
f : N0 → X
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f(n) =

{
1
n se n ∈ N

0 se n = 0é uma aproximação CW mas não existe nenhuma apli
ação 
ontínua g : X → N0que induza uma inversa para f em π0(−) (ou {0} = g−1(0) teria de ser um abertode X). Temos assim também um exemplo de dois espaços A,B tais que existe umaequivalên
ia de homotopia fra
a f : A→ B mas não uma no sentido B → A.Exer
í
io 5.22. Mostre que a apli
ação da "
ir
unferên
ia pola
a"
X = {0} × [−2, 1] ∪ [0,

1

2π
]× {−2} ∪ {

1

2π
} × [−2, 0] ∪ {(x, sin

1

x
) : x ∈]0,

1

2π
]}num ponto é uma equivalên
ia de homotopia fra
a21 mas não uma equivalên
iade homotopia (portanto X é outro exemplo de um espaço que não tem o tipo dehomotopia de um 
omplexo 
elular).De�nição 5.23. A relação de equivalên
ia de homotopia fra
a entre espaços topológi-
os é a relação de equivalên
ia gerada por X ∼ Y se existe uma equivalên
ia dehomotopia fra
a f : X → Y .Assim, X e Y são fra
amente equivalentes sse existe um 
onjunto �nito de es-paços Zi e equivalên
ias de homotopia fra
as

X
∼
← Z1

∼
→ Z2

∼
← · · ·

∼
→ Y.Este zig-zag pode no entanto ser simpli�
ado 
omo indi
a o seguinte exer
í
io.Exer
í
io 5.24. Mostre que X é fra
amente equivalente a Y sse existe um 
om-plexo 
elular A e equivalên
ias de homotopia fra
as f, g

X
f
← A

g
→ Y.Mostre ainda que este resultado não pode ser melhorado dando um exemplo de es-paços X e Y que são fra
amente equivalentes mas para os quais não existe nenhumaequivalên
ia de homotopia fra
a entre X e Y .Nota 5.25. Uma vez que a maior parte dos espaços de interesse em Matemáti
asão do tipo de homotopia de 
omplexos 
elulares, o que interessa estudar é o tipode homotopia fra
o de um espaço. Aquilo que usualmente se 
hama a 
ategoriade homotopia em Topologia Algébri
a é a 
ategoria que se obtém da 
ategoria dosespaços topológi
os invertendo formalmente22 as equivalên
ias de homotopia fra
as.As "
lasses de homotopia" entre X e Y são então as setas nesta 
ategoria lo
alizadae um argumento semelhante ao do exer
í
io anterior mostra que qualquer "
lassede homotopia" é representada por um zig-zag X

f
← A

g
→ Y em que f é umaequivalên
ia fra
a. O Teorema de Aproximação CW garante que esta 
ategoria dehomotopia é equivalente (mas não igual) à 
ategoria 
ujos obje
tos são 
omplexos
elulares e 
ujos mor�smos são 
lasses de homotopia (no sentido usual do termo)de apli
ações 
ontínuas entre 
omplexos 
elulares.É ainda válida a seguinte versão relativa do Teorema de Aproximação CW 
ujademonstração é muito semelhante à do Teorema 5.1821Diz-se que X é fra
amente 
ontrá
til.22Trata-se de um pro
esso análogo à lo
alização de um anel 
om respeito a um sub
onjuntomultipli
ativo familiar de Álgebra Comutativa.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 51Teorema 5.26 (de Aproximação CW Relativa). Dado um par de espaços (X,A)existe um par de 
omplexos 
elulares (X ′, A′) e uma apli
ação de pares e : (X,A)→
(X ′, A′) tal que e e e|A são equivalên
ias de homotopia fra
as. Se (X,A) é n-
onexo,podemos es
olher X ′ de forma a que X ′ −A′ 
onsiste de 
élulas de dimensão > n.Proof. Começamos por es
olher uma aproximação CW A′ → A. X ′ é o espaçoque se obtém 
olando 
élulas a A′ de forma a obter um isomor�smo πk(X ′, A′)→
πk(X,A) 
omo na demonstração do Teorema 5.18 (exer
í
io). Claramente se (X,A)é n-
onexo basta 
olar 
élulas de dimensão > n. �Exemplo 5.27. Se X é um espaço n-
onexo 
om n ≥ 0, apli
ando o teoremaanterior ao par (X,x0) 
om x0 ∈ X vemos que X é fra
amente equivalente aum 
omplexo 
elular 
om uma úni
a 0-
élula e 
om todas as restantes 
élulas dedimensão > n. Pelo Lema 5.8 a existên
ia de um tal 
omplexo 
elular é uma
ara
terização dos espaços n-
onexos.Ex
isão para grupos de homotopia.De�nição 5.28. O pushout de homotopia ou 
ilindro duplo do diagrama

B C
joo i // Aé o espaço

M(i, j) =
(

B
∐

C × [0, 1]
∐

A
)

/ ∼onde ∼ é a relação de equivalên
ia gerada por (c, 0) ∼ j(c) e (c, 1) ∼ i(c).Note-se queM(i, j) tem uma propriedade universal: dar uma apli
ação 
ontínua
M(i, j)→ Y equivale a dar apli
ações 
ontínuas u : B → Y , v : C → Y juntamente
om uma homotopia H : C × [0, 1]→ Y entre u ◦ j e v ◦ i.Lema 5.29. Se i é uma 
o�bração a apli
ação 
anóni
a M(i, j)→ B

∐

C A é umaequivalên
ia de homotopia.Proof. Este resultado é uma 
onsequên
ia simples da Proposição 3.14 e �
a portanto
omo exer
í
io. �De�nição 5.30. Um diagrama 
omutativo
C

i //

j

��

B

��
A // Xdiz-se um pushout de homotopia (fra
o) se a apli
ação 
anóni
a
M(i, j)→ Xé uma equivalên
ia de homotopia (fra
a)23.De�nição 5.31. Uma tríade de espaços (X;A,B) 
onsiste num espaço X e doissubespaços A ⊂ X e B ⊂ X. Uma tríade diz-se ex
isiva se X = IntA ∪ IntB.Uma tríade CW é uma tríade (X;A,B) em que X é um 
omplexo 
elular, A,Bsão sub
omplexos e X = A ∪B.23Se o quadrado 
omuta apenas a menos de uma homotopia H, a homotopia determina umaapli
ação 
anóni
a M(i, j) → X e podemos fazer a de�nição análoga.



52 GUSTAVO GRANJAA palavra "ex
isiva" refere-se a ex
isão em homologia. Se (X;A,B) é umatríade ex
isiva podemos apli
ar o teorema de ex
isão para homologia ao sub
onjunto
U = B ∩Ac para obter um isomor�smo

H∗(B,A ∩B)
∼
−→ H∗(X,A),e temos ainda a su
essão de Mayer-Vietoris

· · · → H∗(A ∩B)→ H∗(A)⊕H∗(B)→ H∗(X)→ H∗−1(A ∩B)→ · · · .Exemplo 5.32. Dado um diagrama
B C

joo i // Asejam U ⊂M(i, j) a imagem de B∪C×[0, 2
3 [ e V ⊂M(i, j) a imagem de C×] 13 , 1]∪

A. Claramente a tríade (M(i, j);U, V ) é ex
isiva e temos U ≃ A, V ≃ B e C ≃
U ∩ V .Note-se que uma tríade CW não é ex
isiva. É no entanto equivalente a umatríade ex
isiva uma vez que existem ne
essáriamente abertos U ⊃ A e V ⊃ B de
X que se retratam por deformação em A e B respe
tivamente e tais que U ∩ V seretrata por deformação em A ∩B.Exemplo 5.33. Pelo Lema 5.29, se (X;A,B) é uma tríade CW, então o diagrama

A ∩B
i //

j

��

B

��
A // Xé um pushout de homotopia (uma vez que as in
lusões de sub
omplexos são 
o�-brações).Teorema 5.34. Se f : (X;A,B)→ (X ′;A′, B′) é uma apli
ação de tríades ex
isi-vas e f|A : A→ A′, f|B : B → B′ e f|A∩B : A ∩ B → A′ ∩ B′ são equivalên
ias dehomotopia fra
as, então f : X → X ′ é uma equivalên
ia de homotopia fra
a.Proof. Para já ver [Ma, p. 80℄. In
luo a demonstração mais tarde... �OTeorema anterior pode ser en
arado 
omo uma "propriedade de Mayer-Vietoris"para os grupos de homotopia. A 
on
lusão análoga para homologia (se as restriçõesa A,B,A∩B são isomor�smos em homologia, f é uma equivalên
ia de homologia)é uma 
onsequên
ia da su
essão de Mayer-Vietoris em homologia e o Lema dos5. Apesar de não haver uma su
essão de Mayer-Vietoris para os grupos de homo-topia24 o Teorema anterior garante que a 
onsequên
ia de Mayer-Vietoris é aindaválida.Corolário 5.35. (i) O pushout de homotopia é um invariante de homotopiafra
o. Isto é, se

A

��

C
joo i //

��

B

��
A′ C ′

j′oo i′ // B′24Mas veja o Teorema 5.38.
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omutativo em que todas as apli
ações verti
ais são equivalên-
ias de homotopia fra
as, então a apli
ação induzida
M(i, j)→M(i′, j′)é uma equivalên
ia de homotopia fra
a.(ii) Se (X;A,B) é uma tríade ex
isiva, o diagrama
A ∩B

i //

j

��

B

��
A // Xé um pushout de homotopia fra
o.(iii) Se (X,A,B) é uma tríade ex
isiva, existe uma tríade CW (X ′;A′, B′) e umaapli
ação e : (X ′;A′, B′)→ (X;A,B) tal que e|A′ , e|B′ , e|A′∩B′ e e são aprox-imações CW.Proof. (i) As tríades asso
iadas no Exemplo 5.32 aos espaços M(i, j) e M(i′, j′)são ex
isivas pelo que a a�rmação é uma 
onsequên
ia do Teorema 5.34.(ii) Se X ′ = M(i, j) e A′, B′ ⊂ M(i′, j′) for a tríade do Exemplo 5.32, podemosapli
ar o Teorema 5.34 à apli
ação 
anóni
a

(M(i′, j′);A′, B′) −→ (X;A,B)para 
on
luir que M(i′, j′)→ X é uma equivalên
ia fra
a.(iii) Seja C = A∩B. Começamos por es
olher uma aproximação CW f : C ′ → C.Pelo Teorema 5.26 podemos estender f a uma aproximação CW relativa g :
(A′, C ′) → (A,C) e também a uma aproximação CW relativa h : (B′, C ′) →
(B,C). Seja X ′ o 
omplexo 
elular A′

∐

C′ B′ e e : X ′ → X a apli
açãoinduzida por g, h. Denotando por i′ : C ′ → B′ e j′ : C ′ → A′ as in
lusões,temos o seguinte diagrama 
omutativo
M(i′, j′)

ξ

��

φ // M(i, j)

π

��
X ′ e // Xem que π e ξ são as apli
ações 
anóni
as. Por (i), φ é uma equivalên
ia fra
a.

ξ é uma equivalên
ia fra
a pelo Exemplo 5.33 e π é uma equivalên
ia fra
apor (ii) logo e é uma equivalên
ia fra
a.
�Nota 5.36. Note-se que 
omo 
onsequên
ia da demonstração da a�rmação (iii) doCorolário anterior, se o par (A,A∩B) é n-
onexo e o par (B,A∩B) é m-
onexo,podemos assumir que A′ se obtém de C ′ = A′∩B′ 
olando 
élulas de dimensão > ne B′ se obtém de A′ ∩B′ 
olando 
élulas de dimensão > m.Exemplo 5.37. Se (X, ∗) e (Y, ∗) são espaços bem pontuados e e1 : (X ′, ∗) →

(X, ∗), e2 : (Y ′, ∗)→ (Y, ∗) são aproximações CW, a apli
ação
X ′ ∨ Y ′ e1∨e2−→ X ∨ Yé uma aproximação CW por (i) do Corolário anterior uma vez que os diagramas depushout que de�nem X ∨ Y e X ′ ∨ Y ′ são ambos pushouts de homotopia.
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onexo e Y é n-
onexo, podemos es
olher X ′ 
om uma úni
a 0-
élulae todas as outras 
élulas de dimensão > n e Y ′ 
om uma úni
a 0-
élula e todas asoutras 
élulas em dimensão > m. Uma vez que (dando a X ′× Y ′ a topologia CW)
X ′ × Y ′ −→ X × Yé obviamente uma aproximação 
elular, e X ′ × Y ′ se obtém de X ′ × Y ′ 
olando
élulas de dimensão ≥ n+m+ 2, 
on
lui-se do Lema 5.8 que o par (X × Y,X ∨ Y )é n+m+ 1-
onexo.De forma semelhante, pelo Lema 5.29 X ∧ Y é equivalente ao pushout de homo-topia de
∗ ← X ∨ Y → X × Ye X ′ ∧ Y ′ é equivalente ao pushout de homotopia de
∗ ← X ′ ∨ Y ′ → X ′ × Y ′.donde se 
on
lui que

X ′ ∧ Y ′ → X ∧ Yé uma aproximação CW, e portanto, X ∧ Y é um espaço (n+m+ 1)-
onexo.Como re
ordámos anteriormente, se (X;A,B) é uma tríade ex
isiva e C = A∩B,o Teorema de Ex
isão para homologia garante que o homomor�smo induzido pelain
lusão
Hk(A,C)→ Hk(X,B)é um isomor�smo para todo o k. Um dos resultados fundamentais em teoria dehomotopia garante que o mesmo su
ede 
om grupos de homotopia para um 
ertodomínio de variação de k (
hamado o domínio estável) dependente da 
onexidadedos pares (A,C) e (B,C).Teorema 5.38 (de Ex
isão de Homotopia de Blakers-Massey.). Seja (X;A,B) umatríade ex
isiva ou CW e C = A ∩ B. Se (A,C) é m-
onexo e (B,C) é n-
onexo
om m ≥ 0 e n ≥ 0, então
πk(A,C)→ πk(X,B)é um isomor�smo para k < m+ n e um epimor�smo para k ≤ m+ n.Proof. Pelo Corolário 5.35 (iii) podemos substituir (X;A,B) por uma tríade CWequivalente, em que A se obtém de C = A ∩ B 
olando 
élulas de dimensão > me B se obtém de C 
olando 
élulas de dimensão > n. Vamos fazer a demonstração
onsiderando vários 
asos de generalidade 
res
ente. O primeiro 
aso é o pontofundamental da demonstração.Caso (i): B = C ∪ en+1 e A = C ∪ ∪αe

m+1
α . Neste 
aso, para quaisquer x ∈ en+1e yα ∈ em+1

α , as in
lusões
(A,C) −→ (X \ {x},X \ {x, yα})e

(X,B) −→ (X,X \ {yα})são equivalên
ias de homotopia e portanto basta-nos mostrar que, existem x, yαtais que o homomor�smo(11) πk(X \ {x},X \ {x, yα})→ πk(X,X \ {yα}) ≃ πk(X,B)é sobreje
tivo para k ≤ n+m e inje
tivo para k ≤ n+m− 1.
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onsiderar a sobreje
tividade. Seja Jk−1 = ∂([0, 1]k−1)× [0, 1]∪
[0, 1]k−1 × {1} e seja

f : ([0, 1]k, ∂[0, 1]k, Jk−1)→ (X,B, ∗)um representante de um elemento de πk(X,B). Pelo Lema 5.7, a imagem de finterse
ta apenas um número �nito de 
élulas em+1
α . Sendo ǫ > 0 e

ekǫ = {x ∈ ek : ||x|| < ǫ},usando o Lema de Aproximação Regular 5.6 
omo na demonstração do Lema 5.8vemos que f é homotópi
a 
omo apli
ação de triplos a uma apli
ação g que é C∞no aberto g−1(en+1
ǫ ) ∪ g−1(∪αe

m+1
αǫ ).Seja x ∈ en+1

ǫ um valor regular de g. Então g−1(x) é uma variedade (provável-mente 
om bordo, bordo esse que está 
ontido em [0, 1]k−1 × {0}) de dimensão
k − (n+ 1). Seja

π : [0, 1]k → [0, 1]k−1a proje
ção nas primeiras (k − 1) 
oordenadas. O 
onjunto G = π−1(π(g−1(x)))dos elementos que se proje
tam na proje
ção de g−1(x) pode ser parametrizadolo
almente por k −m funções C∞. Con
lui-se que se
k −m < n+ 1a apli
ação

g : G ∩ g−1(em+1
αǫ → em+1

α ǫnão é sobreje
tiva. Podemos portanto es
olher pontos yα ∈ em+1
α tais que g−1(yα)∩

G = ∅. Os 
onjuntos K1 = π(g−1(x)) e K2 = π(∪αg
−1(yα)) são sub
onjuntos
ompa
tos disjunto de ]0, 1[k−1 e portanto existe uma função 
ontínua

φ : [0, 1]k−1 → [0, 1[tal que φ(x) = 0 num aberto 
ontendo K2 e
g−1(x) ⊂ {(x, t) ∈ [0, 1]k : t < φ(x)}.Ou seja, tal que o grá�
o de φ separa os 
onjuntos g−1(x) e ∪αg−1(yα) (ver Figura3). A homotopia

H : ([0, 1]k, ∂[0, 1]k, Jk−1)× [0, 1] −→ (X,X \ {yα}, ∗)de�nida pela expressão
H(z, t, s) = g(z, sφ(t) + t(1− sφ(t)))deforma g numa apli
ação h (a "restrição de g à região a
ima do grá�
o de φ") queapli
a o triplo ([0, 1]k, ∂[0, 1]k, Jk−1) em (X \ {x},X \ {x, yα}, ∗). Con
lui-se que aapli
ação (11) é sobreje
tiva.A inje
tividade demonstra-se exa
tamente da mesma forma: Sejam

f0, f1 : ([0, 1]k, ∂[0, 1]k, Jk−1)→ (A,C, ∗)e
H : ([0, 1]k, ∂[0, 1]k, Jk−1)× [0, 1]→ (X,B, ∗)uma homotopia entre f0 e f1. Pelo Lema de Aproximação Regular podemos assumirque H é C∞ em H−1(em+1

ǫ ∪ ∪αe
n+1
αǫ ) para algum ǫ (esta deformação substituirápossívelmente f0 e f1 por outros representantes dos mesmos elementos de πk(A,C)).



56 GUSTAVO GRANJAFigure 3.PSfrag repla
ements
π

g−1(yα)
g−1(yα)

(x, φ(x))

g−1(x)

0

1

[0, 1]k−1Sendo x ∈ em+1
ǫ um valor regular de H, e sendo π : [0, 1]k× [0, 1]→ [0, 1]k−1× [0, 1]a proje
ção, o 
onjunto

G = π−1(π(H−1(x)))pode ser lo
almente parametrizado por k + 1 − (m + 1) + 1 = k + 1 −m funções
C∞, e portanto desde que

k + 1−m < n+ 1⇔ k < n+mexistem pontos yα ∈ en+1
αǫ que não estão na imagem de G. Isto permite-nos a
haruma função 
ontínua

φ : [0, 1]k−1 × 0× [0, 1]→ [0, 1[tal que H−1(x) está abaixo do grá�
o de φ e H−1({yα}) está a
ima do grá�
o de
φ. Tal 
omo antes podemos então 
onstruir uma homotopia

L : ([0, 1]k, ∂[0, 1]k, Jk−1)× [0, 1]× [0, 1]→ (X,X \ {yα}, ∗)
om L(x, 0, t) = f0(x), L(x, 1, t) = f1(x), e tal que K(x, t) = L(x, t, 1) é umaapli
ação
K : ([0, 1]k, ∂[0, 1]k, Jk−1)× [0, 1]→ (X \ {x},X \ {x, yα}, ∗)mostrando que [f0] = [f1] em πk(X \ {x},X \ {x, yα}) ≃ πk(A,C).Caso (ii): A = C ∪ ∪αe

m+1
α , e B obtém-se 
olando a C 
élulas de dimensão

> n. Uma vez que a imagem de um representante de uma 
lasse em πk ou umahomotopia entre dois representantes interse
ta apenas um número �nito de 
élulasde B podemos assumir que B se obtém de C 
olando um número �nito de 
élulas.Seja el (
om l > m) uma 
élula de dimensão máxima em B \ C. Tome-se
C ′ = B \ el, A′ = C ′ ∪A, B′ = B.Apli
ando o 
aso anterior vemos que

πk(A
′, C ′)→ πk(X,B)é um isomor�smo para k < n + m e um epimor�smo para k ≤ n + m. Tomando

X = A′, B = C ′ e A = A e apli
ando indutivamente este argumento às 
élulas de
B \ C por ordem de
res
ente de dimensão 
on
luímos que

πk(A,C)→ πk(X,B)



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 57é um isomor�smo para k < n+m e um epimor�smo para k ≤ n+m.Caso (iii): Consideremos agora o 
aso geral. Seja Ai o esqueleto-i relativo de
(A,C) e Xi = Ai ∪B e 
onsideremos o diagrama 
omutativo
πk+1(Ai+1, Ai)

∂ //

φ1

��

πk(Ai, C) //

φ2

��

πk(Ai+1, C) //

φ3

��

πk(Ai+1, Ai)
∂ //

φ4

��

πk−1(Ai, C)

φ5

��
πk+1(Xi+1,Xi)

∂ // πk(Xi, C) // πk(Xi+1, C) // πk(Xi+1,Xi)
∂ // πk−1(Xi, C)determinado pela in
lusão dos triplos (Ai+1, Ai, C) → (Xi+1,Xi,X) (
onforme oLema 4.10). Tomando primeiro i = m+1 temos Am+1 = C ∪∪αe

m+1
α e portanto o
aso (ii) impli
a que φ2 e φ5 são isomor�smos para k < n+m. Uma vez que Xi seobtém de Ai 
olando 
élulas de dimensâo > m o 
aso (ii) impli
a também que φ1e φ4 são isomor�smos para k < n+m. Pelo Lema dos 5, 
on
lui-se25 que φ3 é umisomor�smo para k < n + m. A sobreje
tividade para k = n + m veri�
a-se pelomesmo argumento.Por indução 
on
lui-se que, para todo o i,

πk(A,C)→ πk(Xi, C)é um isomor�smo para k < n+m e um epimor�smo para k ≤ n+m. Uma vez que
πk(Xk+1, C)→ πk(X,C)é um isomor�smo pelo Teorema de Aproximação Celular, isto 
on
lui a demon-stração. �Nota 5.39. (i) Apli
ando a Proposição 3.63 ao diagrama de in
lusões
C = A ∩B

��

// A

��
B // Xobtemos um diagrama na 
ategoria de homotopia

G //

��

F1
//

��

H1

��
F2

//

��

C //

��

A

��
H2

// B // Xonde todas as linhas e 
olunas são equivalentes a su
essões de �bração. O ho-momor�smo πk(A,C)→ πk(X,B) identi�
a-se 
om o homomor�smo πk−1F2 →
πk−1H2 logo o Teorema de Blakers-Massey é equivalente à a�rmação que oespaço G é (n + m − 2)-
onexo. Isto é, se a �bra F2 da in
lusão C → A é
(m − 1)-
onexa e a �bra F1 da in
lusão C → B é (n − 1)-
onexa então G é
(n+m− 2)-
onexo.25É um exer
í
io veri�
ar que o Lema dos 5 permane
e válido para su
essões exa
tas 
ujosúltimos seis termos não são ne
essáriamente grupos abelianos, mas veri�
am a noção de exa
tidãousual nas su
essões exa
tas longas de homotopia.
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orde-se da demonstração da Proposição 3.63 que G é a �bra de homo-topia da apli
ação C → P onde P é o pullba
k de homotopia de
B −→ X ←− Alogo o Teorema de Blakers-Massey diz até que ponto um quadrado que é umpushout de homotopia fra
o é também um pullba
k de homotopia fra
o26: atédimensão n+m−1. Este domínio estável é o 
onjunto das dimensões em queas estruturas de 
o�bração e �bração na 
ategoria de homotopia 
oin
idem.(ii) O Teorema de Blakers-Massey [BM℄ é um resultado mais forte que o indi
adoa
ima, no sentido em que identi�
a o primeiro grupo de homotopia não nulodo espaço G. De�nem-se para k ≥ 2 os grupos de homotopia de uma tríadepela fórmula

πk(X;A,B) = πk−2Ge o Teorema de Blakers-Massey diz então que
πn+m+1(X;A,B) ≃ πm+1(A,C)⊗ πn+1(B,C)para n,m ≥ 2 de forma a que os grupos envolvidos sejam todos abelianos (oenun
iado para valores menores de m e n é mais 
ompli
ado).Corolário 5.40. Se (X,A) é um par NDR n-
onexo e A é m-
onexo, a apli
ação

πk(X,A)→ πk(X/A, ∗)é um isomor�smo para k ≤ n+m e um epimor�smo para k = n+m+ 1.Proof. Pelo Teorema 5.26 e Corolário 5.35 podemos assumir que (X,A) é um parCW. Sendo CA o 
one em A, o par (CA,A) é (m+1)-
onexo. Apli
ando o Teorema5.38 à tríade (X
∐

A CA;X,CA) 
on
luímos que
πk(X,A)→ πk(X

∐

A

CA,CA)é um isomor�smo para k ≤ n+m e um epimor�smo para k = n+m+ 1. Consid-eremos o diagrama
πk(X,A)

ι // πk((X
∐

A CA,CA)
ξ // πk(X/A, ∗)

πk(X
∐

A CA).

φ

OO

ψ

66lllllllllllllO homomor�smo φ é parte da su
essão exa
ta do par (X
∐

A CA,CA) e uma vezque CA é 
ontrá
til é um isomor�smo. O homomor�smo ψ é induzido por umaequivalên
ia de homotopia logo é um isomor�smo. Con
lui-se que ξ é um iso-mor�smo e portanto o homomor�smo ξ ◦ ι do enun
iado é um isomor�smo para
k ≤ n+m e um epimor�smo para k = n+m+ 1. �Re
ordemos o fun
tor de suspensão Σ : Top∗ → Top∗ asso
ia a um espaçopontuado (X, ∗) a suspensão reduzida ΣX = X ∧ S1, e a uma apli
ação pontuada
f : (X, ∗) → (Y, ∗) a sua suspensão Σf = f ∧ idS1 . Re
orde-se ainda que se
X = ΣA então Σ induz um homomor�smo de grupos nos 
onjuntos de 
lasses de26Um quadrado diz-se um pullba
k de homotopia fra
o se a apli
ação 
anóni
a do espaço no
anto superior esquerdo para o pullba
k de homotopia dos restantes (ver Exer
í
io 4.9 para ade�nição) é uma equivalên
ia fra
a.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 59homotopia pontuadas. Sendo η : Y → ΩΣY a unidade da adjunção (Σ,Ω) (de�nidapor η(y)(t) = y ∧ t), é fá
il veri�
ar que a suspensão se fa
toriza da seguinte forma(12) [X,Y ]∗
η∗
−→ [X,ΩΣY ]∗

=
−→ [ΣX,ΣY ]∗onde a apli
ação da direita é o isomor�smo de�nido pela adjunção. Esta a�rmaçãoé na realidade válida para qualquer par de fun
tores adjuntos (L,R) (exer
í
io).Corolário 5.41 (Teorema da Suspensão de Freudenthal). Seja (Y, ∗) um espaço

n-
onexo bem pontuado e (X, ∗) um 
omplexo CW pontuado. A suspensão
[X,Y ]∗

Σ
−→ [ΣX,ΣY ]∗é uma bije
ção se dimX ≤ 2n e uma sobreje
ção se dimX ≤ 2n+ 1.Proof. Tendo em 
onta a fa
torização (12) temos a demonstrar que a apli
ação

η : Y → ΩΣY é uma (2n + 1)-equivalên
ia. Como habitual podemos assumir que
Y é um 
omplexo 
elular. Seja CY = Y ∧ [0, 1] o 
one reduzido e 
onsideremos odiagrama de in
lusões 
orrespondente à tríade CW (ΣY ;CY,CY ):

Y //

��

CY

��
CY // ΣY.Uma vez que o par (CY, Y ) é (n+1)-
onexo, de a
ordo 
om a Nota 5.39 a apli
ação
anóni
a de Y para o pullba
k de homotopia das in
lusões CY → ΣY ,

Y
φ
−→ holim(CY → ΣY ← CY )é uma (2n+ 1)-equivalên
ia. O diagrama
∗

��

// ΣY

��

∗oo

��
CY // ΣY CYooinduz uma equivalên
ia fra
a nos pullba
ks de homotopia (pelo Exer
í
io 4.9 e oLema dos 5) e é fá
il veri�
ar que o diagrama

Y
η //

φ

((RRRRRRRRRRRRRRRR ΩΣY = holim(∗ → ΣY ← ∗)

��
holim(CY → ΣY ← CY )
omuta a menos de homotopia, o que 
on
lui a demonstração. �Para X um 
omplexo CW e Y um espaço bem pontuado de�nem-se os gruposde 
lasses de homotopia estáveis pela fórmula

{X,Y } = lim
k→∞

[ΣkX,ΣkY ]∗.Pelo Teorema de Freudenthal, se X é de dimensão �nita, o 
olimite da direitaestabiliza para k su�
ientemente grande. O estudo dos 
onjuntos de 
lasses dehomotopia estável 
hama-se Teoria de Homotopia Estável e é um dos ramos prin-
ipais da Teoria de Homotopia, eviden
iando relações fas
inantes 
om outras áreas
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a, notavelmente 
om a Teoria dos Números e Geometria Algébri
aAritméti
a (ver por exemplo [Hop℄).Exer
í
io 5.42. Se X é um 
omplexo 
elular, e k ≥ 0, o k-ésimo grupo de homo-topia estável de X é
πsk(X) = {Sk,X}.Use o Teorema de Ex
isão de Homotopia para mostrar que os fun
tores

X → πs∗(X)determinam uma Teoria de Homologia Generalizada na 
ategoria dos 
omplexos
elulares pontuados (ver [Ha, p.161℄ e [Sw, Chapter 7℄). Isto é verdade mais geral-mente se substituirmos Sk por ΣkA para qualquer 
omplexo 
elular �nito A.Nota 5.43. Note-se que se Y é n-
onexo e dimX ≤ 2n, o Teorema de Freuden-thal impli
a a existên
ia de uma estrutura 
anóni
a de grupo abeliano no 
onjunto
[X,Y ]∗ (uma vez que este é 
anóni
amente isomorfo a [Σ2X,Σ2Y ]). Por exemplose S é uma superfí
ie, [S, S2]∗ tem uma estrutura de grupo abeliano (
hamado osegundo grupo de 
ohomotopia de S).Exer
í
io 5.44. Mostre que a bije
ção entre [S, S2]∗ ≃ Z estabele
ida no Exer
í
io4.17 pode ser es
olhida de forma a ser um isomor�mo de grupos.Corolário 5.45. πn(Sn) ≃ Z para todo o n ≥ 1 e πn+1(S

n) é um grupo 
í
li
opara todo o n ≥ 2.Proof. Re
orde-se de (9) que π2(S
2) ≃ Z. Pelo Teorema de Freudenthal, a apli
açãode suspensão

πk(S
k)→ πk+1S

k+1é um isomor�smo desde que k ≥ 2(k − 1), isto é, se k ≥ 2. Da mesma maneira,
πk+1S

k → πk+2S
k+1é um epimor�smo para k + 1 ≤ 2(k − 1) + 1, isto é para k ≥ 2. Uma vez que

π3(S
2) ≃ (π3S

3) ≃ Z temos que πn+1(S
n) é 
í
li
o para n ≥ 2. �É importante notar que o isomor�smo πk(Sk) ≃ Z do 
orolário anterior asso
iaa uma apli
ação f : Sk → Sk o seu grau. Isto é óbvio para k = 1. O Teorema deFreudenthal garante que a suspensão induz um epimor�smo

π1(S
1)

Σ
−→ π2(S

2)que é na realidade um isomor�smo uma vez que ambos os grupos são isomorfos a
Z. O seguinte diagrama

Hk(X)

f∗

��

Hk+1(CX,X)
∂oo

Cf∗

��

ex
 // Hk+1(ΣX,CX)

Σf∗

��

Hk+1(ΣX)oo

Σf∗

��
Hk(Y ) Hk+1(CY, Y )

∂oo ex
 // Hk+1(ΣY,CY ) Hk+1(ΣY )oo
ujas linhas expli
itam o isomor�smo de suspensão em homologia mostra que ograu de Σf e de f 
oin
idem.
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í
io 5.46. Mostre que para n ≥ 2 temos
πn(∨αS

n) = ⊕αZe que a apli
ação f 7→ f∗ determina um isomor�smo de grupos abelianos
[∨αS

n,∨βS
n]∗ → Hom(⊕αZ,⊕βZ).Para n = 1 é ne
essário substituir a soma dire
ta pelo 
oproduto na 
ategoria dosgrupos (ou produto livre).O seguinte exer
í
io dá um exemplo em que a a�rmação do Corolário 5.40 nãopode ser melhorada.Exer
í
io 5.47. Cal
ule πn(RPn,RPn−1). Mostre dire
tamente que este grupose apli
a sobreje
tivamente em πn(RP

n/RPn−1) (
onforme predito pelo Corolário5.40) mas a apli
ação não é um isomor�smo.Exer
í
io 5.48. Mostre que RPn é simples sse n é ímpar.Exer
í
io 5.49. Cal
ule (em função das 
onexidades de X e de f : X → Y ) a
onexidade das apli
ações de 
omparação entre a �bra e a 
o�bra de homotopia daapli
ação f .Exemplo 5.50 (Espaços de Moore). Seja n ≥ 2 e G um grupo abeliano 
omapresentação
0 −→ ⊕αZ

φ
−→ ⊕βZ −→ G −→ 0.Seja

f : ∨αS
n −→ ∨βS

numa apli
ação 
ontínua induzindo o homomor�smo φ em πn (mediante a identi�-
ação do Exer
í
io 5.46). Seja X a 
o�bra de homotopia de f , j : ∨βS
n → X ain
lusão 
anóni
a e 
onsideremos o diagrama

πn+1(X,∨βS
n)

π

��

∂ // πn(∨βSn)
j // πn(X) // 0

πn+1(∨αS
n+1)

ψ
77nnnnnnem que a primeira linha é formada pelos últimos termos não nulos da su
essão exa
tado par (X,∨βS

n). Para n ≥ 2, a apli
ação π é um isomor�smo pelo Corolário 5.40e portanto existe um úni
o homomor�smo ψ fazendo o diagram 
omutar. Porde�nição do operador de bordo ∂ (restrição ao bordo da bola), ψ leva um gerador
Sn+1 iα

→֒ ∨αS
n+1na imagem por f da apli
ação de 
olagem da 
élula 
orrespondente, isto é, em

[f ◦ (Σ−1(iα))]. Mediante a identi�
ação do Exer
í
io 5.46 ψ identi�
a-se portanto
om φ, donde se 
on
lui que
πn(X) ≃ G.O espaço X 
hama-se um espaço de Moore e denota-se por M(G,n). Veremos embreve que a menos de equivalên
ia de homotopia fra
a, este espaço é 
ara
terizadopelas propriedades de ser simplesmente 
onexo e ter homologia

Hk(M(G,n)) =

{

G se k = n

0 se k 6= n.



62 GUSTAVO GRANJAÉ ainda 
laro da de�nição que ΣM(G,n) ≃M(G,n+ 1).Para n = 1 e G não ne
essariamente abeliano é ainda possível de�nir da mesmaforma, usando uma apresentação para G na 
ategoria dos grupos e o Teoremade Seifert-Van Kampen, um 
omplexo CW X de dimensão 2 
om π1(X) = G.Note-se no entanto que, mesmo sendo G abeliano, não é em geral verdade que
ΣX ≃ M(G, 2) uma vez que a homologia de X não estará em geral 
on
entradaem dimensão 1.É no entanto fá
il veri�
ar que M(G, 2) é a suspensão de um 
omplexo 
elularde dimensão 2 
om homologia 
on
entrada em dimensão 1 e H1 = G, e é umtal 
omplexo que se designa por vezes por M(G, 1). O grupo fundamental de umtal 
omplexo (e 
onsequentemente o seu tipo de homotopia) depende em geral daes
olha da apresentação para G.De�nição 5.51. Para n ≥ 3, G um grupo abeliano, e X um espaço pontuado,de�nem-se os grupos de homotopia de X 
om 
oe�
ientes em G pela fórmula

πn(X;G) = [M(G,n− 1),X]∗.Estes 
onjuntos são grupos para n ≥ 3 (uma vez que M(G, 2) é uma suspensão) egrupos abelianos para n ≥ 4 (uma vez que entãoM(G,n−1) é uma dupla suspensão)Exer
í
io 5.52. Mostre que para G um grupo abeliano e k ≥ 3 temos uma su
essãoexa
ta 
urta de grupos
0 −→ Ext(G, πk(Y ))→ πk(X;G) −→ Hom(G, πk−1(Y )) −→ 0.Note ainda que para G = Z/l um grupo 
í
li
o, a su
essão exa
ta anterior podees
rever-se
0 −→ πk(Y )⊗ Z/l→ πk(X; Z/l) −→ Tor(Z/l, πk−1(Y )) −→ 0.Proposição 5.53 (Se
ções de Postnikov). Seja (X, ∗) um espaço pontuado e n ≥ 0.Existe um espaço Xn e uma apli
ação pn : X → Xn tais que

πk(X
n) =

{

πk(X) se k ≤ n
0 se k > n.e pn∗ : πk(X)→ πk(X

n) é um isomor�smo para k ≤ n.Proof. O espaço Xn e a apli
ação pn 
onstroem-se indutivamente aniquilando osgrupos de homotopia de X em dimensões maiores que n. Seja Y0 = X e fα :
Sn+1 → Y0 representantes de geradores de πn+1Y0. Tomamos para Y1 a 
o�bra dehomotopia da apli
ação

∨αS
n+1 ∨fα
−→ Y0O par (Y1, Y0) é (n+1)-
onexo pelo Lema 5.8. Consideremos o diagrama 
omutativo

πn+2(Y1, Y0)
∂ //

ψ

��

πn+1(Y0) // πn+1(Y1) // 0

πn+2(∨αS
n+2)

φ
77oooooooooooem que a linha de 
ima é a su
essão exa
ta do par (Y1, Y0) e φ leva os geradores
anóni
os [iα] em [fα]. Como ψ é sobreje
tivo pelo Teorema 5.38, ∂ é também
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tivo e portanto πn+1Y1 = 0. Obtemos assim um espaço Y1 tal que
πk(Y1) =

{

πk(X) se k ≤ n
0 se k = n+ 1.e uma (n+1)-equivalên
ia X = Y0 → Y1. Proseguindo da mesma maneira obtemosespaços Yl 
om

πk(Yl) =

{

πk(X) se k ≤ n
0 se n+ 1 ≤ k ≤ n+ l.e (n+ 1)-equivalên
ias

X = Y0 → Y1 → · · · → YlTomamos Xn = colimYl e pn : X → Xn a apli
ação 
anóni
a. �As apli
ações
pn : X → Xn
hamam-se as se
ções de Postnikov de X. Veremos mais tarde que as apli
ações pnsão úni
as a menos de equivalên
ia fra
a e que Xn é a n-ésima se
ção de Postnikovde Xk para todo o k > n. Não é difí
il veri�
ar desde já que as se
ções de Postnikovpodem ser es
olhidas fun
torialmente e de forma a serem 
ompatíveis.Exer
í
io 5.54. Mostre que é possível efe
tuar a 
onstrução de pn a
ima de formafun
torial e tal que se obtenham diagramas 
omutativos
X

pn+1//

pn
""E

EE
EE

EE
EE Xn+1

��
Xn.O diagrama formado por todas as se
ções pn 
hama-se a torre de Postnikov doespaço X.Dado n ≥ 1 e um grupo G (abeliano se n ≥ 1), vimos no Exemplo 5.50 
omo
onstruir 
omplexos 
elulares (n − 1)-
onexos X 
om πn(X) = G. A n-ésimase
ção de Postnikov de um tal espaço é um espaço que tem G 
omo úni
o grupode homotopia não nulo em dimensão n. Estes espaços desempenham um papelimportante em Teoria de Homotopia.De�nição 5.55. Um 
omplexo 
elular 
onexo X 
om

πk(X) ≃

{

G se k = n

0 se k 6= n
hama-se um espaço de Eilenberg-Ma
Lane e denota-se K(G,n).Veremos em seguida que espaços de Eilenberg-Ma
Lane são úni
os a menos deequivalên
ia de homotopia.Lema 5.56. Seja n ≥ 1 e X a 
o�bra de homotopia de uma apli
ação
∨αS

n ∨fα
−→ ∨βS

n.Dado (Y, ∗) e um homomor�smo de grupos φ : πn(X)→ πn(Y ) existe uma apli
ação
ontínua g : X → Y induzindo o homomor�smo φ em πn.



64 GUSTAVO GRANJAProof. Seja
j : ∨βS

n → Xa in
lusão 
anóni
a, que é também a in
lusão do esqueleto de dimensão n de X, esejam [iβ ] ∈ πn(∨βS
n) os geradores 
anóni
os. Seja

g̃ : ∨αS
n → Yuma apli
ação tal que g̃∗([iβ ]) = φ(j∗([iβ ])). Então, uma vez que [fα] =

∑
nαβ [iβ ]para 
ertos nαβ ∈ Z,

j∗([fα]) = 0⇒ φ(j∗([fα])) = 0⇒ g̃∗([fα]) = 0.Pela propriedade universal da 
o�bra de homotopia 
on
lui-se que g̃ se estendea uma apli
ação g : X → Y . Pelo Teorema de Aproximação Celular 5.17 j∗ ésobreje
tivo em πn. O homomor�smo
g∗ : πn(X)→ πn(Y )
oin
ide 
om φ nos geradores j∗([iβ ]) e portanto 
oin
ide 
om φ. �Proposição 5.57. Se X é um espaço 
ujo úni
o grupo de homotopia não nulo é

G em dimensão n, existe uma equivalên
ia de homotopia fra
a K(G,n)→ X.Proof. Seja A um 
omplexo 
elular 
om apenas uma 0-
élula em dimensões < n e
om πn(A) = G (
onforme o Exemplo 5.50). Pelo Lema 5.56 existe uma apli
ação
ontínua f : A→ X induzindo um isomor�smo em πn. Consideremos o diagrama
A� _

pn

��

f // X

K(G,n)

f

;;w
w

w
w

wUma vez queK(G,n) se obtém de A 
olando 
élulas de dimensão > n+1 e πk(X) =
0 para k ≥ n + 1, pela propriedade universal da 
o�bra de homotopia existe umaextensão f de f fazendo o diagrama 
omutar. f induz um isomor�smo em πn e éportanto uma equivalên
ia de homotopia fra
a. �Exemplo 5.58. Pelo Exer
í
io 4.15 temos

K(Z/2, 1) ≃ RP∞e
K(Z, 2) ≃ CP∞.Claramente K(Z, 1) ≃ S1 e é fá
il ver que um modelo geométri
o para os es-paços K(Z/l, 1) se obtém tomando o 
olimite de espaços lenti
ulares apropriados.Estes exemplos 
onstituem a lista 
ompleta de espaços de Eilenberg-Ma
Lane 
or-respondentes a grupos abelianos não triviais que disp�em de modelos geométri
osfamiliares (até à data). Por outro lado, para G não abeliano, os espaços K(G, 1)são muito 
omuns em Matemáti
a. Por exemplo todas as superfí
ies Σ de género

≥ 1 são espaços de Eilenberg-Ma
Lane (uma vez que os revestimentos universaissão 
ontrá
teis), o mesmo su
edendo 
om uma 
lasse importante de variedades Rie-mannianas - as variedades hiperbóli
as - entre as quais se 
ontam a "maioria" dasvariedades de dimensão 3.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 65Note-se que na torre de Postnikov ...
��

Xn+1

��
X

pn+1

<<yyyyyyyy pn //

p0

��1
11

11
11

11
11

11
11

1 Xn

��...
��

X0as �bras de homotopia das apli
ações Xn+1 → Xn têm (pela su
essão exa
ta longade homotopia de uma �bração) um úni
o grupo de homotopia em dimensão n+ 1que é isomorfo a πn+1(X). Isto é, a menos de equivalên
ia de homotopia fra
a,temos su
essões de �bração
K(πn+1(X), n+ 1)→ Xn+1 → Xnpelo que podemos pensar na torre de Postnikov 
omo uma de
omposição de Xem espaços mais simples (
om um úni
o grupo de homotopia não nulo). Trata-sede uma de
omposição "dual" à de um 
omplexo 
elular X em termos dos seusesqueletos Xn, onde temos su
essões de 
o�bração

Xn → Xn+1 → ∨α(Sn+1) = M(⊕αZ, n+ 1),que des
revem o espaço X em termos de espaços mais simples (
om um úni
ogrupo de homologia). Este é mais um exemplo de uma dualidade informal emTeoria de Homotopia entre a estrutura de 
o�bração e �bração 
hamada dualidadede E
kmann-Hilton. Os 
on
eitos de espaços de Moore e espaços de Eilenberg-Ma
Lane são 
on
eitos duais neste sentido.O homomor�smo de Hurewi
z. Vamos agora usar o Teorema de Ex
isão deHomotopia para 
omparar os grupos de homotopia 
om os grupos de homologia.Vimos já que os primeiros grupos não nulos estão de a
ordo para esferas e o teoremade ex
isão garante que num 
erto domínio os grupos de homotopia levam su
essõesde 
o�bração em su
essões exa
tas de grupos de homotopia, tal 
omo o fazempara homologia. Não é portanto uma grande surpresa que os primeiros grupos dehomotopia e de homologia não nulos 
oin
idam. É esse o 
onteúdo do Teorema deHurewi
z, um resultado fundamental em Topologia, que agora demonstramos.Sejam [in] ∈ Hn(S
n) e [en] ∈ Hn(D

n, Sn−1) geradores tais que
∂([en]) = [in−1], e p∗([en]) = [in].Claramente podemos es
olher tais geradores indutivamente 
omeçando 
om um [i1]arbitrário.



66 GUSTAVO GRANJADe�nição 5.59. Seja (X, ∗) um espaço pontuado. O homomor�smo de Hurewi
z
h : πn(X)→ Hn(X)é de�nido pela expressão
h([f ]) = f∗([in]).Se (X,A) é um par de espaços, o homomor�smo de Hurewi
z relativo

h : πn(X,A)→ Hn(X,A)é de�nido por
h([f ]) = f∗([en]).Começamos por veri�
ar que h é de fa
to um homomor�smo.Proposição 5.60. As apli
ações de Hurewi
z h são homomor�smos de grupos.Proof. Veri�
amos apenas o 
aso relativo. O 
aso absoluto é inteiramente análogo.Dados [f ], [g] ∈ πn(X,A), a soma [f ] + [g] é representada pela 
omposta

(Dn, Sn−1)
△
−→ (Dn ∨Dn, Sn−1 ∨ Sn−1)

f∨g
−→ (X,A)onde△ denota a apli
ação que 
olapsa o "dis
o equatorial" (Dn−1, Sn−2) ⊂ (Dn, Sn−1).Para i = 0, 1 sejam

πi : (Dn ∨Dn, Sn−1 ∨ Sn−1)→ (Dn, Sn−1)a apli
ação que 
olapsa o i-ésimo somando e
ji : (Dn, Sn−1)→ (Dn ∨Dn, Sn−1 ∨ Sn−1)a in
lusão do respe
tivo somando. Usando a su
essão de Mayer-Vietoris é fá
ilver que π0∗, π1∗ des
revem Hn(D

n ∨Dn, Sn−1 ∨ Sn−1) 
omo um produto e j0∗, j1∗des
revem 
omo um 
oproduto na 
ategoria dos grupos abelianos. Em parti
ular
j0∗([en]) e j1∗([en]) são geradores de

Hn(D
n ∨Dn, Sn−1 ∨ Sn−1) ≃ Z⊕ Z.Uma vez que πi ◦ △ ≃ id temos

△∗([en]) = j0∗([en]) + j1∗([en])e portanto
h([f ] + [g]) = (f ∨ g)∗ △∗ ([en])

= (f ∨ g)∗(j0∗([en]) + j1∗[(en)])

= f∗([en]) + g∗([en])

= h([f ]) + h([g]).

�O argumento da demonstração pode fá
ilmente ser adaptado de forma a produziro homomor�smo de Hurewi
z generalizado des
rito no exer
í
io seguinte.Exer
í
io 5.61. Sejam X,Y espaços pontuados. A apli
ação
[ΣX,Y ]∗ → Hom(H∗(X),H∗(Y ))de�nida por

[f ] 7→ f∗é um homomor�smo de grupos.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 67Proposição 5.62. O homomor�smo de Hurewi
z tem as seguintes propriedades:(a) É uma transformação natural πn → Hn.(b) Dado um par (X,A), o seguinte diagrama 
omuta
πn(X)

h

��

j∗ // πn(X,A)
∂ //

h

��

πn−1(A)

h

��
Hn(X)

j∗ // Hn(X,A)
∂ // Hn−1(A)(
) Dado um par (X,A), o seguinte quadrado 
omuta

πn(X,A)

h

��

// πn(X/A)

h

��
Hn(X,A) // Hn(X/A)(d) h 
omuta 
om os homomor�smos de suspensão.(e) Se [γ] ∈ π1(A) e [γ] · [f ] denota a a
ção de [γ] em [f ] ∈ πn(X,A), temos

h([γ] · [f ]) = h([f ]).(f) Se [γ] ∈ π1(X) e [f ] ∈ πn(X), h([γ] · [f ]) = h([f ]).Proof. A a�rmação (a) é 
lara da de�nição de h. Para ver (b) re
ordemos que
∂[f ] = [f|Sn−1 ] e portanto

h(∂([f ])) = f|Sn−1∗([in−1]) = f|Sn−1∗(∂([en])).Pela naturalidade da su
essão exa
ta do par em homologia temos
f|Sn−1∗(∂([en])) = ∂f∗([en]) = ∂(h([en]))o que mostra a 
omutatividade do quadrado da direita. Para o quadrado da es-querda, es
revendo p : (Dn, Sn−1)→ (Sn, ∗) temos

h(j∗([f ])) = (f ◦ p)∗([en]) = f∗([in]) = j∗(h([f ]).A a�rmação (
) demonstra-se de forma semelhante e �
a 
omo exer
í
io. Atendendoà de�nição dos homomor�smos de suspensão, (d) é uma 
onsequên
ia imediata de(b) e (
).Finalmente, para ver (e) e (f) basta notar que os representantes de [γ] · [f ] e
[f ] são livremente homotópi
os e portanto induzem o mesmo homomor�smo emhomologia. �Exer
í
io 5.63. Re
orde o Exer
í
io 5.42. Mostre que o homomor�smo de Hurewi
zde�ne uma transformação natural entre teorias de homologia nos 
omplexos 
elu-lares �nitos pontuados.

πsk(−)
h
−→ Hk(−).Nota 5.64. Os resultados anteriores sobre o homomor�smo de Hurewi
z são 
on-sequên
ias formais dos axiomas para uma teoria de homologia generalizada E∗,desde que haja um elemento distinguido [i0] ∈ E0(S

0). É esse o 
aso se E∗ é umateoria multipli
ativa, por exemplo, e o resultado do exer
í
io anterior é então válidosubstituindo E∗ por H∗.



68 GUSTAVO GRANJAExemplo 5.65. Seja X = S1 ∨ Sn. O revestimento universal é X̃ ≃ ∨m∈ZS
n peloque πn(X) ≃ ⊕m∈ZZ. O nú
leo do homomor�smo de Hurewi
z

h : πn(X)→ Hn(X)é pre
isamente o subgrupo gerado pelos elementos da forma [γ][f ]− [f ] para [γ] ∈
π1(X) e [f ] ∈ πn(X).O seguinte resultado permite-nos reduzir o estudo do homomor�smo de Hurewi
zao 
aso dos 
omplexos 
elulares:Lema 5.66. Seja 0 ≤ n ≤ ∞. Se f : X → Y é uma n-equivalên
ia então

f∗ : Hk(X)→ Hk(Y )é um epimor�smo para k ≤ n e um isomor�smo para k < n.Proof. Substituindo Y pelo 
ilindroMf da apli
ação f , e 
onsiderando as su
essõesexa
tas de homologia e homotopia do par (Mf ,X) vemos que nos basta mostrar
πk(Mf ,X) = 0 para k ≤ n⇒ Hk(Mf ,X) = 0 para k ≤ nSeja α ∈ Zk(Mf ,X) um 
i
lo relativo. Então

α =
∑

j∈J

njσjpara alguns nj ∈ Z e k-simplexos singulares σj : ∆k → X, e temos ∂(α) ∈ Ck−1(X).Seja
B =

∐

j∈J

∆k
j / ∼onde ∼ é a relação de equivalên
ia que identi�
a as fa
es ∆k−1 de ∆k

i e ∆k
j em que

σi e σj 
oin
idem. B é um 
omplexo 
elular e temos uma apli
ação 
anóni
a
B

a
−→Mfde�nida por a|∆k

j
= σj . É ainda 
laro que se σ̃j : ∆k

j → B forem os simplexossingulares de�nidos pelas in
lusões 
anóni
as e
α̃ =

∑

j

nj σ̃jtemos
a#(α̃) = α.Seja A ⊂ B o sub
omplexo formado pelos )k − 1)-simpli
es que 
orrespondem aosuporte de ∂(α) ∈ Ck−1(X). Então a(A) ⊂ X e portanto temos um diagrama
A

a //

��

B

a′

~~|
|

|
|

a

��
X

i // Mfem que i é uma n-equivalên
ia, e B se obtém de A 
olando 
élulas de dimensâo
≤ k ≤ n. Pelo Lema 5.10 existe a′ tal que o triângulo superior 
omuta e o de baixo
omuta a menos de uma homotopia 
onstante em A. Segue-se que

i# ◦ a
′
#(α̃) ∼ a#(α̃) = α



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 69em Zk(Mf ,X). Uma vez que i#◦a′#(α̃) ∈ Zk(X,X) = 0 
on
lui-se que α representaa 
lasse nula em Hk(Mf ,X) o que 
on
lui a demonstração. �Tendo em 
onta a a�rmação (e) da Proposição 5.62, o homomor�smo de Hurewi
zrelativo fa
toriza-se pelo grupo quo
iente
π̃n(X,A) = πn(X,A)/Honde H é o subgrupo (normal se n = 2) gerado pelos elementos da forma [γ][f ]− [f ]para [γ] ∈ π1(A) e [f ] ∈ πn(X,A).Teorema 5.67 (Teorema de Hurewi
z). Seja (X,A) um par (n − 1)-
onexo 
om

n ≥ 2. O homomor�smo de Hurewi
z
h : π̃n(X,A)→ Hn(X,A)é um isomor�smo. Se X é (n− 1)-
onexo 
om n ≥ 2, então
h : πn(X)→ Hn(X)é um isomor�smo.Proof. Começamos por 
onsiderar o 
aso absoluto. Pelo Lema 5.66 basta-nos 
on-siderar o 
aso em que X é um 
omplexo 
elular, e pelo Teorema 5.26 podemosassumir que X tem uma úni
a 0-
élula e todas as restantes 
élulas de dimensão

≥ n. Uma vez que a in
lusão
Xn+1 → Xé uma (n+1)-equivalên
ia, podemos assumir que X tem apenas 
élulas de dimensão

n e n+ 1. Finalmente, uma vez que o tipo de homotopia da 
o�bra de homotopiade uma apli
ação f depende apenas da 
lasse de homotopia de f (ver Exer
í
io3.21) podemos assumir que as 
élulas de dimensão n+1 são 
oladas por apli
açõespontuadas. Estamos portanto reduzidos ao 
aso em que X é a 
o�bra de umaapli
ação
∨αS

n −→ Xn = ∨βS
n.Consideremos o diagrama

πn+1(X/Xn)

h

��

πn+1(X,Xn)
φ

oo ∂ //

h

��

πn(Xn) //

h

��

πn(X)

h

��

// 0

��
Hn+1(X/Xn) Hn+1(X,Xn)

ψ
oo ∂ // Hn(Xn) // Hn(X) // 0que 
omuta tendo em 
onta a Proposição 5.62. As apli
ações φ e ψ são isomor�s-mos pelos Teoremas de ex
isão de homotopia e homologia respe
tivamente. PeloCorolário 5.45 e Exer
í
io 5.46, o homomor�smo de Hurewi
z é um isomor�smopara wedges de esferas. Pelo Lema dos 5, 
on
lui-se que

h : πn(X)→ Hn(X)é um isomor�smo.Consideremos agora o 
aso relativo. Faremos a demonstração apenas no 
asoem que A é simplesmente 
onexo referindo o leitor a [Ha, Theorem 4.37℄ para ademonstração do 
aso geral. Neste 
aso, o resultado é uma 
onsequên
ia imediata



70 GUSTAVO GRANJAda Proposição 5.62, do Teorema de ex
isão de homotopia e do 
aso absoluto quea
abámos de demonstrar uma vez que no quadrado 
omutativo
πn(X,A) //

h

��

πn(X/A)

h

��
Hn(X,A) // Hn(X/A)todas as apli
ações ex
epto possivelmente h : πn(X,A)→ Hn(X,A) são isomor�s-mos. �Uma 
onsequên
ia extremamente útil do Teorema de Hurewi
z relativo é oseguinte re
ípro
o do Lema 5.66 para espaços simplesmente 
onexos (que frequente-mente se designa também por Teorema de Whitehead).Corolário 5.68 (Whitehead). Se X e Y são simplesmente 
onexos e f : X → Yinduz um isomor�smo em homologia, f é uma equivalên
ia de homotopia fra
a.Em parti
ular, se X e Y têm o tipo de homotopia de 
omplexos 
elulares, f é umaequivalên
ia de homotopia.Proof. Seja Mf o 
ilindro da apli
ação f . Considerando as su
essões exa
tas dehomologia e homotopia do par (Mf ,X) vemos que o resultado a demonstrar éequivalente a H∗(Mf ,X) = 0 ⇒ π∗(Mf ,X) = 0. Se X e Y são simplesmente
onexos isto é uma 
onsequên
ia imediata do teorema de Hurewi
z relativo. �Nota 5.69. Se X é um espaço topológi
o, pode de�nir-se uma topologia em Z ·X(o grupo abeliano livre gerado por X) de modo a que x 7→ 1 · x seja um mergulho.O Teorema de Dold-Thom (ver [Ha, 4.K℄) diz27 que

πk(Z ·X) = Hk(X)e o homomor�smo de Hurewi
z 
orresponde ao homomor�smo induzido em homo-topia pela apli
ação X →֒ Z ·X. Este ponto de vista é proveitoso por várias razões.Por um lado, tomando a �bra de homotopia obtemos uma �bração
F → X → Z ·Xque produz uma su
essão exa
ta longa rela
ionando grupos de homotopia e gruposde homologia (
onforme [JWh℄). Por outro, pode ver-se que a �bra de homotopia

F é n-
onexa quando o espaço X é (n − 1)-
onexo, o que impli
a que para taisespaços, o homomor�smo de Hurewi
z
πn+1(X)→ Hn+1(X)é sobreje
tivo (ver o Exer
í
io 5.75 para uma demonstração deste fa
to). Final-mente, re
entemente estas ideias en
ontraram apli
ações importantes em Geome-tria Algébri
a: foram utilizadas para 
onstruir a 
ohomologia motívi
a de esquemasregulares por Voevodsky [Vo℄, o que lhe permitiu resolver vários problemas em abertoem K-teoria algébri
a. Este trabalho foi premiado 
om a medalha Fields em 1998.27 O Teorema é geralmente enun
iado em termos do monóide abeliano livre SP∞X geradopor X mas é possível ver que as duas formulações são equivalentes (ver [LF℄).
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í
io 5.70 (Uni
idade dos espaços de Moore). Mostre que se n ≥ 2, G é umgrupo abeliano e X é um espaço (n− 1)-
onexo 
om
Hk(X) =

{

G se k = n,

0 se k 6= n.então existe uma equivalên
ia fra
a
M(G,n) −→ X.Exer
í
io 5.71 (Aproximações CW minimais). Seja X um espaço simplesmente
onexo de tipo �nito (isto é, tal que Hk(X) é um grupo abeliano �nitamente geradopara 
ada k). Se

Hk(X) ≃ Zlk ⊕ Z/n1 ⊕ . . .Z/nmkmostre que existe uma aproximação CW para X 
om lk + mk + mk−1 
élulas emdimensão k e que se mk é o menor número possível de fa
tores 
í
li
os para Hk(X),este é o menor número possível de 
élulas para uma aproximação CW em 
adadimensão.Exemplo 5.72. Seja M uma variedade topológi
a fe
hada simplesmente 
onexade dimensão 4. Então M tem o tipo de homotopia de um 
omplexo CW �nito(ver [Ha, Corollary A.12℄). Uma vez que H1(M) é a abelianização de π1(M) temos
H1(M) = 0. Como π1(M) = 0, M é orientável, e por dualidade de Poin
aré,
H3(M) = 0. Pelo Teorema dos Coe�
ientes Universais 
on
lui-se que H3(M) = 028e H2(M) é um grupo livre �nitamente gerado. Isto é temos

Hk(M) =







Z se k = 0, 4

Zn se k = 2

0 
aso 
ontrário.O exer
í
io anterior diz então que M é a 
o�bra de homotopia de uma apli
ação
S3 f
−→ ∨ni=1S

2e portanto o tipo de homotopia de M é 
ompletamente determinado por um ele-mento
[f ] ∈ π3(∨

n
i=1S

2).Não é difí
il ver que a 
lasse de homotopia de [f ] é 
ompletamente determinadapela forma quadráti
a em H2(X) de�nida pelo produto 
up (ver [Ha, Proposition4.C.3℄ ou o Exer
í
io 6.87).Nota 5.73. O exemplo anterior mostra que a 
lassi�
ação dos tipos de homotopiade variedades de dimensão 4 simplesmente 
onexas é muito simples. A questão da
lassi�
ação a menos de homeomor�smo das variedades 4 simplesmente 
onexas foiresolvida por Mi
hael Freedman (ver [Fr℄), trabalho que foi premiado 
om a medalhaFields em 1982 e que in
lui 
omo 
aso parti
ular a demonstração da 
onje
turade Poin
aré em dimensão 429. Em 
ada tipo de homotopia há no máximo duas
lasses de homeomor�smo de variedades topológi
as. A 
lassi�
ação a menos dedifeomor�smo das variedades de dimensão 4 é um dos mais importantes problemasem aberto em Topologia Diferen
ial. Tem havido muito progresso nos últimos 2028Re
orde que se M é uma variedade orientável o Teorema dos Coe�
ientes Universais impli
aque Hn−1(M) não tem torsão.29Uma variedade de dimensão 4 
om o tipo de homotopia de S4 é homeomorfa a S4.



72 GUSTAVO GRANJAanos mas não se sabe ainda se será sequer possível obter uma 
lassi�
ação razoável.Note-se que a 
lassi�
ação em dimensão ≥ 5 é mais simples e está 
ompreendidadesde o iní
io dos anos 70.A razão porque a noção de 
omplexo CW foi introduzida por J.H.C. Whiteheadfoi pre
isamente para obter uma 
lassi�
ação dos tipos de homotopia do género daexempli�
ada a
ima para variedades de dimensão 4. Whitehead levou a 
abo esta
lassi�
ação para todos os 
omplexos (n− 3)-
onexos de dimensão n ≥ 4.Exer
í
io 5.74 (Aproximações de homologia). Mostre que se X é simplesmente
onexo existe uma torre de su
essões de 
o�bração 30
M(H3(X), 2)

��

M(Hk+1(X), k)

��

M(Hk+2(X), k + 1)

��
X2

// · · · // Xk
// Xk+1 · · · // X = colimkXkUma tal torre 
hama-se uma aproximação de homologia para X. Esta noção é odual de E
kmann-Hilton da torre de Postnikov (ver Exer
í
io 5.54).Exer
í
io 5.75 (Adaptado de [Sw, Theorem 10.25℄). (a) Mostre que se Tq(X) :

hq(X) → h′q(X) é uma transformação natural entre teorias de homologia gen-eralizadas nos 
omplexos 
elulares �nitos pontuados e Tq(S0) é um epimor�smopara q ≤ n e um isomor�smo para q < n, então para todo o 
omplexo 
elular�nito m-
onexo X, se tem que Tq(X) é um epimor�smo para q ≤ n+m+ 1 eum isomor�smo para q < n+m+ 1.(b) Use o Exer
í
io 5.63 para 
on
luir que se X é um 
omplexo 
elular n-
onexo(n ≥ 1), o homomor�smo de Hurewi
z induz um epimor�smo
πn+2(X)→ Hn+2(X).6. (Co)homologia de fibrações.Nesta se
ção estudamos a homologia e 
ohomologia de �brações por meio dasu
essão espe
tral de Leray-Serre. Uma boa referên
ia geral para a álgebra dassu
essões espe
trais é [We, Chapter 5℄. O nosso tratamento da su
essão espe
tralde Serre seguirá [Ha3, Chapter 1℄. Para mais informação o leitor pode 
onsultar[ML℄. Os artigos originais [Se1, Se2℄ são (
omo quaisquer outros artigos do autor)altamente re
omendados, e �nalmente re
omendamos o artigo [Mi2℄ sobre a origemdas su
essões espe
trais.Su
essões espe
trais.De�nição 6.1. Uma su
essão espe
tral 
om iní
io em a ≥ 0 
onsiste numasu
essão de módulos diferen
iais

(Er, dr) r ≥ ajuntamente 
om isomor�smos
φr : Er+1

≃
−→ H(Er, dr).30Isto signi�
a que o espaço Xk+1 é a 
o�bra de homotopia da apli
ação M(Hk+1(X), k) →

Xk.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 73Geralmente os módulos Er serão bigraduados e os diferen
iais dr são apli
açõesbigraduadas, mas por enquanto podemos ignorar esta estrutura adi
ional.O grupo Er 
hama-se o estágio (ou página) r da su
essão espe
tral. Designandopor
Z̃r = ker dr ⊂ Ere
B̃r = im dr ⊂ Eros 
onjuntos dos 
i
los e bordos em (Er, dr) respe
tivamente, os isomor�smos φrdeterminam apli
ações quo
iente
πr : Z̃r → Er+1que nos permite identi�
ar Er+2 
om um subquo
iente de Er:

Er+2 ≃ π
−1
r (Z̃r+1)/π

−1
r (B̃r+1).Pro
edendo da mesma maneira, para todo o k > r podemos identi�
ar os grupos

Ek 
om subquo
ientes de Er.Indutivamente obtemos assim uma su
essão de pares en
aixados de sub-módulosdo termo ini
ial Ea
0 ⊂ Ba ⊂ Ba+1 ⊂ . . . ⊂ Br ⊂ . . . ⊂ Zr ⊂ . . . ⊂ Za+1 ⊂ Za ⊂ Ea
om

Er ≃ Zr/Br.Os elementos de Zr 
hamam-se os r-
i
los e os elementos de Br os r-bordos dasu
essão espe
tral. Se x ∈ Zr \Br diz-se que o elemento x sobrevive até ao estágio
r da su
essão espe
tral. De�nimos o módulo dos 
i
los in�nitos por

Z∞ = ∩∞r=aZr,e o módulo dos elementos que são bordos no limite por
B∞ = ∪∞r=aBr.O termo E∞ da su
essão espe
tral é o módulo
E∞ = Z∞/B∞.Diz-se que a su
essão espe
tral 
olapsa no termo k se E∞ = Er para r ≥ k.De�nição 6.2. Um mor�smo de su
essões espe
trais 
onsiste numa su
essão demor�smos de grupos abelianos
fr : Er → E′

rque 
omutam 
om os diferen
iais.Notemos a seguinte 
onsequên
ia imediata da de�nição.Proposição 6.3. Se fr : Er → E′
r é um isomor�smo, então fs é um isomor�smopara s ≥ r.Todas as su
essões espe
trais que o
orrem em Matemáti
a têm origem num parexa
to31, uma noção introduzida por Massey para uni�
ar as várias 
onstruções desu
essões espe
trais 
onhe
idas.31Em Inglês, exa
t 
ouple.



74 GUSTAVO GRANJADe�nição 6.4. Um par exa
to 
onsiste num par de grupos abelianos (A,E) e umtriplo de homomor�smos
A

i // A
j

��~~
~~

~~
~

E

k

__@@@@@@@
om ker j = im i, ker i = im k, ker k = im j.Dado um par exa
to, de�ne-se o homomor�smo
d : E → E por d = jke 
omo kj = 0 temos d2 = jkjk = 0, ou seja d é um diferen
ial em E.Proposição 6.5. Se (A,E, i, j, k) é um par exa
to, e de�nirmos

A′ = i(A)

E′ = H(E, d)

i′ = i|A′

j′ = j ◦ i−1

k′ = kentão (A′, E′, i′, j′, k′) é um par exa
to, 
hamado o par derivado de (A,E, i, j, k).Proof. Temos de mostrar que as de�nições de j′ e k′ fazem sentido. Seja a = i(b) ∈
A′. Então

dj(b) = jkj(b) = 0pelo que j(b) é um 
i
lo em E. Se i(b) = 0 então b = k(e) e portanto j(b) = jk(e) =
0 pelo que a 
lasse de homologia de j ◦ i−1(a) está bem de�nida.Por outro lado se e ∈ E é um 
i
lo então jk(e) = 0 pelo que k(e) ∈ i(A) = A′.Se f = jk(e) é um bordo em E então kjk(e) = 0 pelo que k está bem de�nido em
E′. O resto da demonstração �
a 
omo exer
í
io. �Con
lui-se da Proposição anterior que um par exa
to dá azo a uma su
essãoespe
tral {(Er, dr)}r≥a, 
hamada a su
essão espe
tral asso
iada ao par exa
to, queé de�nida indutivamente por32

(Er, dr) =

{

(E, d) se r = a,

(E′
r−1, d

′
r−1) se r > a.Exer
í
io 6.6. Mostre que se (A,E, i, j, k) é um par exa
to os módulo dos r-
i
los e r-bordos são dados pelas fórmulas Zr = k−1(irD) ⊂ E e Br = j(ker ir),respe
tivamente.32A razão de deixar em aberto o termo ini
ial da su
essão espe
tral deve-se a 
onvençõesde graduação para os diferen
iais no 
aso em que os grupos e as apli
ações no par exa
to sãograduados.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 75A su
essão espe
tral de um 
omplexo �ltrado. Uma das maneiras mais 
o-muns de obter um par exa
to (e portanto uma su
essão espe
tral) é por meio deuma �ltração 
res
ente de um 
omplexo em 
adeia.De�nição 6.7. Uma �ltração de um 
omplexo em 
adeia C∗, é uma su
essão desub
omplexos
. . . FpC∗ ⊂ Fp+1C∗ ⊂ . . . C∗ p ∈ Z.Es
revemos

F∞C∗ = ∪p∈ZFpC∗ ⊂ C∗e
F−∞C∗ = ∩p∈ZFpC∗ ⊂ C∗.A �ltração diz-se exaustiva se F∞C∗ = C∗ e F−∞C∗ = 0.Exemplo 6.8. Se
. . . ⊂ Xp ⊂ Xp+1 ⊂ . . . ⊂ Xé uma �ltração de um espaço X, obtemos uma �ltração

. . . ⊂ C∗(Xp) ⊂ C∗(Xp+1) ⊂ . . . ⊂ C∗(X)do 
omplexo singular de X. Neste exemplo, os 
omplexos em 
adeia envolvidosestão 
on
entrados em graus não negativos.Uma �ltração de um 
omplexo dá azo a uma su
essão exa
ta 
urta de 
omplexosem 
adeia
0→ FpC∗

i
−→ Fp+1C∗

j
−→ Fp+1C∗/FpC∗ → 0para 
ada p ∈ Z, e portanto a uma in�nidade de su
essões exa
tas longas emhomologia(13)

· · · → Hk(FpC∗)
i
−→ Hk(Fp+1C∗)

j
−→ Hk(Fp+1C∗/FpC∗)

∂
→ Hk−1(FpC∗)→ · · ·Estas su
essões exa
tas longas podem ser aglomeradas num par exa
to.De�nição 6.9. Seja {FpC∗} um 
omplexo �ltrado. A su
essão espe
tral de ho-mologia asso
iada ao 
omplexo �ltrado é a su
essão espe
tral determinada pelo parexa
to

A
i // A

j

��~~
~~

~~
~

E

k

__@@@@@@@onde
A = ⊕p,qA

1
p,q A1

p,q = Hp+q(FpC∗),

E = ⊕p,qE
1
p,q E1

p,q = Hp+q(FpC∗/Fp−1C∗),e os homomor�smos i, j são induzidos respe
tivamente, pelas in
lusões FpC∗ →
Fp+1C∗ e proje
ções FpC∗ → FpC∗/Fp−1C∗, enquanto que k é determinado peloshomomor�smo de bordo na su
essão exa
ta longa de homologia.



76 GUSTAVO GRANJANote-se que 
om respeito à graduação de A e E, i tem grau (1,−1), j tem grau
(0, 0) e k tem grau (−1, 0), pelo que o diferen
ial

dr = j ◦ i1−r ◦ k,(de�nido num subquo
iente de E1
p,q e 
om valores noutro subquo
iente), tem grau

(−r, r − 1).33 Se es
revermos, 
omo é usual, os grupos Erp,q no plano pq, obtemosuma su
essão de páginas (uma para 
ada r) em que os diferen
iais apli
am 
adaentrada da página numa entrada desfazada 
onforme indi
ado na �gura seguinte.A homologia de 
ada página 
om respeito a este diferen
ial é a página seguinte.
6

?

-�

q

p

�

d1

H
H

H
HHY
d2

Q
Q

Q
Q

Q
QQk

d3

É importante observar que, sendo i e j a identidade ao nível dos representantesem E1, todos os diferen
iais dr são dados ao nível dos representantes pelo operadorde bordo ∂.Notemos ainda que os grupos Erp,q estão rela
ionados 
om Hp+q(C∗). Ou seja, aindexação é tal que p 
orresponde à �ltração de uma 
lasse, enquanto que a soma
p+ q 
orresponde à "dimensão geométri
a" da 
lasse.A su
essão espe
tral de um 
omplexo �ltrado não é mais do que uma maneira deorganizar 
onvenientemente a informação 
ontida na in�nidade de su
essões exa
taslongas (13). A melhor maneira de pensar no fun
ionamento da su
essão espe
tral

33A uma su
essão espe
tral em que os termos Er são bigraduados e os diferen
iais dr têm grau
(−r, r − 1) 
hama-se uma su
essão espe
tral de homologia.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 77é por meio do seguinte diagrama planar:(14) ...
��

...
��

· · · // A1
p−1,q+1

i

�� �
�
�

______ _________

�
�
�
�
�

______

j // E1
p−1,q+1

k // A1
p−2,q+1

i

��

j // E1
p−2,q+1

// · · ·

· · · // A1
p,q

j //

i

��

E1
p,q

d1

11
eeeeeeee

d2

rrrrrrrrrr

//

k // A1
p−1,q

j //

i

��

E1
p−1,q

// · · ·

· · · // A1
p+1,q−1

i

��

j // E1
p+1,q−1

k // A1
p,q−1

i

��

j // E1
p,q−1

// · · ·... ...em que as su
essões exa
tas longas são paralelas à linha desenhada a tra
ejado.O diferen
ial d1 é dado pela 
omposição j ◦ k. Se d1(x) = 0 então k(x) ∈ im i eportanto d2 = j ◦ i−1 ◦k �
a de�nido (em subquo
ientes de E1
∗,∗) 
omo indi
ado na�gura, et
.A um par exa
to bigraduado (Ap,q, Ep,q, i, j, k) que dê origem a uma su
essãoespe
tral de homologia (isto é, no qual os graus dos homomor�smos i, j, k são

(1,−1), (0, 0) e (−1, 0) respe
tivamente) asso
iamos os grupos
Hn = colimpAp,n−p n ∈ Z.e uma �ltração 
res
ente nestes de�nida por

Fp(Hn) = im(Ap,n−p → colimpAp,n−p).Es
revemos
F∞(Hn) = ∪pFp(Hn) F−∞(Hn) = ∩pFp(Hn).Exemplo 6.10. Se {Xp}p≥0

34 é uma �ltração de um espaço X 
om ∪Xp = X, nasu
essão espe
tral determinada por esta �ltração temos
Hn = colimpHn(Xp) = Hn(X)e Fp(Hn) = im(Hn(Xp)) ⊂ Hn(X), F∞Hn = Hn, F−∞Hn = 0.Proposição 6.11. Há uma in
lusão natural
Fp(Hn)/Fp−1(Hn) −→ E∞

p,n−p,que é um isomor�smo sse Z∞
p,q = ∩rZ

r
p,q ⊂ E

1
p,q 
oin
ide 
om ker k : E1

p,q → A1
p−1,q.34Esta notação signi�
a que Xp = ∅ para p < 0.



78 GUSTAVO GRANJAProof. Consideremos o diagrama
K

j //______
� _

��

B∞
p,n−p� _

��
A1
p−1,n−p+1

����

i // A1
p,n−p

����

j // Z∞
p,n−p ⊂ E

1
p,n−p

����
Fp−1Hn // Fp(Hn) //_____ E∞

p,n−ponde as duas últimas 
olunas são su
essões exa
tas 
urtas, a linha do meio é exa
ta,e
K = {a ∈ A1

p,n−p : is(a) = 0 para algum s > 0}.Note-se que, por de�nição dos diferen
iais, qualquer elemento na imagem de j é um
i
lo in�nito.Dado a ∈ K \ 0, seja r = min{s : is(a) = 0}. Então ir−1(a) = k(x) para algum
x ∈ E1

p+r,n−r+2 
om x 6= 0 um elemento que sobrevive até ao termo Er e tal que
j(a) = dr(x) em Er. Assim, j(a) ∈ B∞

p,n−p e portanto j determina uma apli
ação(15) Fp(Hn)/Fp−1(Hn)→ E∞
p,n−p.Suponhamos agora que j(a) ∈ B∞

p,n−p. Então j(a) = dk(x) para algum k e entãoexiste y ∈ A1
p,n−p tal que j(y) = j(a) e y ∈ K. Tomando z ∈ A1

p−1,n−p+1 tal que
i(z) = a− y temos

a = y + i(z)o que mostra que
j−1(B∞

p,n−p) = K + i(A1
p−1,n−p+1)pelo que a apli
ação (15) é inje
tiva.Esta apli
ação é sobreje
tiva sse todo o 
i
lo in�nito está na imagem de j. Como

im j = ker k, isto 
on
lui a demonstração. �De�nição 6.12. Diz-se que uma su
essão espe
tral de homologia (Erp,q, dr) 
on-verge fra
amente para um grupo graduado H∗ se existe uma �ltração 
res
ente
FpH∗ ⊂ Fp+1H∗ ⊂ H∗e isomor�smos

E∞
p,q ≃ Fp(Hp+q)/Fp−1(Hp+q).Se uma su
essão espe
tral 
onverge fra
amente para H∗, apenas nos dá infor-mação sobre

F∞(H∗)/F−∞(H∗)pelo que na práti
a só estamos interessados em su
essões espe
trais em que estequo
iente 
oin
ide 
om H∗. Note-se que, no 
aso da su
essão espe
tral asso
iadaa um 
omplexo �ltrado, mesmo que a �ltração seja exaustiva pode a
onte
er que
F−∞H∗ 6= 0.Exer
í
io 6.13. (a) Dê um exemplo de um 
omplexo �ltrado 
om ∩pFpC∗ = 0mas F−∞H∗(Cp) 6= 0.(b) Mostre que se para 
ada n ∈ Z, existe q(n) tal que Hn(FpC∗) = 0 para p < q(n),então F−∞H∗ = 0.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 79De�nição 6.14. Diz-se que uma su
essão espe
tral de homologia Erp,q se aprox-ima35 de H∗, se 
onverge fra
amente para H∗ e F−∞H∗ = 0, F∞H∗ = H∗. Nesse
aso es
revemos
Erp,q ⇒ Hp+q.Quando uma su
essão espe
tral se aproxima de H∗, obtemos no termo E∞ umasu
essão de subquo
ientes de H∗. Para 
al
ular os grupos de homologia há quedeterminar as extensões envolvidas. Em geral o problema é não trivial mesmo quehaja apenas um número �nito de extensões envolvidas. Por exemplo, se G é umgrupo abeliano �ltrado 
om

0 = F−1G ⊂ F0G ⊂ F1(G) = Ge F0G/F−1G = F1G/F0G = Z/2, tudo o que podemos 
on
luir é que
G = Z/4 ou G = Z/2⊕ Z/2.O problema é ainda mais 
ompli
ado se o número de extensões é in�nito. Porexemplo, os grupos Z/p∞, Z e Ẑp todos possuem �ltrações

. . . ⊂ FkG ⊂ . . . ⊂ F−1G ⊂ F0(G) = G
om quo
ientes Fk/Fk−1 ≃ Z/p.Proposição 6.15. Se FpC∗ é uma �ltração exaustiva de C∗ e para 
ada p, n(16) ∩q im(Hn(FqC∗)→ Hn(FpC∗)) = 0então a su
essão espe
tral de homologia do 
omplexo �ltrado aproxima a homologiade C∗, isto é,
Erp,q ⇒ Hp+q(C∗).Proof. A 
ondição (16) garante que F−∞H∗ = 0 e que um 
i
lo in�nito é uma 
lasseno nú
leo de k pelo que a a�rmação é uma 
onsequên
ia da Proposição 6.11. �Note-se que a Proposição 6.15 se apli
a por exemplo se a �ltração FpC∗ é limitadainferiormente ou mais geralmente se para 
ada n existe q(n) tal que Hn(Fq(n)C∗) =

0. Há uma situação ainda mais simples, que é 
omum na práti
a.De�nição 6.16. Uma su
essão espe
tral de homologia diz-se limitada se em 
adasu
essão
· · ·

i
−→ A1

p−1,q+1
i
−→ A1

p,q
i
−→ A1

p+1,q−1
i
−→ · · ·apenas um número �nito de i's não é um isomor�smo, ou equivalentemente (pelaexa
tidão de (14)) se para 
ada n, apenas um número �nito de termos E1

p,q 
om
p+ q = n é não nulo.Se uma �ltração exaustiva de um 
omplexo Fp(C∗) dá azo a uma su
essão espe
-tral limitada, então a 
ondição da Proposição 6.15 veri�
a-se obviamente e temosportanto para 
ada n uma �ltração �nita

0 = Fs(n)(Hn(C∗)) ⊂ Fs(n)+1(Hn(C∗)) ⊂ · · · ⊂ Ft(n)(Hn(C∗)) = Hn(C∗)
om quo
ientes
FpHn/Fp−1Hn = E∞

p,q.Assim, se 
onseguirmos 
al
ular todos os diferen
iais na su
essão espe
tral, pre-
isamos apenas de resolver um número �nito de extensões para 
al
ular os grupos
Hn(C∗).35Em Inglês, abuts.



80 GUSTAVO GRANJAExer
í
io 6.17. Seja f : C∗ → D∗ um mor�smo de 
omplexos em 
adeia �ltrados.Mostre que se as �ltrações dão origem a su
essões espe
trais limitadas e o mor�smode su
essões espe
trais induzido por f é um isomor�smo em E∞, então f induz umisomor�smo em homologia.O seguinte exer
í
io dá-nos a versão da su
essão espe
tral de Serre para 
om-plexos em 
adeia.Exer
í
io 6.18 (Su
essões espe
trais de um 
omplexo duplo). Um 
omplexo duploé uma família {Ck,l}k,l≥0 de grupos abelianos e homomor�smos
dh : Ck,l → Ck−1,l dv : Ck,l → Ck−1,ltais que (dh)2 = (dv)2 = dhdv+dvdh = 0. O 
omplexo total asso
iado ao 
omplexoduplo C∗,∗ é o 
omplexo de�nido por

Tot(C∗,∗)n = ⊕k+l=nCk,l
om diferen
ial determinado pelos homomor�smos
d|Ck,l = dh + dv : Ck,l → Ck−1,l ⊕ Ck,l−1.(a) Veri�que que (Tot(C∗∗, d) é um 
omplexo em 
adeia.(b) Seja Hh

k (C∗,l) a homologia do 
omplexo (C∗,l, d
h), e de�na-se Hv

k (Cl,∗) analoga-mente. Mostre que dv induz um diferen
ial em Hh
k (C∗,l) para 
ada k-�xo, eanalogamente para dh.(
) Mostre que existem su
essões espe
trais limitadas

E2
p,q = Hv

p (Hh
q (C∗,∗))⇒ Hp+q(Tot(C∗,∗))e

E2
p,q = Hh

p (Hv
q (C∗,∗))⇒ Hp+q(Tot(C∗,∗)).(d) Seja R um anel 
omutativo e M,N módulos sobre R. Re
orde que se P∗ →Mé uma resolução proje
tiva de M se de�ne

Tork(M,N) = Hk(P∗ ⊗N).Use as su
essões espe
trais da alínea anterior para mostrar que,
TorkR(M,N) ≃ TorkR(N,M).Exer
í
io 6.19 (Su
essão espe
tral de Mayer-Vietoris). Seja {Uα} uma 
oberturaaberta de um espaço X. Es
revemos

Uα0α1...αn = Uα0
∩ Uα1

∩ . . . ∩ Uαn .Es
olha-se uma ordem total para o 
onjunto {α} dos indí
es e seja
Cm,n = ⊕α0<α1<...<αmCn(Uα0α1...αm)o 
omplexo duplo que tem por diferen
ial verti
al o diferen
ial determinado da formaevidente pelos diferen
iais dos 
omplexos de 
adeias singulares e diferen
ial hori-zontal determinado por

dh|Cn(Uα0α1...αm
) =

n∑

k=0

(−1)kjk♯onde
jk : Uα0α1...αm −→ Uα0...
αk...αné a in
lusão.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 81(a) Mostre que a homologia horizontal Hh
m(C∗,l) está 
on
entrada em dimensão 0e 
oin
ide 
om Hm(X).(b) Mostre que existe uma su
essão espe
tral de homologia limitada 
om

E2
p,q = Hh

p (⊕α0<α1<...<αnHq(Uα0...αn))⇒ Hp+q(X).(
) Identi�que esta su
essão espe
tral 
om a su
essão de Mayer-Vietoris no 
asode uma 
obertura 
om apenas dois abertos.A su
essão espe
tral de Serre.De�nição 6.20. Uma �bração p : E → B diz-se orientável sobre um grupo abeliano
G, se para todos os b, b′ ∈ B e α : [0, 1] → B 
om α(0) = b, α(1) = b′, a apli
açãode monodromia

τα : p−1(b)→ p−1(b′)induz a identidade em homologia 
om 
oe�
ientes em G.Lema 6.21. Se p : E → B é orientável sobre G e f : A → B é uma apli
ação
ontínua, o pullba
k f∗p : f∗E → A é também orientável sobre G.Proof. Seja α : [0, 1] → A um 
aminho 
om α(0) = a e α(1) = a′. A apli
ação demonodromia da �bração é de�nida por um levantamento no seguinte diagrama
F //

� _

��

f∗E

f∗p

��

// E

p

��
F × [0, 1]

π1 //

55kkkkkkkk

33ggggggggggggg
[0, 1]

α // A
f // BUma vez que o levantamento a f∗E pode ser obtido a partir do levantamento a Epela propriedade universal do pullba
k, 
on
lui-se que o diagrama

(f∗p)−1(a) = p−1(f(a))

τα

��

= // p−1(f(a))

τf◦α

��
(f∗p)−1(a′) = p−1(f(a′))

= // p−1(f(a′))
omuta, o que 
on
lui a demonstração. �Teorema 6.22 (Serre). Seja p : E → B uma �bração orientável sobre G 
om �bra
F . Existe uma su
essão espe
tral de homologia limitada aproximando a homologiade E 
om termo E2 dado por

E2
p,q = Hp(B;Hq(F )).Proof. Seja f : B′ → B uma aproximação 
elular de B. Pelo Lema 6.21 o pullba
k

p′ : E′ → B′ de p pela apli
ação f é uma �bração orientável 
om �bra F . Pelasu
essão exa
ta longa de homotopia a apli
ação E′ → E é uma equivalên
ia fra
a eportanto induz um isomor�smo em homologia 
om quaisquer 
oe�
ientes. Podemosportanto assumir que B é um 
omplexo 
elular.Consideremos a �ltração
∅ = B−1 ⊂ · · · ⊂ Bp ⊂ Bp+1 ⊂ · · · ⊂ Bde B pelos seus esqueletos e seja Ep = p−1(Bp) a �ltração induzida em E. Esta�ltração determina uma �ltração 
res
ente

Fp(C∗(E)) = C∗(Ep) ⊂ C∗(E)



82 GUSTAVO GRANJAdo 
omplexo de 
adeias singulares de E e portanto, uma su
essão espe
tral dehomologia 
om
E1
p,q = Hp+q(Ep, Ep−1).Uma vez que (Bp, Bp−1) é p-
onexo, as su
essões exa
tas longas de homotopiadas �brações restritas a Bp e Bp−1 e o lema dos 5 mostram que o par (Ep, Ep−1) é

p-
onexo. Con
lui-se que as apli
ações
A1
p,n−p = Hn(Ep)→ A1

p+1,n−p−1 = Hn(Ep+1)são isomor�smos para p < 0 ou p > n e portanto a su
essão espe
tral é limitada eaproxima a homologia de E. Resta-nos identi�
ar o termo E2 da su
essão espe
tral.Começamos por dar uma forma 
onveniente ao termo E1:
E1
p,q ≃ Cp(B;Hq(F ;G)) = Hp(Bp, Bp−1)⊗Hq(F ;G).Para ver isto sejam fα : (Dp, Sp−1)→ (Bp, Bp−1) as apli
ações 
ara
terísti
as das
élulas de B. Seja xα = fα(0) ∈ B, Fα = p−1(xα) e 
onsideremos a apli
ação

Dp × Fα × [0, 1]→ Bpde�nida por
(x, y, t) 7→ fα(tx)A propriedade do levantamento das homotopias produz então apli
ações de �-brações
Dp × Fα

π1

��

tα // Ep

p

��
Dp

fα // Bpque induzem equivalên
ias de homotopia �bradas (uma vez que ambos os espaçostotais são homotopi
amente equivalentes a Fα e a apli
ação induz uma equivalên
iade homotopia nas �bras)
Dp × Fα

tα−→ f∗α(Ep).As restrições destas apli
ações a Sp−1 são ainda equivalên
ias de homotopia �-bradas. Daqui se 
on
lui que a apli
ação de pares
∐

α

(Dp, Sp−1)× Fα

`
α tα−→ (Ep, Ep−1)sendo a 
omposição de um par de equivalên
ias de homotopia �bradas 
om umhomeomor�smo relativo induz um isomor�smo em homologia. Como a �bração éorientável relativamente a G temos isomor�smos 
anóni
os

H∗(Fα;G) = H∗(F ;G)logo utilizando o isomor�smo dado pelo produto × em homologia
Hp(D

p, Sp−1; Z)⊗Hq(F ;G)
×
−→ Hp+q((D

p, Sp−1)× F ;G)obtemos isomor�smos
E1
p,q = Hp+q(Ep, Ep−1;G)

ψ
←− Hp(Bp, Bp−1; Z)⊗Hq(F ;G) = Cp(B;Hq(F ;G)).



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 83Resta-nos ver que o diagrama
E1
p,q

d1

��

ψ // Cp(B;Hq(F ;G))

∂

��
E1
p−1,q

ψ // Cp−1(B;Hq(F ;G)).
omuta.Seja epα uma 
élula de dimensão p deB tal que a 
omponente do diferen
ial 
elular
∂(epα) segundo eβ é nαβ ∈ Z e seja x ∈ Hq(F ;G). Pre
isamos de demonstrar que a
omponente de

ψ ◦ d1 ◦ (ψ−1([epα]⊗ x)) ∈ Hp−1(Bp−1, Bp−2)⊗Hq(F ;G)segundo o somando determinado pela 
élula ep−1
β é

nαβ [e
p−1
β ]⊗ x.Para tal, 
onsideremos o seguinte diagrama

Hn((D
p
α, S

p−1
α )× Fα;G)

∂ //

��

Hn−1(∂D
p
α × Fα;G)

��

λαβ∗ // Hn−1(D
p−1
β × Fβ/(S

p−2
β × Fβ);G)

Hn(Ep, Ep−1;G) // Hn−1(Ep−1;G)

��

// H̃n−1(Ep−1/Ep−2;G)

OO

Hn−1(Ep−1, Ep−2;G)

≃

33hhhhhhhhhhhhhhhhhhhonde Fα e Fβ denotam as �bras sobre os 
entros das 
élulas epα e ep−1
β respe
tiva-mente. A 
omponente que queremos determinar é pre
isamente

λαβ∗([∂e
p
α]× x).Mas a apli
ação

λαβ : ∂Dp
α × Fα −→ Sp−1

β × Fβ/(∗ × Fβ)
obre uma apli
ação γαβ : Sp−1 → Sp−1 de grau nαβ e sobre 
ada x 6∈ γ−1
αβ (∗), aapli
ação induzida na �bra é a identidade em homologia, donde segue o resultadopretendido. �Exemplo 6.23. Consideremos a �bração dos 
aminhos sobre uma esfera Sn dedimensão ≥ 2.

ΩSn → PSn → Sn.Uma vez que a base é simplesmente 
onexa, a �bração é orientável. O termo E2da su
essão espe
tral é dado por
E2
p,q = Hp+q(S

n;Hq(ΩS
n; Z)) =







Hq(ΩS
n; Z) se p = 0,

Hq−n(ΩS
n; Z) se p = n,

0 
aso 
ontrário.Isto mostra que os úni
os diferen
iais que podem não ser nulos são os diferen
iais
dn : En0,q → Enn,q−n+1.



84 GUSTAVO GRANJAEm parti
ular a su
essão espe
tral 
olapsa no termo En. Como PSn é 
ontrá
til,os diferen
iais dn são ne
essariamente isomor�smos. Em parti
ular
dn : Hn−1(ΩS

n; Z)
≃
−→ Hn(S

n; Z) = Ze portanto
E2
n,n−1 ≃ Hn(S

n;Hn−1(ΩS
n)) ≃ Z.Indutivamente vemos que para n ≥ 1,

Hk(ΩS
n; Z) =

{

Z se (n− 1)|k

0 
aso 
ontrário.A situação é des
rita na �gura seguinte.
6

-

q

pZ

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Q
Q

Q
Q

Qs

Q
Q

Q
Q

Qs

Q
Q

Q
Q

Qs

Q
Q

Q
Q

Qs

dn

dn

dn

dn

0

n− 1

2(n− 1)

3(n− 1)

4(n− 1)

A su
essão espe
tral de Serre é natural 
om respeito a mor�smos de �brações.Mais pre
isamente temos o seguinte resultado.Proposição 6.24. Um mor�smo
E

f //

p

��

E′

p′

��
B

g // B′de �brações orientáveis sobre G induz um mor�smo de su
essões espe
trais
{fr : Er(p)→ Er(p′)}r≥2
om as seguintes propriedades:(i) O mor�smo f∗ : H∗(E;G)→ H∗(E

′;G) preserva a �ltração em H∗.(ii) O mor�smo E∞(p)→ E∞(p′) identi�
a-se 
om o mor�smo determinado por
f∗ nos quo
ientes da �ltração.(iii) O homomor�smo f2 : E2(p) → E2(p′) identi�
a-se 
om o homomor�smo in-duzido em homologia pela restrição i de f à �bra e por g.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 85Proof. Podemos supor que B e B′ são 
omplexos 
elulares. Sendo assim podemosaproximar g por uma apli
ação 
elular e usar a propriedade do levantamento dashomotopias para 
obrir-la por uma apli
ação de �brações homotópi
a a h. A veri-�
ação das a�rmações do enun
iado é agora um exer
í
io simples. �Exer
í
io 6.25. Seja
F //

h

��

E //

f

��

B

g

��
F ′ // E′ // B′um mor�smo de �brações orientáveis sobre G. Mostre que se h∗ e g∗ são isomor-�smos em homologia, o mesmo su
ede 
om f∗.Para 
ada n, a �ltração {FpHn(E;G)} é �nita. Temos

0 = F−1Hn(E;G) ⊂ F0Hn(E;G) ⊂ · · · ⊂ Fn−1Hn(E;G) ⊂ FnHn(E;G) = Hn(E;G)logo o primeiro quo
iente da �ltração in
lui-se em Hn(E;G) e o último é um quo-
iente de Hn(E;G). Os homomor�smos
Hn(E;G)→ FnHn(E;G)/Fn−1Hn(E;G) = E∞

n,0e
F0Hn(E;G) = E∞

0,n →֒ Hn(E;G)
hamam-se os homomor�smos de aresta36 da su
essão espe
tral. A seguinte proposiçãoidenti�
a estes homomor�smos 
om os diferen
iais mais 
ompridos na su
essão es-pe
tral.Proposição 6.26 (Homomor�smos de aresta). Seja p : E → B uma �braçãoorientável sobre G 
om B e F 
onexos por ar
os e i : F → E a in
lusão da�bra. Designando por ψ : Hp(B;Hq(F )) → E2
p,q o isomor�smo do Teorema 6.22,os seguintes diagramas 
omutam.

Hn(F ;G) = H0(B;Hn(F ;G))

ψ≃

��

i∗ // Hn(E;G)

E2
0,n

// // E∞
0,n

?�

OO
(17)

Hn(E;G)

����

p∗ // Hn(B;H0(F ;G)) = Hn(B;G)

E∞
n,0

� � // E2
n,0

ψ≃

OO
(18)
Proof. Começamos por ver (17). Uma vez que B é 
onexo por ar
os podemosassumir que B tem uma úni
a 
élula de dimensão 0. O resultado é então 
laro da36Em inglês, edge homomorphisms.



86 GUSTAVO GRANJAseguinte porção do diagrama (14)
0

i

��
Hn(E2, F ;G)

∂ // Hn(F ;G)

i

��

ψ

≃
// Hn(F, ∅) = E1

0,n = E2
0,n
∂ // 0

Hn(E2;G)

i
��...
��

Hn(E;G)e da Proposição 6.11.Para ver (18) 
onsideremos o seguinte diagrama
E1
n+1,0 = Hn+1(En+1, En;G)

∂ //

p∗

��

Hn(En;G) //

����
p∗

��

Hn(En, En−1;G) = E1
n,0

p∗

��

Hn(E;G)
p∗ // Hn(B;G)

Cn+1(B;G) = Hn+1(Bn+1, Bn;G)
∂ // Hn(Bn;G) //

44 44jjjjjjjjjjjjjjj
Hn(Bn, Bn−1;G) = Cn(B;G)Um elemento x ∈ Hn(E;G) pode ser representado por y ∈ E1
n,0 na su
essão espe
-tral sse a sua imagem em E∞

n,0 é não nula. Nesse 
aso, pelo diagrama anterior, yapli
a-se por p∗ no representante de p∗(x) em Cn(B;G) = Hn(B
n, Bn−1;G). Umavez que a apli
ação induzida em homologia (
om respeito a d1) pelas apli
ações

p∗ : Hn(En, En−1;G)→ Hn(Bn, Bn−1;G)é o isomor�smo
ψ : E2

n,0 → Hn(B)vemos que o diagrama (18) 
omuta. �De�nição 6.27 (Transgressão em homologia). Seja p : E → B uma �bração 
om�bra F sobre ∗ ∈ B e B 
onexo por ar
os. Consideremos o diagrama
Hn(E;G) //

p∗

��

Hn(E,F ;G)

p∗

��

∂ // Hn−1(F ;G)

p∗

��
Hn(B;G)

φ // Hn(B, ∗;G) // Hn(∗;G)A transgressão em homologia é o homomor�smo
Hn(B;G) ⊃ φ−1(im p∗)

τ
−→ Hn−1(F ;G)/∂(ker p∗)
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τ(x) = ∂(p−1

∗ (φ(x))).Uma 
lasse que está no domínio de τ diz-se trangressiva.Proposição 6.28. O seguinte diagrama 
omuta.
πn(B)

hxxr
r

r
r

r

h

��

∂ // πn−1(F )

h

��
φ−1(im p∗) // Hn(B)

τ

((PPPPPPPPPPPP
Hn−1(F )

��
Hn−1(F )/∂(ker p∗)Em parti
ular, todas as 
lasses esféri
as37 são transgressivas.Proof. A naturalidade do homomor�smo de Hurewi
z mostra que o seguinte dia-grama 
omuta.

πn(E) //

h

��

πn(E,F )

h

��

p∗

��;
;;

;;
;;

;;
;;

;;
;;

;;
;

∂ // πn−1(F )

h

��
Hn(E) //

p∗

��

Hn(E,F )

p∗

��

∂ // Hn−1(F )

Hn(B)
φ // Hn(B, ∗) πn(B)

hooUma vez que a apli
ação p∗ : πn(E,F )→ πn(B) é um isomor�smo, qualquer 
lasseesféri
a está no domínio da transgressão. As restantes a�rmações do enun
iado sãoagora uma 
onsequên
ia imediata da de�nição de transgressão e da 
omutatividadedo diagrama. �Exemplo 6.29 (Suspensão em homologia). Na �bração dos 
aminhos
ΩB → PB → Ba apli
ação de monodromia determinada por um laço α ∈ π1(B) é dada por
τα(β) = β ∗ α.Logo a apli
ação de monodromia permuta as 
omponentes 
onexas por ar
os de ΩB.Con
lui-se que a �bração dos 
aminhos sobre B é orientável sse B é simplesmente
onexo. Nesse 
aso, uma vez que PB é 
ontrá
til, a apli
ação

Hn(PB,ΩB)
∂
−→ Hn−1(ΩB)é um isomor�smo. A transgressão em homologia é portanto um homomor�smo

Hn(B) ⊃ φ−1(im p∗)
τ
−→ Hn−1(ΩB)que se 
hama a suspensão em homologia e que de a
ordo 
om a Proposição 6.28
orresponde nas 
lasses esféri
as ao isomor�smo

πn(B) ≃ πn−1(ΩB).37Uma 
lasse de homologia diz-se esféri
a se está na imagem do homomor�smo de Hurewi
z.



88 GUSTAVO GRANJAProposição 6.30. Seja p : E → B uma �bração orientável sobre G. Os diferen-
iais dn : Enn,0 → En0,n−1 são a transgressão em homologia. Mais pre
isamente, oseguinte diagrama 
omuta.
E2
n,0 Hn(B;G)

≃oo

��

Hn−1(F ;G)

����

≃ // E2
0,n−1

����
Enn,0

dn

44
?�

OO

φ−1(im p∗)
≃oo τ // Hn−1(F ;G)/∂(ker p∗)

≃ // En0,n−1Proof. Consideremos o diagrama(19) Hn(En, F )
∂ //

��

Hn−1(F )

��

≃ // Hn−1(F, ∅) = E1
n−1,0

Hn(En, E1)
∂ //

��

Hn−1(E1)

��

// Hn−1(E1, F )...
��

...
��

Hn(En, En−2)
∂ //

��

Hn−1(En−2)

��

// Hn−1(En−2, En−3)

E1
n,0 = Hn(En, En−1)

∂ //

p∗

��

Hn−1(En−1)

p∗

��

// Hn−1(En−1, En−2)

Hn(Bn, Bn−1)
∂ // Hn−1(Bn−1) // Hn−1(Bn−1, Bn−2)As su
essões exa
tas longas dos triplos (En, Ek+1, Ek)

Hn(En, Ek)

��
Hn(En, Ek+1)

∂

66
// Hn−1(Ek+1) // Hn−1(Ek+1, Ek)mostram que, ao nível dos representantes das 
lasses em E1, as imagens dos difer-en
iais

dk : Hn(En, En−1)→ Hn−1(En − k,En−k−1)
oin
idem 
om a imagem das apli
ações de bordo
Hn(En, En−k)

∂
−→ Hn(En−k, En−k−1).
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ular, uma 
lasse sobrevive até Enn,0 sse está na imagem de Hn(En, F ).Tendo em 
onta que En → E é uma n-equivalên
ia, e que a apli
ação
p∗ : Hn(En, En−1)→ Hn(Bn, Bn−1)induz a identi�
ação de E2

n,0 
om Hn(B), isto mostra que temos o isomor�smo
φ−1(im p∗)

≃
−→ Enn,0.Da mesma forma, a imagem de dn−1 em E1

n−1,0 
oin
ide 
om a imagem de
Hn(En−1, F )

∂
−→ Hn−1(F )e a su
essão exa
ta

Hn(En−1, F )

∂ ''OOOOOOOOOOO
// Hn(En, F )

∂

��

// Hn(En, En−1)

Hn−1(F ).juntamente 
om o fa
to de a apli
ação
p∗ : Hn(En, En−1)→ Hn(Bn, Bn−1)induzir a identi�
ação de E2

n,0 
om Hn(B) mostra que
∂(ker p∗) = im dn−1e portanto temos o isomor�smo

Hn−1(F ;G)/∂(ker p∗)→ En0,n−1 = E1
0,n−1/ im dn−1.As restantes a�rmações do enun
iado são agora 
onsequên
ias imediatas dasde�nições. �Exemplo 6.31. Consideremos um �brado em esferas

Sn−1 → E → Sn
om n ≥ 2. Na su
essão espe
tral de E existe quando muito um diferen
ial nãonulo 
onforme a �gura seguinte.
6

-

q

p
Z

Z

Z

Z

Q
Q

Q
Q

Qk
dn

0

n− 1

nO gerador de Hn(S
n; Z) = E2

n,0 é uma 
lasse esféri
a (a identidade Sn → Sn).Pelas Proposições 6.28 e 6.30, dn(α) é a imagem pelo homomor�smo de Hurewi
zda imagem do gerador de πn(Sn) pelo homomor�smo de bordo na su
essão exa
ta



90 GUSTAVO GRANJAlonga da �bração. Geometri
amente ∂(α) ∈ πn−1(F ) é de�nido pela restrição deum levantamento
Sn−1 × 0

��

∗ // F // E

p

��
Sn−1 × [0, 1] //

φ

22eeeeeeeeeeeeeeeeeee
Sn−1 × [0, 1]/Sn−1 × 0 ≃ Dn //

π

��

B

Sn

α

55llllllllllllllllll

φ a Sn−1 × 1. Na situação presente, em que B = Sn e α é a apli
ação identidade,a restrição do levantamento a Sn−1×]0, 1] identi�
a-se 
om uma se
ção de p sobre
Sn \ {∗} e φ|Sn−1×0 
orresponde pre
isamente ao "valor limite no bordo" destase
ção. Ou seja, podemos es
olher uma se
ção de p sobre o 
onjunto 
ontrá
til
Sn \ {∗} mas em geral não a podemos estender a todo o Sn. À medida que nosaproximamos de ∗, a se
ção enrola uma esfera 
entrada em ∗ em torno da �bra.O grau desta apli
ação é pre
isamente o inteiro que determina o diferen
ial dn nasu
essão espe
tral.Exer
í
io 6.32. Mostre que o diferen
ial dn no exer
í
io anterior é nulo sse a�bração E → Sn admite uma se
ção. 38O exemplo anterior generaliza-se para �brações orientáveis 
uja �bra tem o tipode homotopia de uma esfera (ou mais geralmente o tipo de homologia de umaesfera). Se G é um grupo abeliano, um espaço X diz-se uma G-esfera de homologiade dimensão n se

H∗(X;G) =

{

G se ∗ = n

0 
aso 
ontrário.Proposição 6.33 (Su
essão exa
ta de Gysin). Seja F → E → B uma �braçãoorientável relativamente a G e F uma G-esfera de homologia de dimensão n − 1.Então existe uma su
essão exa
ta longa
· · ·Hk(E;G)

p∗
−→ Hk(B;G)

dn−→ Hk−n(B;G)→ Hk−1(E;G)→ · · ·Proof. Consideremos a su
essão espe
tral da �bração.
6

-

q

pG H1B

Hk−nBG

HkB

HkB

Q
Q

Q
Q

Qk
dn

0

n− 1

38Se está familiarizado 
om a de�nição de número de Euler de um �brado ve
torial orientado emTopologia Diferen
ial, mostre que este número 
oin
ide 
om o inteiro que determina o diferen
ial
dn.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 91Os úni
os diferen
iais que são possivelmente diferentes de zero são os diferen
iais
dn. Logo a su
essão espe
tral 
olapsa no termo En+1 e temos su
essões exa
tas
urtas

0→ En+1
k−n+1,n−1 → Hk(E;G)→ En+1

k,0 → 0onde
En+1
k,0 = ker dn ⊂ E

2
k,0 = Hk(B;G)e

En+1
k−n+1,n−1 = E2

k−n+1,n−1/(im dn) = Hk−n+1(B;G)/(im dn).Obtemos portanto su
essões exa
tas 
urtas
0→ Hk−n+1(B;G)/(im dn)→ Hk(E;G)→ ker dn → 0que podem ser 
oladas de forma a obter a su
essão exa
ta longa do enun
iado. Aapli
ação

Hk(E;G)→ Hk(B;G)é a apli
ação p∗ pela Proposição 6.26. �Proposição 6.34 (Su
essão exa
ta de Wang). Seja F i
−→ E → B uma �braçãoorientável relativamente a relativamente a G sobre uma G-esfera de homologia dedimensão n. Então existe uma su
essão exa
ta longa

· · · → Hk(F ;G)
i∗−→ Hk(E;G) −→ Hk−n(F ;G)

dn−→ Hk−1(F ;G)→ · · ·Proof. A demonstração é essen
ialmente idênti
a à da Proposição 6.33 e �
a 
omoexer
í
io. �Exer
í
io 6.35. Cal
ule H∗(F ; Z) onde F denota a �bra de homotopia de umaapli
ação Sn → Sn de grau k.Exer
í
io 6.36 (Su
essão exa
ta de Serre). Seja F → E → B uma �braçãoorientável. Mostre que se Hk(F ) = 0 para 0 < k < n e Hk(B) = 0 para 0 < k < m,existe uma su
essão exa
ta
Hn+m−1(F )→ · · · → Hk(F )

i∗−→ Hk(E)
p∗
−→ Hk(B)

τ
−→ Hk−1(F )→ · · ·e que o homomor�smo de Hurewi
z dá uma apli
ação (de uma porção) da su
essãoexa
ta longa de homotopia da �bração nesta su
essão exa
ta de homologia.Extensões da su
essão espe
tral de Serre. A su
essão espe
tral de Serre temas seguintes versões relativas, 
om demonstração inteiramente análoga à do Teorema6.22.(i) Se p : E → B é uma �bração orientável sobre G e B′ ⊂ B, es
revendo

E′ = p−1(B), existe uma su
essão espe
tral aproximandoHp+q(E,E
′;G) 
omtermo E2

E2
p,q = Hp(B,B

′;Hq(F ;G)).(ii) Se (F, F ′)→ (E,E′)
p
−→ B é um par de �brações orientáveis sobre G, existeuma su
essão espe
tral aproximando Hp+q(E,E

′;G) 
om termo E2

E2
p,q = Hp(B;Hq(F, F

′;G)).



92 GUSTAVO GRANJAConsideremos por exemplo o segundo 
aso. Podemos supor que B é um 
omplexo
elular. A �ltração dos esqueletos em B induz uma �ltração {(Ep, E′
p)} em (E,E′)e a su
essão exa
ta longa

· · · → Hn(Ep−1, E
′
p−1;G)→ Hn(Ep, E

′
p;G)→ Hn(Ep, E

′
p ∪ Ep−1;G)→ · · ·dá azo a uma su
essão espe
tral 
om

E1
p,q = Hp+q(Ep, E

′
p∪Ep−1;G) ≃ Hp(Bp, Bp−1)⊗Hq(F, F

′;G)) ≃ Cp(B;Hq(F, F
′;G)).No 
aso em que a �bração p : E → F não é orientável, existe ainda uma su
essãoespe
tral limitada aproximando a homologia do espaço total mas o termo E2 é dadopor

E2
p,q = Hp(B; {Hq(F ;G)})onde {Hq(F ;G)} é o sistema de 
oe�
ientes lo
ais (ver [Ha, 3.H℄) determinado pela�bração. No 
aso em que a �bração é orientável o sistema de 
oe�
ientes lo
ais é
onstante e o enun
iado reduz-se ao Teorema 6.22.A su
essão espe
tral é válida mais geralmente para �brações de Serre. Umaapli
ação p : E → B diz-se uma �bração de Serre se tem a propriedade dos levan-tamentos da homotopia para todos os 
omplexos 
elulares �nitos.Existe uma versão da su
essão espe
tral de Serre para uma teoria de homologiageneralizadaE∗, que se 
hama por vezes a su
essão espe
tral de Leray-Serre-Atiyah-Hirzebru
h, e que toma a forma

E2
p,q = Hp(B; {Eq(F )})⇒ Ep+q(F ).Para mais detalhes ver [Sw, Theorem 15.27℄.Classes de Serre de grupos abelianos. Vamos agora des
rever a teoria das
lasses de grupos abelianos devida a Serre [Se2℄. Esta teoria permite em 
onjunto
om a su
essão espe
tral, tratar os espaços 
omo se estivessem lo
alizados (no sen-tido algébri
o do termo). Esta teoria é uma versão grosseira da teoria de lo
alizaçãomais tarde desenvolvida por Sullivan e outros [Su℄ e que é hoje em dia uma ferra-menta bási
a em Topologia Algébri
a. Ver [Ha3, Theorem 1.23℄.De�nição 6.37. Uma 
lasse de Serre C é uma 
lasse de grupos abelianos satis-fazendo as seguintes 
ondições:(i) 0 ∈ C,(ii) Se A ∈ C e B é isomorfo a A, então A ∈ C,(iii) Se 0→ A→ B → C → 0 é uma su
essão exa
ta então B ∈ C sse A,C ∈ C.Uma 
lasse de Serre diz-se multipli
ativa se A,B ∈ C =⇒ A⊗B,Tor(A,B) ∈ C.Uma 
lasse de Serre diz-se a
í
li
a se A ∈ C =⇒ Hk(K(A, 1); Z) ∈ C para todo o

k > 0.Um homomor�smo de grupos abelianos f : A → B diz-se um monomor�smo
mod C se ker f ∈ C, diz-se um epimor�smo mod C se coker f ∈ C, e um isomor-�smo mod C se é simultaneamente um monomor�smo e epimor�smo mod C.Como veremos em breve, dada uma 
lasse de Serre C, é possível fazer 
ál
ulosdesprezando os grupos em C.Exer
í
io 6.38. Sejam f : A → B e g : B → C homomor�smos de gruposabelianos e C uma 
lasse de Serre. Mostre que se dois dos homomor�smos f, g e
g ◦ f são isomor�mos mod C, o mesmo su
ede 
om o ter
eiro.
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í
io 6.39. Veri�que que o lema dos 5 é válido módulo uma 
lasse de Serre.É um exer
í
io simples mostrar que os seguintes são exemplos de 
lasses de Serremultipli
ativas:
• {0} - a 
lasse trivial formada pelos grupos 
om um úni
o elemento.
• F - a 
lasse dos grupos abelianos �nitamente gerados.
• T - a 
lasse dos grupos abelianos de torsão.
• Tf - a 
lasses dos grupos abelianos �nitos
• TP (P um 
onjunto de primos) - a 
lasse dos grupos abelianos de torsão
P (isto é, tal que os fa
tores primos das ordens dos elementos do grupoperten
em a P ). Se P = {q primo : q 6= p} es
revemos Tp em vez de TP .

• TP,f - a 
lasse dos grupos abelianos �nitos de torsão P .Exemplo 6.40. A in
lusão
Z/2→ Z/6é um isomor�smo mod T3, e

Z⊕ Z/2
[ 5 0
1 3 ]
−→ Z⊕ Z/3é um isomor�smo mod Tf .

Z →֒ Qé um isomor�smo mod T .O 
onú
leo do homomor�smo Z→ Z⊕Z determinado pela matrix [ 2 4 ] é isomorfoa Z mod T{2}.Proposição 6.41. As 
lasses de Serre F , T , Tf e TP são a
í
li
as.Proof. Começamos por ver que F é a
í
li
a. Um grupo �nitamente gerado é umproduto �nito de fa
tores 
í
li
os. Uma vez que
K(G×H, 1) ≃ K(G, 1)×K(H, 1)basta-nos mostrar que se G é um grupo 
í
li
o, então Hm(K(G, 1); Z) é um grupoabeliano �nitamente gerado. Tal é 
laro para G = Z uma vez que K(Z, 1) = S1 epara G = Z/2 pois K(Z/2, 1) = RP∞. Mais geralmente, se 
onsiderarmos a a
çãodiagonal de Z/k ⊂ S1 ⊂ C∗ em S∞ ⊂ C∞ o espaço lenti
ular de dimensão in�nita
L∞
k

def
= S∞/(Z/k) ≃ K(Z/k, 1).O argumento é o mesmo que utilizámos para identi�
ar RP∞ 
om K(Z/2, 1): aapli
ação quo
iente S∞ → L∞
k é um revestimento e S∞ é 
ontrá
til. Para verque Hm(L∞

k ; Z) é um grupo �nitamente gerado podemos novamente usar o mesmoargumento que para RP∞. De fa
to (ver Exer
í
io 6.42)
Hm(L∞

k ; Z) =

{

Z/k se m é ímpar,
0 se m é par.Na realidade estes grupos são �nitos, e uma vez que os grupos em Tf são produtos�nitos de grupos 
í
li
os �nitos, Tf é também uma 
lasse a
í
li
a. Além disso se

G ∈ Tf ∩ TP então
Hm(K(G, 1); Z) ∈ Tf ∩ TP .
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on
luir a demonstração observemos que qualquer grupo é um 
olimite dirigidode grupos �nitamente gerados.39 Dado G ∈ T (ou TP ) seja
G = colimαGαuma de
omposição de G 
omo um 
olimite de grupos �nitamente gerados (portanto

Gα ∈ Tf , respe
tivamente TP ∩ Tf ). Es
olhendo uma 
onstrução fun
torial para
K(G, 1) temos

K(G, 1) = colimαK(Gα, 1)e uma vez que os fun
tores de homologia singular 
omutam 
om 
olimites dirigidos,temos
Hm(K(G, 1)) = colimαHm(K(Gα, 1)) ∈ T ( respe
tivamente TP ).

�Exer
í
io 6.42. Considere a a
ção diagonal de Z/k = {e
2πi
l : l = 0, . . . , k− 1} em

S2n+1 ⊂ Cn+1.(a) A
he um domínio fundamental para a a
ção.(b) Mostre que o quo
iente L2n+1
k = S2n+1/(Z/k) admite uma de
omposição 
elular
om uma 
élula em 
ada dimensão.(
) Use a alínea anterior para 
al
ular H∗(L

2n+1
k ; Z).Lema 6.43. Seja C uma 
lasse de Serre multipli
ativa, e p : E → B uma �braçãoorientável 
om �bra F . Se dois de H∗(F ), H∗(E), H∗(B) estão em C, o mesmosu
ede 
om o ter
eiro.Proof. Suponhamos que H∗(E),H∗(F ) ∈ C. Uma vez que a �bração é orientável,temos a su
essão exa
ta

0→ E∞
1,0 ≃ H1(F ; Z)→ H1(E; Z)→ E∞

0,1 ≃ H1(B; Z)→ 0que nos diz que H1(B; Z) é isomorfo a um quo
iente de um grupo em C e estáportanto em C.Por sua vez isto impli
a que
E2

1,q = E∞
1,q ≃ H1(B;Hq(F ; Z)) ≃ H1(B; Z)⊗Hq(F ; Z) ∈ C.Uma vez que o grupo Ekp,q é um subquo
iente de E2

p,q segue-se que
Erk,q ∈ C para todo o q, r para todo o k ≤ 1.Suponhamos indutivamente que mostrámos que Hk(B; Z) ∈ C para k < N . Umavez que C é uma 
lasse multipli
ativa, temos então que

E2
k,q ≃ Hk(B; Z)⊗Hq(F ; Z)⊕ Tor(Hk−1(B; Z),Hk(F ; Z)) ∈ Cpara k < N e portanto(20) Erk,q ∈ C para todo o q, r para todo o k < N.Temos

EN+1
N,0 = E∞

N,0 ≃ p∗(HN (E; Z)) ∈ C.As su
essões exa
tas
0→ EkN,0 → Ek−1

N,0

dk−1
−→ Ek−1

N−k+1,k−239 Tome-se por exemplo para 
onjunto de índi
es o 
onjunto de todos os subgrupos �nitamentegerados de G 
om a ordem par
ial dada pela in
lusão.
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N,0 é uma extensão degrupos em C (o grupo da esquerda está em C por indução e o da direita é o quo
ientede um grupo em C por (20)) e está portanto em C. Portanto

HN (B; Z) ≃ E2
N,0 ∈ C,o que 
on
lui a demonstração que H∗(B; Z) ∈ C.As demonstrações dos dois 
asos restantes são análogas e são deixadas 
omoexer
í
io. �Nota 6.44. Note-se que a demonstração anterior diz-nos mais geralmente que sea homologia de dimensão ≤ n de dois dos espaços E,F e B está em C, o mesmosu
ede 
om o ter
eiro.Corolário 6.45. Se C é uma 
lasse de Serre multipli
ativa e a
í
li
a, e A ∈ Centão Hk(K(A,n); Z) ∈ C para todos os k, n ≥ 1.Proof. Basta apli
ar indutivamente o Lema 6.43 às �brações dos 
aminhos

K(A,n− 1)→ ∗ → K(A,n).

�Teorema 6.46 (Teorema de Hurewi
z mod C (Serre)). Seja C uma 
lasse de Serrea
í
li
a e multipli
ativa e X um espaço simplesmente 
onexo. Então Hk(X) ≃ 0
mod C para k < n sse πk(X) ≃ 0 mod C para k < n e nesse 
aso o homomor�smode Hurewi
z

πn(X)
h
−→ Hn(X)é um isomor�smo mod C.Proof. Suponhamos primeiro que πk(X) ∈ C para todo o k < n e 
onsideremos atorre de Postnikov de X: ...

��
X //

''OOOOOOOOOOOO

��3
33

33
33

33
33

33
33

33
33

33
33

33
3 Xn

��
Xn−1

��...
��

X2 = K(π2(X); 2).Como X → Xn−1 é uma n-equivalên
ia, para ver que
Hk(X; Z) ∈ C para k < nbasta-nos ver que Hi(Xn−1; Z) ∈ C. As �bras de homotopia das apli
ações Xm →

Xm−1 são K(πm(X),m). Uma vez que C é uma 
lasse a
í
li
a, pelo Corolário 6.45
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H∗(K(πm(X),m)) ∈ C para todo o m < n. Sendo X2 = K(π2(X), 2), apli
açõesrepetidas do Lema 6.43 mostram que H∗(Xn−1; Z) ∈ C.Resta-nos ver que o homomor�smo de Hurewi
z(21) h : πn(X)→ Hn(X)é um isomor�smo mod C. Sendo X → Xn uma (n+1)-equivalên
ia e o homomor-�smo de Hurewi
z natural podemos substituir X por Xn em (21). Consideremos asu
essão espe
tral da �bração

K(πn(X), n)→ Xn → Xn−1.Sendo C uma 
lasse de Serre multipli
ativa, temos
Ep,q2 ∈ C para p > 0e portanto
Ep,qr ∈ C para p > 0.por outro lado Er0,n é um quo
iente de E2

0,n ≃ Hn(K(πn(X), n); Z) = πn(X) porsubgrupos dk(Ekk,n−k+1) ∈ C e portanto a apli
ação quo
iente
Hn(K(πn(X), n); Z) ≃ E2

0,n → E∞
0,né um isomor�smo mod C. Como E∞

k,n−k ∈ C para k > 0 
on
lui-se que o homo-mor�smo aresta
Hn(K(πn(X), n); Z)

i∗−→ Hn(Xn; Z)é um isomor�smo mod C e portanto, a 
omutatividade do diagrama
πn(K(πn(X), n))

h

��

i∗ // πn(Xn)

h

��
Hn(K(πn(X), n); Z)

i∗ // Hn(Xn; Z)juntamente 
om o Exer
í
io 6.38 mostra que (21) é um isomor�smo mod C.Re
ipro
amente, suponhamos que Hk(X; Z) ∈ C para k < n. Temos π2(X) ≃
H2(X; Z) logo pela impli
ação re
ípro
a que a
abámos de demonstrar,

π3(X)
h
−→ H3(X; Z)é um isomor�smo mod C. Se n > 3 
on
lui-se que π3(X) ∈ C e prosseguindo destaforma 
on
luímos que πk(X) ∈ C para k < n. �Como 
orolário do Teorema 6.46 temos o seguinte resultado estrutural bási
oem teoria de homotopia, para o qual não há qualquer demonstração alternativa
onhe
ida.Corolário 6.47. Se X é um espaço simplesmente 
onexo, πk(X) são grupos �ni-tamente gerados para k ≤ n sse o mesmo su
ede 
om Hk(X; Z) para k ≤ n.Ainda mais parti
ularmente, os grupos de homotopia de um 
omplexo 
elularsimplesmente 
onexo e �nito são �nitamente gerados. Compare-se 
om o Exer
í
io6.85.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 97Exemplo 6.48. SeM(Z/p, n) designa o espaço de Moore e n ≥ 1 então o Teoremade Hurewi
z mod C garante que πk(M(Z/p, n)) é um grupo abeliano �nito detorsão p para todo o k. Por exemplo, tomando p = 2 temos
πk(Σ

n−1RP 2) = Z/2n1 ⊕ . . .Z/2nlkpara algum lk e ni's. Este exemplo ilustra também a ne
essidade da hipótese queo espaço seja simplesmente 
onexo, uma vez que π2(RP
2) ≃ π2(S

2) ≃ Z.Exer
í
io 6.49. Seja A simplesmente 
onexo, (X,A) um par 2-
onexo e X uma
lasse de Serre multipli
ativa e a
í
li
a. Mostre que πk(X,A) ≃ 0 mod C para
k < n sse Hk(X,A) ≃ 0 mod C para k < n e que nesse 
aso o homomor�smo deHurewi
z

πn(X,A)
h
−→ Hn(X,A)é um isomor�smo mod C.A su
essão espe
tral de 
ohomologia. Vamos agora ver a versão da su
essãoespe
tral de Serre para 
ohomologia. Esta versão é ainda mais útil que a versãode homologia devido à estrutura a
res
ida de um produto na su
essão espe
tral
onvergindo para o produto na 
ohomologia do espaço total (no 
aso em que a
ohomologia tem 
oe�
ientes num anel).Teorema 6.50. Seja G um grupo abeliano e F → E → B uma �bração orien-tável sobre G. Então existe uma su
essão espe
tral limitada 
om iní
io em E1 eaproximando a 
ohomologia H∗(E;G) tal que(i) dr : Ep,qr → Erp+r,q−r+1,(ii) Ep,n−p∞ ≃ F pHn(E;G)/F p+1Hn(E;G) para uma 
erta �ltração de
res
ente

0 = Fn+1Hn(E;G) ⊂ FnHn(E;G) ⊂ . . . ⊂ F 0Hn(E;G) = Hn(E;G)(iii) Ep,q2 ≃ Hp(B;Hq(F ;G)).Se além disso G = R é um anel, então(a) Existem produtos Ep,qr × Es,tr → Ep+s,q+tr tais que
dr(xy) = (drx)y + (−1)p+qxdr(y),(b) O produto em Er+1 é o produto induzido em homologia pelo produto em Er,(
) O produto ∪ em H∗(E;R) satisfaz

F pHn(E;R) ∪ F s(Hm(E;R)) ⊂ F p+sHn+m(E;R)e o produto induzido em E∞ pelos produtos em Er 
oin
ide 
om o produto in-duzido pelo produto ∪ no anel bigraduado ⊕pF pHn(E;R)/F p+1Hn(E;R) de-terminado pela �ltração,(d) Os diagramas
Ep,q2 × Es,t2

// Ep+s,q+t2

Hp(B;Hq(F ;R))×Hs(B;Ht(F ;R)) //

≃

OO

Hp+s(B;Hq+t(F ;R))

≃

OO(onde o produto da linha inferior é o produto ∪ na 
ohomologia de B seguidodo emparelhamento Hq(F ;R) ×Ht(F ;R) → Hq+t(F ;R) dado pelo produto ∪na 
ohomologia de F ) 
omuta a menos do sinal (−1)qs.
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omplexo CW. A �l-tração dos esqueletos em B induz uma �ltração Ep = p−1(Bp) em E e as in
lusões
Ep → Esão p-equivalên
ias. Esta �ltração determina uma �ltração de
res
ente

F p(C∗(E;G)) = ker(C∗(E;G)→ C∗(Ep−1;G)) ≃ C∗(E,Ep−1;G).As su
essões exa
tas 
urtas
0 −→ F pC∗ → F p−1C∗ → F p−1C∗/F pC∗ → 0determinam um par exa
to 
om

A1 = ⊕p,qA
p,q
1 = ⊕p,qH

p+q(F pC∗) = ⊕p,qH
p+q(E,Ep−1;G)

E1 = ⊕p,qE
p,q
1 = ⊕p,qH

p+q(F pC∗/F p+1C∗) = ⊕p,qH
p+q(Ep, Ep−1;G).Os homomor�smos no par exa
to são determinados pelos homomor�smos na su
essãoexa
ta do triplo

Hn(E,Ep;G)
i
−→ Hn(E,Ep−1;G)

j
−→ Hn(Ep, Ep−1;G)

k
−→ Hn+1(E,Ep;G)e portanto i, j, k têm graus (−1, 1), (0, 0), e (1, 0) respe
tivamente.A �ltração induzida em 
ohomologia é pelas imagens deAp,n−p1 = Hn(E,Ep−1;G)pelos homomor�smos de restrição. Por de�nição da su
essão espe
tral de um parexa
to temos

dr : Ep,qr −→ Ep+r,q−r+1
re uma vez que i : Ep → E é uma p-equivalên
ia, em 
ada 
oluna do diagrama (14)apenas um número �nito dos homomor�smos i não são isomor�smos. Con
lui-seque a su
essão espe
tral é limitada e que

Ep,n−p∞ ≃ F pHn(E;G)/F p+1Hn(E;G).Para identi�
ar o termo E2, sejam fα : (Dp, Sp−1)→ (Bp, Bp−1) apli
ações 
ara
-terísti
as para as 
élulas de B e (D̃p, S̃p−1) = f∗α(Ep, Ep−1). Temos uma equivalên-
ia de homotopia �brada de pares de �brações
(Dp, Sp−1)× F0 → (D̃p, S̃p−1)
obrindo 
ada fα onde F0 designa a �bra de π : E → B sobre o ponto fα(0). Porex
isão, 
on
lui-se que temos isomor�smos

Ψ: Cp(B;Hn−p(F ;G)) ≃ Hn(
∐

α

(D̃p, S̃p−1);G) −→ Hn(Ep, Ep−1;G) ≃ Ep,n−p1 .A identi�
ação do termo E2 é uma 
onsequên
ia da 
omutatividade do diagrama
Cp(B;Hn−p(F ;G))

Ψ //

δ

��

Hn(Ep, Ep − 1;G)

��
Hn(Ep;G)

δ

��
Cp+1(B;Hn−p(F ;G))

Ψ // Hn+1(Ep+1, Ep;G)
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uja demonstração é inteiramente análoga ao 
aso da homologia. Note-se que
Cp(B;Hn−p(F ;G)) ≃

∏

α

Hn−p(F ;G)onde o produto é tomado sobre todas as 
élulas de dimensão p em B. Uma vez queo fe
ho de 
ada 
élula interse
ta apenas um número �nito de 
élulas de dimensãoinferior, a apli
ação de bordo δ é determinada pela sua restrição a 
ada um dosfa
tores Hn−p(F ;G) e portanto, o argumento utilizado para a su
essão espe
tralde homologia pode apli
ar-se sem qualquer alteração.Suponhamos agora que G = R é um anel. Começamos por ver que a a�r-mação (
) é válida. F p(Hn(E;R)) é a imagem do homomor�smo de restrição
Hn(E,Ep−1;R)→ Hn(E;R). A naturalidade deste homomor�smo dá-nos a 
omu-tatividade do diagrama

Hn(E,Ep−1;R)⊗Hm(E,Es−1;R) //

×

��

Hn(E;R)⊗Hm(E;R)

×

��
Hn+m(E × E,Ep−1 × E ∪ E × Es−1;R)

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW
Hn+m(E × E;R)

∆∗

��
Hn+m(E;R)onde a 
oluna da direita é, por de�nição, o produto ∪. Con
lui-se quue

F pHn(E;R) ∪ F sHm(E;R) ⊂ F p+sHn+m(E;R).A identi�
ação do termo E2 da su
essão espe
tral no ponto (iii) do enun
iado édeterminada pelo isomor�smo Ψ que faz o seguinte diagrama 
omutar
Hom(Hp(Bp, Bp−1);H

q(F ;R))
Ψ //

ϕ

��

Ep,q1 = Hp+q(Ep, Ep−1;R)Q
φ∗
α

��∏

αH
q(F ;R)

τ // ∏
αH

p+q(Dp
α × F, S

p−1
α × F ;R)onde

ϕ(λ) = (λ(eα))α ∈
∏

Hq(F ;R)e
τ((yα)α) = ([eα]× yα)α.O produto no termo E1 é de�nido usando a su
essão espe
tral da �bração
F × F → E × E → B ×Bjuntamente 
om naturalidade. De fa
to vamos de�nir um produto

Ep,q1 (E;R)⊗ Es,t1 (E;R)→ Ep+s,q+t1 (E × E;R)e o produto no termo E1 é obtido deste 
ompondo 
om a apli
ação de su
essõesespe
trais determinada pela apli
ação diagonal ∆ : B → B ×B. Como
(E × E)p = ∪i+j=pEi × Ej ,por ex
isão, o termo E1 da su
essão espe
tral para E × E → B ×B é(22) Ep,q1 =Hp+q((E×E)p,(E×E)p−1;R)≃⊕i+j=pH

p+q(Ei×Ej ,Ei×Ej−1∪Ei−1×Ej ;R).
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omposição
Hm(Ep, Ep−1;R)⊗Hn(Es, Es−1;R)

× // Hm+n(Ep × Es, Ep × Es−1 ∪ Ep−1 × Es;R)

��
Hm+n((E × E)p+s, (E × E)p+s−1;R)onde a seta da direita é a in
lusão de um somando na de
omposição (22).A a�rmação que d1 é uma derivação é equivalente à 
omutatividade do diagrama(toda a 
ohomologia tem 
oe�
ientes R)

Hm(Ep,Ep−1)×H
n(Es,Es−1)

δ×1+(−1)m1×δ
//

×

��

Hm+1(Ep+1,Ep)×H
n(Es,Es−1)⊕H

m(Ep,Ep−1)×H
n+1(Es+1,Es)

��

Hm+n(Ep×Es,Ep×Es−1∪Ep−1×Es) //______

��

Hm+n+1(Ep+1×Es,Ep×Es∪Ep+1×Es−1)⊕

Hm+n+1(Ep×Es+1,Ep−1×Es+1,Ep−1×Es+1)

��
Hm+n((E×E)p+s,(E×E)p+s−1)

δ // Hm+n+1((E×E)p+s+1,(E×E)p+s)onde a seta a tra
ejado indi
a que no somando Hm+n(Ep×Es, Ep×Es−1∪Ep−1×
Es), o operador δ se fa
toriza pela in
lusão dos dois somandos de Hm+n+1((E ×
E)p+s+1, (E × E)p+s) indi
ados.A 
omutatividade deste diagrama é uma 
onsequên
ia do fa
to que, para 
adeias
elulares λ, µ, temos

δ(λ× µ) = δ(λ)× µ+ (−1)|λ|λ× δ(µ)o que por sua vez é uma 
onsequên
ia da fórmula geométri
a para o produto 
ruzde dois geradores do 
omplexo 
elular
∂(epα × e

s
β) = ∂(epα)× esβ + (−1)pepα × ∂(esβ).Assim, o diferen
ial d1 é uma derivação e portanto o produto a
ima determina umproduto no termo E2 da su
essão espe
tral. Uma vez que os diferen
iais na su
essãoespe
tral são todos dados, ao nível dos representantes, pelo operador de 
obordo δ,e a fórmula que de�ne uma derivação é válida ao nível dos representantes e portantoem qualquer situação que faça sentido, 
on
lui-se que �
am de�nidos indutivamenteprodutos em todos os termos da su
essão espe
tral dados pelo produto × ao níveldos repree que todos os diferen
iais são derivações. Além disso é 
laro que, notermo E∞, o produto é o produto determinado pelo produto × no anel bigraduadodeterminado pela �ltração. Veri�
ámos assim as a�rmações (a) a (
) do enun
iado.Para veri�
ar a a�rmação (
), sejam x ∈ Ep,q2 , y ∈ Es,t2 e

λ ∈ Hom(Hp(Bp, Bp−1);H
q(F ;R)), µ ∈ Hom(Hs(Bs, Bs−1);H

t(F ;R))
o
i
los tais que Ψ(λ) = x e Ψ(µ) = y. Pretendemos 
omparar Ψ(λ) × Ψ(µ) 
om
Ψ(λ × µ) em Ep+s,q+t1 (E × E), e para tal basta 
omparar a sua imagem pelasapli
ações φ∗α,β para 
ada para de 
élulas epα e eqβ de B (uma vez que as apli
ações
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φ∗ preservam o produto × por naturalidade).

φ∗α,βΨ(λ× µ) = [eα,β ]× (λ× µ)(epα × e
s
β)

= [eα]× [eβ ]× λ(epα)× µ(esβ)

= (−1)qs[eα]× λ(epα)× [eβ ]× µ(esβ)

= (−1)qsφ∗αΨ(λ)× φ∗βΨ(µ)donde
Ψ(λ× µ) = (−1)qsΨ(λ)×Ψ(µ).Como o produto em E1 induz o produto em E2 isto 
on
lui a demonstração. �Nota 6.51. Uma su
essão espe
tral em que os diferen
iais dr têm grau (r, 1 − r)
hama-se uma su
essão espe
tral de 
ohomologia.Nota 6.52. Note-se que, pela anti
omutatividade do produto × em 
ohomologia,em todos os termos da su
essão espe
tral temos a fórmula

xy = (−1)|x||y|yxonde |x| designa a dimensão geométri
a da 
lasse x. Assim, se x ∈ Erp,q, temos
|x| = p+ q. Em parti
ular, se |x| é ímpar, x2 é uma 
lasse de torsão-2, e o produtoé 
omutativo para 
lasses de dimensão par.Para |x| par, a regra de Leibniz para o produto dá azo à fórmula

dr(x
n) = nxn−1dr(x)para todo o n ≥ 2, enquanto que para n ímpar, temos

dr(x
2) = dr(x)x− xdr(x) = dr(x)x− dr(x)x = 0.Exemplo 6.53. Cál
ulo do anel H∗(ΩSn; Z) Consideremos a �bração dos 
am-inhos

ΩSn → ∗ → Sn.Tal 
omo no Exemplo 6.23 vemos que, enquanto grupo abeliano graduado,
Hk(ΩSn; Z) ≃

{

Z se k|(n− 1),

0 
aso 
ontrário.Seja x um gerador de Hn(Sn) ≃ Z e y um gerador de Hn−1(ΩSn; Z) ≃ Z (de formaque dn(y) = x). Note-se que, pela identi�
ação do produto no termo E2 da su
essãoespe
tral, o produto xy em E2 é o gerador de En,n−1
2 ≃ Z. Temos a 
onsiderar dois
asos:

n ímpar: Então |y| é par e portanto dn(yk) = kyk−1x. Uma vez que dn é umisomor�smo, 
on
luímos que denotando por yk um gerador de Hk(n−1)(ΩSn; Z),temos indutivamente
yk = (k!)yk.Isto determina 
ompletamente a estrutura de produto em H∗(ΩSn; Z): Trata-se daálgebra 
omutativa graduada gerada por elementos yk de grau k(n− 1) sujeitos àsrelações

ykyl =

(
k + l

k

)

yk+l.



102 GUSTAVO GRANJAA uma tal álgebra 
hama-se uma álgebra de potên
ias divididas num gerador enota-se Γ(y). Temos portanto
H∗(ΩSn; Z) = Γ(y) 
om |y| = n− 1.

n par: Neste 
aso |y| é ímpar, e pela 
omutatividade graduada do produto, y2 éuma 
lasse de torsão 2. Uma vez que H∗(ΩSn; Z) não tem torsão, 
on
lui-se que
y2 = 0. Seja z um gerador de H2(n−1)(ΩSn; Z). Então temos

dnz = xye portanto, uma vez que |z| é par,
dn(zy) = xy2 + zx = zxdonde se 
on
lui que zy é o gerador em dimensão 3(n−1). Mais geralmente temos,

dn(z
k) = kzk−1xy

dn(yz
k) = xzk − ydn(z

k) = xzk − 0 = xzkdonde 
on
luímos que z gera uma álgebra de poderes divididos, e a 
ohomologia
H∗(ΩSn; Z) = Λ(y)⊗ Γ(z) 
om |y| = n− 1, |z| = 2n− 2é o produto tensorial de uma álgebra exterior gerada por y e uma álgebra de poderesdivididos gerada por z.A �gura seguinte sumariza a informação en
ontrada a
ima.

n ímpar n par

6

-

6

-

q

p

q

p
Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Q
Q

Q
Q

Qs

Q
Q

Q
Q

Qs

Q
Q

Q
Q

Qs

Q
Q

Q
Q

Qs

dn

dn

dn

dn

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Q
Q

Q
Q

Qs

Q
Q

Q
Q

Qs

Q
Q

Q
Q

Qs

Q
Q

Q
Q

Qs

dn

dn

dn

dn

0

n− 1

2(n− 1)

3(n− 1)

4(n− 1)

1

y

x

y2

2

xy

y3

3!

xy
2

2

y4

4!

xy
3

3!

xy
4

4!

1

y

x

z

xy

yz

xz

z2

2

xyz

x z
2

2

Nota 6.54. Há análogos óbvios das Proposições 6.26 e 6.30 para 
ohomologia.Assim temos homomor�smos de aresta
Hn(E;G)

i∗

99
// // E0,n

∞
� � // Hn(F ;G)
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Hn(B;G)

p∗
99

// // En,0∞
// // Hn(E;G).E de�nindo a transgressão em 
ohomologia pela 
omposição

Hn(F ;G)
δ
−→ Hn+1(E,F ;G)

p∗

←− Hn+1(B, ∗;G)
φ
−→ Hn+1(B;G)obtendo assim

τ : δ−1(im p∗)→ φ(Hn+1(B, ∗;G)/(ker p∗))temos que os diferen
iais mais 
ompridos
dn+1 : E0,n

n+1 → En+1,0
n+1se identi�
am 
om τ .Há também análogos das su
essões exa
tas de Gysin, Wang e Serre para 
oho-mologia. As demonstrações são idênti
as e �
am 
omo exer
í
io.Álgebras de Hopf. O 
on
eito de Álgebra de Hopf tem origem no estudo porHopf da homologia dos grupos de Lie e desempenha 
orrentemente um papel muitoimportante em várias áreas da Matemáti
a. Com o pretexto de 
al
ular a estruturade anel na homologia do espaço de laços numa esfera de dimensão ímpar vamosagora fazer uma digressão pelos aspe
tos bási
os da teoria de álgebras de Hopf emTopologia Algébri
a. Uma referên
ia para esta se
ção é o artigo [MM℄ ou [Ha, 3.C℄.Seja k um anel 
omutativo. Um módulo graduado M sobre k é uma 
ole
ção de

k-módulos {Mn}n≥0. Es
revemos a ∈ M se a ∈ Mk para algum k e nesse 
aso, ograu de a é |a| = k. De�ne-se o produto tensorial de dois módulos graduados Me N por
(M ⊗N)n = ⊕i+j=nMi ⊗k Nj .Este produto tensorial é asso
iativo a menos de isomor�smo natural da maneiraóbvia. O elemento neutro para o produto tensorial é o módulo graduado que 
onsisteno módulo k em grau 0 e no módulo 0 nos graus restantes. Este módulo graduadoé ainda denotado por k.De�ne-se um isomor�smo natural

M ×N
T
−→ N ×Mestabele
endo que nos elementos inde
omponíveis

T (a⊗ b) = (−1)|a||b|b⊗ a.Uma álgebra graduada sobre k 
onsiste num módulo graduado A juntamente
om uma unidade
η : k −→ Ae uma multipli
ação

µ : A⊗A→ Atais que o seguinte diagrama 
omuta
k ⊗A

η⊗1 //

c
$$J

JJJJJJJJJ A⊗A

µ

��

A
1⊗ηoo

c
||xx

xx
xx

xx
x

A(c denota o isomor�smo 
anóni
o).



104 GUSTAVO GRANJAUma álgebra (A, η, µ) diz-se asso
iativa se
µ ◦ (µ⊗ id) = µ ◦ (id⊗µ) : A⊗A⊗A −→ Ae diz-se 
omutativa se o seguinte diagrama 
omuta

A⊗A
T //

µ
""F

FF
FF

FF
FF

A⊗A

µ
||xx

xx
xx

xx
x

AExemplo 6.55. O módulo graduado k 
on
entrado em dimensão 0, é uma álgebra
omutativa e asso
iativa 
om a multipli
ação e unidade dados pelos homomor�smos
anóni
os.Exemplo 6.56. A álgebra graduada 
omutativa e asso
iativa livre num 
onjuntode geradores de grau par {x1, . . . , xn} é a álgebra polinomial k[x1, . . . , xn] 
om agraduação óbvia.Se 2 é invertível em k, a álgebra livre num 
onjunto de geradores de grau ímparé a álgebra exterior Λk(x1, . . . , xk).Exemplo 6.57. Se (X,m) é um H-espaço (ver De�nição 4.22) então o produto ×em homologia permite de�nir em H∗(X) uma multipli
ação µ
H∗(X; k)⊗H∗(X; k)

×
−→ H∗(X ×X; k)

m∗−→ H∗(X; k)
om unidade
k ≃ H∗(∗; k)

η
−→ H∗(X; k)determinada pela in
lusão ∗ →֒ X da unidade para a multipli
ação m. Chama-sea esta álgebra, a álgebra de Pontryagin do H-espaço X.Deve ser 
laro que se a multipli
ação m é asso
iativa a menos de homotopia, aálgebra (H∗(X), µ, η) é asso
iativa.A 
omutatividade do produto × em homologia impli
a que a apli
ação

t : X ×X −→ X ×Xde�nida por
t(x, y) = (y, x)satisfaz

t∗(a× b) = (−1)|a||b|b× apara a, b ∈ H∗(X; k) logo se m é 
omutativa a menos de homotopia o mesmoa
onte
e 
om a álgebra de Pontryagin de X.Por exemplo S1, S3 e S7 são H-espaços e as álgebras de Pontryagin são as ál-gebras exteriores num gerador de dimensão 1, 3 e 7 respe
tivamente (não há outraes
olha possível para o produto). Estas álgebras são 
omutativas e asso
iativas(apesar de apenas o produto de S1 ser simultaneamente 
omutativo e asso
iativo amenos de homotopia).De�ne-se um mor�smo f : A → B entre álgebras da forma óbvia. É 
laro quese X e Y são H-espaços e f : X → Y é uma apli
ação multipli
ativa a menos dehomotopia, então
f∗ : H∗(X; k) −→ H∗(Y ; k)é um mor�smo de álgebras.A álgebra k é 
laramente o obje
to ini
ial na 
ategoria das álgebras graduadas.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 105De�nição 6.58. Uma álgebra (A,µ, η) diz-se aumentada se existe um mor�smode álgebras
ǫ : A→ ktal que ǫ ◦ µ = idk.Deve ser 
laro que todos os exemplos dis
utidos até ao momento são álgebrasque disp�em de uma aumentação natural. Por exemplo, se X é um H-espaço, aapli
ação X → ∗ induz a aumentação em homologia.De�nição 6.59. Se (A,µA, ǫA) e (B,µB , ǫB) são álgebras graduadas, de�nimos oseu produto tensorial (A⊗B,µA⊗B , ǫA⊗B) pelas fórmulas

A⊗B
ǫA⊗ǫB−→ k ⊗ k ≃ ke

(A⊗B)⊗ (A⊗B)
id⊗T⊗id
−→ A⊗A⊗B ⊗B

µA⊗µB
−→ A⊗BÉ fá
il veri�
ar que se A e B são 
omutativas (respe
tivamente asso
iativas) omesmo su
ede 
om A⊗B, e que o produto tensorial é o 
oproduto na 
ategoria dasálgebras graduadas. Note-se ainda que o produto tensorial de álgebras aumentadasé naturalmente uma álgebra aumentada.Dualmente temos a noção de 
oálgebra graduada sobre k. Trata-se de um módulo

A juntamente 
om uma 
omultipli
ação
A

∆
−→ A⊗Ae uma 
ounidade
A

ǫ
−→ ktais que os seguintes diagramas 
omutam

A
∆ //

c
""F

FF
FF

FF
FF

A⊗A

ǫ⊗id

��

A⊗A

id×ǫ

��

A
∆oo

c
||xx

xx
xx

xx
x

A AExemplo 6.60. O módulo graduado k tem uma estrutura natural de 
oálgebra,sendo a 
omultipli
ação e a 
ounidade os isomor�smos 
anóni
os.A noção de mor�smo entre 
oálgebras tem a de�nição evidente: um mor�smo
f : A→ B de módulos graduados diz-se um mor�smo de 
oálgebras se os seguintesdiagramas 
omutam

A
f //

ǫA
��>

>>
>>

>>
B

ǫB
����

��
��

��
A

∆A

��

f // B

∆B

��
k A⊗A

f⊗f // B ⊗BA 
oálgebra k é 
laramente o obje
to �nal na 
ategoria das 
oálgebras.De�nição 6.61. Uma 
oálgebra graduada (A,∆, ǫ) diz-se aumentada se existe ummor�smo de 
oálgebras η : k → A0 tal que ǫ ◦ η = idk.



106 GUSTAVO GRANJASe A é uma 
oálgebra aumentada, temos uma 
isão natural
A0 = k ⊕A′

0e então, designando por 1 a unidade de k temos(23) ∆(a) = a⊗ 1 +
∑

i

ai ⊗ a
′
i + 1⊗ a ∈ A⊗Apara alguns elementos ai, a′i ∈ A que, em 
aso de terem grau 0, estão em A′

0.De�nição 6.62. Seja (A,∆, ǫ, η) uma 
oálgebra aumentada. Um elemento a ∈ Adiz-se primitivo se
∆(a) = a⊗ 1 + 1⊗ a.Uma 
oalgebra diz-se 
oasso
iativa se

(∆⊗ id) ◦∆ = (id⊗∆) ◦∆e 
o
omutativa se o diagrama
A

∆

""F
FF

FF
FF

FF

∆||xx
xx

xx
xx

x

A⊗A
T // A⊗A
omuta. Note-se a expressão que a 
o
omutatividade de uma 
omultipli
ação temna fórmula (23): se o termo ai ⊗ a′i o
orre na expansão de ∆(a), o mesmo su
ede
om a′i ⊗ ai.De�ne-se o produto tensorial (A⊗B,∆A⊗B , ǫA⊗B) de duas 
oálgebras (A,∆A, ǫA)e (B,∆B , ǫB) da maneira evidente (dual da De�nição 6.59). O produto tensorialde 
oálgebras aumentadas dispõe de uma aumentação natural.Exemplo 6.63. Seja X um espaço. Se a apli
ação de

H∗(X; k)⊗H∗(X; k)
×
−→ H∗(X×; k)é um isomor�smo (por exemplo, se H∗(X; k) é um módulo livre, ou se k é um
orpo), então a homologia H∗(X; k) é uma 
oálgebra 
oasso
iativa e 
o
omutativaaumentada. A 
omultipli
ação é determinada pela 
omposta

H∗(X; k)
∆∗−→ H∗(X ×X; k)

×−1

−→ H∗(X ×X; k)onde
∆ : X −→ X ×Xdenota a in
lusão da diagonal. A 
ounidade é a apli
ação induzida em homologiapela apli
ação 
onstante

X −→ ∗e a aumentação pela in
lusão do ponto de base de X (que é a identidade para amultipli
ação em X). A 
o
omutatividade e 
oasso
iatividade de ∆∗ seguem imedi-atamente das propriedades análogas de ∆ e do produto × em homologia (exer
í
io).Por exemplo se X = Sn e x denota um gerador, a estrutura de 
o-algebra em
H∗(S

n) é determinada pela equação
∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ xo que se pode ver ou dire
tamente ou notando que não há outra es
olha possívelpara a diagonal de x uma vez que não há 
lasses de homologia 
om dimensão entre

0 e n. O gerador x é portanto um elemento primitivo.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 107É 
laro da naturalidade da apli
ação diagonal e do produto × em homologia quequalquer apli
ação f : X → Y entre espaços de tipo �nito e 
om homologia 
om
oe�
ientes em k livre, induz um mor�smo
f∗ : H∗(X; k)→ H∗(Y ; k)de 
oálgebras aumentadas.De�nição 6.64. O dual de um k-módulo graduado M é o módulo M∗ de�nido por
(M∗)k = Homk(M ; k).Um mor�smo de módulos induz uma apli
ação f∗ : N∗ →M∗ por pré-
omposição.Note-se que se Mk é �nitamente gerado para todo o k (diz-se que M é de tipo�nito) e além disso os módulos Mk são livres, então há um isomor�smo natural

(M∗)∗ = M.Outra propriedade importante de veri�
ação imediata, é a seguinte. Se M,N sãomódulos graduados livres de tipo �nito, há um isomor�smo natural
(M ⊗N)∗ = M∗ ⊗N∗.Estas observações têm 
omo 
onsequên
ia imediata o seguinte resultado.Proposição 6.65. Se (A,µ, η) é uma álgebra graduada de tipo �nito e os módu-los Ak são livres, (A∗, µ∗, η∗) é uma 
oalgebra graduada. Se A é asso
iativa (re-spe
tivamente 
omutativa, aumentada) então A∗ é 
oasso
iativa (respe
tivamente
o
omutativa, aumentada). Dualmente, se (A,∆, ǫ) é uma 
oálgebra graduada detipo �nito e os módulos Ak são livres, então (A∗,∆∗, ǫ∗) é uma algebra graduada.Se A é 
oasso
iativa (respe
tivamente 
o
omutativa, aumentada) A∗ é asso
iativa(respe
tivamente 
omutativa, aumentada).Notemos que se H∗(X; k) é livre e �nitamente gerado, então

H∗(X; k) = Hom(H∗(X; k); k)e a 
oálgebra de homologia asso
iada a X não é mais do que o dual da álgebrade 
ohomologia de X (e vi
e-versa). Se X é um H-espaço e os módulos H∗(X; k)são livres e �nitamente gerados, a proposição anterior garante que a álgebra de
ohomologia de X é naturalmente uma 
oálgebra 
om 
oproduto dual ao produtona álgebra de Pontryagin de X (ver Exemplo 6.57).É a intera
ção destas duas estruturas de multipli
ação e 
omultipli
ação na(
o)homologia de um H-espaço que imp�e 
ondições extremamente restritivas naestrutura da homologia e 
ohomologia de um H-espaço fa
ilitando extremamenteo seu 
ál
ulo. Esta intera
ção é abstraída na seguinte de�nição.De�nição 6.66. Uma álgebra de Hopf graduada40 
onsiste num módulo graduado
A 
om uma estrutura (A,µ, η) de álgebra e uma estrutura (A,∆, ǫ) de 
oálgebra taisque

A
∆
−→ A⊗A e A⊗A

µ
−→ Asão mor�smos de álgebras e 
oálgebras respe
tivamente41, ǫ aumenta o produto µ e

η aumenta o 
oproduto ∆.40A nossa terminologia não está de a
ordo 
om a usual. Aquilo a que 
hamamos uma álgebrade Hopf 
hama-se normalmente uma quasi-álgebra de Hopf ou uma biálgebra. Para que se 
hame a
A uma álgebra de Hopf exige-se normalmente asso
iatividade da multipli
ação e 
omultipli
ação.41Para as estruturas de álgebra e 
oálgebra no produto tensorial A ⊗ A de�nidos a
ima.



108 GUSTAVO GRANJANote-se que a 
ondição sobre η e ǫ na de�nição anterior pode ser formuladadizendo que η é um mor�smo de 
oálgebras e ǫ um mor�smo de álgebras.Os adje
tivos, (
o)asso
iativo e (
o)
omutativo apli
am-se da forma óbvia a umaálgebra de Hopf, e é 
laro que se A é uma quasi-álgebra de Hopf de tipo �nito 
omos módulos Ak livres, então A∗ tem uma estrutura natural de álgebra de Hopf, aque se 
hama a álgebra de Hopf dual de A.Exer
í
io 6.67. (a) Mostre que se X é um H-espaço 
om H∗(X; k) de tipo �nitoe livre, então H∗(X; k) é uma álgebra de Hopf 
o
omutativa e 
oasso
iativae H∗(X; k) é uma álgebra de Hopf 
omutativa e asso
iativa. Observe que
H∗(X; k) e H∗(X; k) são álgebras duais.(b) Determine a 
omultipli
ação em H∗(ΩSn; Z) para n ímpar.(
) Mostre que se n é ímpar, a álgebra de Pontryagin H∗(ΩS

n; Z) é uma álgebrapolinomial num gerador de dimensão n− 1.Nota 6.68. O resultado do exer
í
io anterior é ainda válido para n par. Maisgeralmente, se H∗(X; k) é livre, a álgebra de Pontryagin H∗(ΩΣX; k) é isomorfa áálgebra tensorial gerada por H∗(X; k) (in
luído em H∗(ΩΣX; k) pela suspensão emhomologia). Ver por exemplo [Wh2, Theorem VII.1.18℄. Este resultado é a imagemalgébri
a de um resultado geométri
o: há uma equivalên
ia de homotopia naturalentre o monóide topológi
o livre gerado por X, JX e o espaço de laços ΩΣX (ver[Ha, 4.J℄).Exer
í
io 6.69. Para n ímpar, determine a estrutura de álgebra de Hopf em
H∗(ΩSn; Fp) para todo o p primo.Finalmente ilustramos uma apli
ação topológi
a importante deste formalismoalgébri
o. Uma álgebra (ou 
o-álgebra) aumentada A diz-se 
onexa se a aumentação
ǫ (respe
tivamente η) é um isomor�smo entre A0 e k.Teorema 6.70 (Leray [MM, Theorem 7.5℄). Se A é uma álgebra de Hopf 
onexa
omutativa sobre um 
orpo de 
ara
terísti
a 0, A é uma álgebra 
omutativa livre(isto é um produto tensorial de álgebras polinomiais em geradores de dimensão pare de álgebras exteriores em geradores de dimensão ímpar).Corolário 6.71. Se X é um H-espaço de dimensão �nita (por exemplo um grupode Lie), H∗(X; Q) é uma álgebra exterior num 
onjunto de geradores de dimensãoímpar.Proof. Pelo Teorema de Leray H∗(X; Q) é uma álgebra livre e se X tem dimensão�nita, não pode haver geradores de dimensão par. �Outra 
onsequên
ia do Teorema de Leray é que se G é um H-espaço 
om ho-mologia �nitamente gerada, π2(G) ⊗ Q = 0 (
onsidere o revestimento universal),um resultado de Hopf. Na realidade uma análise mais �na da estrutura algébri
ada homologia 
om 
oe�
ientes Fp permite mostrar que π2(G) ≃ 0 para qualquer
H-espaço �nito (ver [Br℄) e ainda que qualquer H-espaço �nito é um espaço dedualidade de Poin
aré, isto é, a sua homologia e 
ohomologia satisfazem dualidadede Poin
aré. Isto sugere a questão se um H-espaço �nito tem ne
essariamente otipo de homotopia de uma variedade. Esta questão está ainda em aberto, mas foidemonstrado muito re
entemente (ver [BKN℄) que se assumirmos que o espaço emquestão tem o tipo de homotopia de um espaço de laços, então G tem de fa
to otipo de homotopia de uma variedade paralelizável.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 109Grupos de homotopia de esferas. Vamos agora usar a su
essão espe
tral deSerre para obter informação sobre grupos de homomotopia de esferas. O métodoutilizado, 
hama-se o método de aniquilação de grupos de homotopia e foi inventadopor Serre que o usou para fazer os 
ál
ulos seguintes em [Se2℄.Proposição 6.72. Módulo torsão tem-se
H∗(K(Z, n); Z) =

{

Λ(x) se n é ímpar,
Z[x] se n é par.Proof. O resultado é válido para n = 1 e n = 2 uma vez que K(Z, 1) = S1 e

K(Z, 2) = CP∞ (sem ser ne
essário a quali�
ação de módulo torsão).Pelo Teorema de Hurewi
z mod F e o Teorema dos Coe�
ientes Universais sabe-mos que os grupos de 
ohomologia de K(Z, n) são �nitamente gerados, logo oresultado do enun
iado é equivalente à a�rmação
H∗(K(Z, n); Q) =

{

ΛQ(x) se n é ímpar,
Q[x] se n é par.Suponhamos que o resultado é válido para K(Z, k) 
om k < n e suponhamosprimeiro que n é par. A �bração dos 
aminhos sobre K(Z, n)

K(Z, n− 1)→ ∗ → K(Z, n)é orientável uma vez que a base é simplesmente 
onexa. A su
essão espe
tral 
om
oe�
ientes em Q tem o seguinte aspe
to.
6

-

q

p
Q

QxQ
Q

Q
Q

Qs

dn

Qy

QxyQ
Q

Q
Q

Qs

dn

Qy2

Qxy2

0

n− 1

nDe fa
to dn é o úni
o diferen
ial que pode ser não nulo, e uma vez que o espaçodos 
aminhos é 
ontrá
til, temos ne
essariamente para r ≥ n+ 1,
Ep,qr = 0 se p > 0 ou q > 0,ou seja dn : Ek,n−1

n → Ek+n,0n é ne
essariamente um isomor�smo.Sendo x um gerador deHn−1(K(Z, n−1); Q) = Q) e y um gerador deHn(K(Z, n); Q),pela identi�
ação do produto no termo E2 da su
essão espe
tral temos que xy éum gerador de En,n−1
2 . Como dn é uma derivação,

dn(xy) = y2.Daqui se 
on
lui que 0 6= y2 e que y2 é um gerador deH2n(K(Z, n); Q). Prosseguindodesta forma vemos que
H∗(K(Z, n); Q) = Q[y]o que 
on
lui a demonstração no 
aso em que n é par.O 
aso em que n é ímpar é muito semelhante e �
a 
omo exer
í
io. �



110 GUSTAVO GRANJAUma 
onsequên
ia imediata do Teorema anterior é que os grupos de homotopiade esferas são muito simples se estivermos apenas interessados nas 
omponenteslivres de torsão.Teorema 6.73. Módulo torsão, temos
πk(S

n) =

{

Z se k = n ou k = 2n− 1 e n é par,
0 
aso 
ontrário.Proof. Mais uma vez, pelo Teorema de Hurewi
z módulo a 
lasse dos grupos abelianos�nitos, basta-nos ver que

πk(S
n)⊗Q =

{

Q se k = n ou k = 2n− 1 e n é par,
0 
aso 
ontrário.Claramente podemos assumir que n > 1. No 
aso em que n é ímpar, 
onsideremosa apli
ação(24) Sn → K(Z, n)que determina um gerador de πn(K(Z, n)) = Z. Podemos assumir que se tratade uma in
lusão. Pela Proposição 6.72, H∗(K(Z, n), Sn; Q) = 0 para todo o n.Con
lui-se que Hk(K(Z, n), Sn) é um grupo abeliano �nito. Mas então do Teo-rema de Hurewi
z relativo módulo a 
lasse dos grupos abelianos �nitos (Exer
í
io6.49 obtemos que πk(K(Z, n), Sn) = 0 mod Tf , ou seja a apli
ação (24) induz umisomor�smo em πk mod Tf . Isto 
on
lui a demonstração no 
aso em que n é ímpar.Suponhamos agora que n é par. Consideremos a su
essão espe
tral de 
ohomolo-gia 
om 
oe�
ientes ra
ionais da �bração(25) F → Sn

p
−→ K(Z, n)onde es
revemos F para a �bra de homotopia de um gerador de πn(K(Z, n)) = Z.

6

-

q

pQ

QxZ
Z

Z
Z

Z
Z

Z~

d2n

Qy

QxyZ
Z

Z
Z

Z
Z

Z~

d2n

Qy2

Qxy2

Qy3

Qxy3

0

2n− 1

nSeja y um gerador de H∗(K(Z, n); Q) = Q[y]. Como
p∗ : Hn(K(Z, n); Q)→ Hn(Sn; Q)é um isomor�smo, a 
lasse y sobrevive até ao termo E∞. Como a 
ohomologia de Snestá 
on
entrada em dimensão n, mais nenhuma 
lasse pode sobreviver. Con
lui-seque
Hk(F ; Q) = 0 para k < 2n− 1e que

d2n : H2n−1(F ; Q)→ H2n(K(Z, n); Q)



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 111é um isomor�smo. Seja x um gerador de H2n−1(F ; Q). No termo E2 os produtos
xyk são não nulos para todo o k uma vez que (repare-se que nenhum diferen
ial dk
om k < 2n pode atingir algum yk)

d2n(xy
k) = yk+1 6= 0.Na realidade a fórmula anterior mostra que os produtos xyk sobrevivem até aotermo E2n e morrem no termo seguinte.Finalmente, não podem existir 
lasses em Hk(F ; Q) para k > 2n − 1: Uma vezque as 
lasses xyk e yk+1 se aniquilam mutuamente de a
ordo 
om o padrão da�gura a
ima no termo E2n, não haveria nenhuma 
lasse 
om a qual a primeira
lasse não nula em Hk(F ; Q) se pudesse aniquilar.Vemos assim que

Hk(F ; Q) =

{

Q se k = 2n− 1 ou 0,

0 
aso 
ontrário,o mesmo sendo portanto verdade para H∗(F ; Q). Pelo Teorema de Hurewi
z
mod T existe uma apli
ação

S2n−1 → Fque induz um isomor�smo em H2n−1(−; Q) e portanto em H∗(S
2n−1; Q). Nova-mente pelo Teorema de Hurewi
z mod T e pelo 
aso n ímpar que a
abámos deprovar, 
on
lui-se que, módulo torsão,

πk(F ) =

{

Z se k = 2n− 1

0 
aso 
ontrário.Pela su
essão exa
ta longa de homotopia de (25) 
on
lui-se que
πk(S

n) ∼= mod T

{

Z se k = n, 2n− 1

0 
aso 
ontrárioo que 
on
lui a demonstração. �Notemos a seguinte 
onsequên
ia imediata do resultado anterior.Corolário 6.74. πsk(S0) é �nito para k > 0.Nota 6.75. Outra maneira de enun
iar o resultado anterior é dizer que
πsk(S

0)⊗Q =

{

Q se k = 0,

0 
aso 
ontrário.ou, seja que a ra
ionalização do homomor�smo de Hurewi
z estável
πsk(S

0)⊗Q −→ Hk(S
0; Q)é um isomor�smo. O Exer
í
io 5.75 mostra então que a teoria de homologia deter-minada por

X 7→ πsk(X)⊗Q
oin
ide 
om a homologia ra
ional Hk(X; Q).



112 GUSTAVO GRANJASeja f : S2n−1 → Sn uma apli
ação 
ontínua e X = Cf a 
o�bra de homotopiade f . A su
essão de Mayer-Vietoris asso
iada à su
essão de 
o�bração
S2n−1 f

−→ Sn
i
−→ X

j
−→ S2nmostra que

Hk(X) =

{

Z se k = 0, n, 2n

0 
aso 
ontrário.De�nição 6.76. Designando por [ιk] o gerador de Hk(Sk; Z), seja x ∈ Hn(X; Z)(a úni
a 
lasse) tal que i∗(x) = [ιn] e y = j∗([ι2n]). De�ne-se o invariante de Hopf
H(f) ∈ Z de [f ] ∈ π2n−1S

n pela equação(26) x2 = H([f ])y.Exemplo 6.77. Sejam η : S3 → S2, ν : S7 → S4 e σ : S15→ S8 as apli
ações deHopf. As 
o�bras de homotopia destas apli
ações são respe
tivamente42 os planosproje
tivos 
omplexo CP 2, quaternióni
o HP 2 e o
tonióni
o OP 2.Uma vez que43
H∗(KP 2; Z) = Z[x]/x3
om |x| = 2, 4 ou 8 respe
tivamente para K = C,H ou O 
on
lui-se que

H(η) = H(ν) = H(σ) = 1.De�nição 6.78. Para 
ada n,m ≥ 1, seja fn,m : Sn+m−1 → Sn×Sm a apli
ação de
olagem da 
élula de dimensão n+m na de
omposição 
elular standard de Sn×Sm.O produto de Whitehead de dois elementos [g] ∈ πn(X) e [h] ∈ πm(X) é a 
lassede homotopia da 
omposta
Sn+m−1 fn,m−→ Sn ∨ Sm

g∨h
−→ Xque se denota por [[g], [h]] ∈ πn+m−1(X).Nota 6.79. Note-se que se es
revermos i1 : Sn → Sn ∨ Sm e i2 : Sm → Sn ∨ Smpara as in
lusões 
anóni
as, a apli
ação fn,m é um representante de [i1, i2], e éesta a notação usual para fn,m que usaremos a partir de agora.Notemos a seguinte 
onsequên
ia imediata da de�nição do produto de Whiteheade da su
essão exa
ta de homotopia asso
iada a uma su
essão de 
o�bração.Proposição 6.80. Dados α ∈ πn(X) e β ∈ πm(X), temos [α, β] = 0 sse a apli
ação

Sn ∨ Sm
α∨β
−→ Xadmite uma extensão a Sn ∨ Sm.Em parti
ular, temos42Para ver isto, note-se que sendo K = C, H ou O, KP 2 é uma 
ompa
ti�
ação do plano K2 (queé à 
élula de dimensão mais elevada na de
omposição 
elular habitual de KP 2) obtida juntandoa linha KP 1 no in�nito. A apli
ação de 
olagem da 
élula é a proje
ção radial da hipersuperfí
ie

S = {v ∈ K2 : ||v|| = 1} na linha proje
tiva no in�nito que é, por de�nição, a apli
ação de Hopf.43Para K = C ou H é fá
il deduzir este fa
to da su
essão espe
tral das �brações S1 → S5 →
CP 2 e S3 → S11 → HP 2. Para K = O, no entanto, não existe uma �bração análoga! Este fa
to éequivalente à a�rmação que a multipli
ação na esfera S7 induzida pela multipli
ação nos o
toniõesnão é asso
iativa na 
ategoria de homotopia [Sta℄. A estrutura do produto em H∗(OP 2; Z) é noentanto uma 
onsequên
ia da dualidade de Poin
aré tal 
omo nos 
asos 
omplexo e quaternióni
o.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 113Corolário 6.81. Designando por ιn : Sn → Sn a apli
ação identidade, a esfera
Sn admite uma estrutura de H-espaço sse [ιn, ιn] = 0Proof. Um multipli
ação µ : Sn×Sn → Sn é, por de�nição, uma apli
ação tal que
µ|Sn∨Sn ≃ ιn ∨ ιn. �Exer
í
io 6.82. Mostre que se X é um H-espaço, então [α, β] = 0 para todo o
α ∈ πk(X) e β ∈ πm(X).Exer
í
io 6.83. Mostre as seguintes propriedades do produto de Whitehead(a) Se α ∈ π1(X) tem-se

[α, β] =

{

αβα−1β se β ∈ π1(X)

τα(β)− β 
aso 
ontrário.(b) Mostre que Σ[α, β] = 0 (re
orde o Exer
í
io 3.52).(
) O produto de Whitehead [α, β] é bilinear.Exemplo 6.84. Dado n ≥ 1, e designando por ιn : Sn → Sn a apli
ação iden-tidade, 
onsideremos o diagrama 
omutativo em que as linhas são su
essões de
o�bração
S2n−1

=

��

(i1,i2)// Sn ∨ Sn

ιn∨ιn

��

i // Sn × Sn

ψ

���
�
�

j // S2n

=

��
S2n−1

[ιn,ιn] // Sn
i // X

j // S2nSejam ek ∈ H
k(Sk; Z) geradores e x ∈ Hn(X; Z), y ∈ H2n(X; Z) tais que i∗(x) =

[en] e y = j∗(e2n). Como as apli
ações denotadas por j são isomor�smos em H2n,temos
ψ∗(y) = en × ene uma vez que as apli
ações denotadas por j são isomor�smos em Hn, a equação

(ιn ∨ ιn)
∗(en) = (en, en) ∈ H

n(Sn ∨ Sn; Z) = Hn(Sn; Z)⊕Hn(Sn; Z)permite-nos 
on
luir que
ψ∗(x) = en × 1 + 1× ene 
omo tal

ψ∗(x2) = (ιn × 1 + 1× ιn)
2 = ιn × ιn + (−1)n

2

ιn × ιn.Con
lui-se que
x2 =

{

0 se n é ímpar,
2y se n é par.e portanto

H([ιn, ιn]) =

{

0 se n é ímpar,
2 se n é par.Exer
í
io 6.85. Mostre que π2n−1(S

1∨Sn) não é �nitamente gerado mesmo 
omomódulo sobre Z[π1(S
1 ∨ Sn)].Exer
í
io 6.86. Mostre que H : π2n−1S

n → Z é um homomor�smo de grupos.



114 GUSTAVO GRANJAExer
í
io 6.87. Mostre que se M é uma variedade de dimensão 4 orientável esimplesmente 
onexa, o seu tipo de homotopia é determinado pela forma quadráti
ade�nida em H2(M ; Z) pelo produto 
up (
f. Exemplo 5.72).Um 
orolário imediato do exer
í
io anterior e do exemplo que o pre
ede é oseguinte resultado.Proposição 6.88. O produto de Whitehead [ιn, ιn] ∈ π4n−1(S
2n) tem ordem in-�nita.Sabemos do Teorema 6.73 que π4n−1(S

2n) ≃ Z módulo torsão, e é natural per-guntar se os elementos de ordem in�nita que des
revemos nos Exemplos 6.84 e 6.77são ou não divisíveis. O Exer
í
io 6.86 responde à pergunta no 
aso das apli
açõesde Hopf: 
laramente não são divisíveis e portanto geram os grupos π4n−1S
2n respe
-tivos módulo torsão44. Por outro lado, o elemento [ι2n, ι2n] gera o grupo π4n−1S

2nmódulo torsão sse não existe uma apli
ação S4n−1 → S2n 
om invariante de Hopf1. A resposta a esta questão é um famoso teorema de Adams.Teorema 6.89. (Adams [Ad℄ (1958)) Existem apli
ações α : S2n−1 → Sn 
ominvariante de Hopf 1 apenas para n = 2, 4 e 8.Nota 6.90. Não é difí
il demonstrar que as seguintes a�rmações são equivalentes
• Existe um elemento α : S2n−1 → Sn 
om invariante de Hopf 1.
• A esfera Sn−1 é um H-espaço.Claramente se Rn é uma álgebra de divisão (nao ne
essariamente asso
iativa45 )

Sn−1 é um H-espaço, logo o Teorema de Adams impli
a que Rn é uma álgebra dedivisão sse n = 1, 2, 4 ou 8. Não é 
onhe
ida qualquer demonstração não topológi
apara este teorema46. A primeira demonstração (quase simultânea 
om o Teoremade Adams a
ima) deve-se a Bott e Milnor [BoM℄ que a obtiveram a partir dosresultados de Bott sobre a topologia dos grupos ortogonais. Na realidade Bott eMilnor usaram estes resultados para demonstrar que as úni
as esferas paralelizáveissão S1, S3 e S7, e o resultado sobre álgebras de divisão é então uma 
onsequên
iauma vez que se Rn é uma álgebra de divisão então 
laramente Sn−1 é paralelizável.É possível demonstrar que se Sn é paralelizável (para qualquer estrutura diferen-
ial 
ompatível 
om a topologia), então Sn é um H-espaço, pelo que o Teorema deAdams impli
a também o resultado de Bott e Milnor.Finalmente observamos que a questão mais geral de qual o número máximo de
ampos ve
toriais ortonormais tangentes a uma esfera Sn é 
onhe
ido [Ad2℄ sendouma das mais famosas apli
ações da K-teoria enquanto teoria de 
ohomologia gen-eralizada. Se es
revermos n = (2a+1)2b e b = c+4d então o número é 2c+8d−1.Exemplo 6.91. Cohomologia de K(Z, 3) Consideremos a �bração dos 
aminhossobre K(Z, 3)
K(Z, 2)→ ∗ → K(Z, 3).44Na realidade, para n = 2, 4 e 8 vimos já há muito tempo que π4n−1S2n = Z ⊕ π4n−2S2n−1(ver Exer
í
io 4.4)45Por uma álgebra sobre R, entendemos uma multipli
ação bilinear µ : Rn × Rn → Rn 
omidentidade e ∈ Rn tal que µ|Rn×e = µ|e×Rn = idRn . Uma álgebra diz-se uma álgebra de divisãose não tem divisores de zero. Se a multipli
ação não é asso
iativa, esta propriedade é estritamentemais forte que a propriedade de todos os elementos não nulos terem um inverso multipli
ativo.46Há uma demonstração algébri
a para o resultado muito mais fra
o 
onhe
ido por Teoremade Hurwitz (1898): Se Rn é uma álgebra normada sobre R então n = 1, 2, 4 ou 8.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 115Sabemos que
H∗(K(Z, 2); Z) = Z[x]e pela Proposição 6.72 que a 
ohomologia de K(Z, 3) módulo torsão está 
on
en-trada em dimensão 3. Vamos determinar para 
ada primo p a dimensão em queapare
e a primeira 
lasse de torsão-p.A informação de que dispomos sobre a 
ohomologia da �bra e da base determinaos grupos Es,t2 para s ≤ 3. No de
orrer da su
essão espe
tral todas as 
lassesex
epto o gerador de E0,0

r terão de se 
an
elar. Para 
al
ular a torsão-p podemosusar a su
essão espe
tral 
om 
oe�
ientes em Fp que tem a vantagem de fazerdesapare
er toda a torsão 
oprima 
om p.Seja y um gerador de H3(K(Z, 3); Fp). Uma vez que |x| = 2 é par, temos(27) d3(x
k) = kxk−1yque é 0 se p|k.Note-se que d2(xy) é ne
essariamente 0. Logo a 
lasse xy sobrevive até ao termo

E3, o que permite determinar 
ompletamente a su
essão espe
tral para s + t ≤ 5.Temos ne
essariamente,
H4(K(Z, 3); Fp) = H5(K(Z, 3); Fp) = 0.enquanto que

d3(xy) = y2que é 0 se p é ímpar (e então as 
lasses x2 e xy aniquilam-se mutuamente e
H6(K(Z, 3); Fp) = 0). Se p = 2, então d3(x

2) = 0 e portanto para que a 
lasse
xy morra é ne
essário que y2 6= 0 47. Portanto para p = 2 temos H6(K(Z, 3); F2) ≃
F2y

2, e é esta a primeira 
lasse de torsão-2.Se p é ímpar as 
olunas 4,5 e 6 da su
essão espe
tral são nulas. Em parti
ularas 
lasses xky sobrevivem até ao termo E3 e no termo E4 as úni
as que restam nasprimeiras 3 
olunas são os geradores de E0,2jp
4 e E3,2j(p−1)

4 . Segue-se que
Hk(K(Z, 3); Fp) = 0 para 3 < k < 2p+ 1e que há ne
essariamente um isomor�smo

d2p+1 : Fpx
p ≃ E0,2p → E2p+1,0que aniquila a 
lasse xp (e também um isomor�smo d2p−1 : Fpx

p−1y ≃ E3,2(p−1) →
E2p+2,0).Assim, para um primo p ímpar temos

Hk(K(Z, 3); Fp) =

{

Fp se k = 3 ou k = 2p+ 1

0 se 3 < k < 2p+ 1.Pelo Teorema dos Coe�
ientes Universais 
on
luímos que
Hk(K(Z, 3); Z) =







Z se k = 3

0 se 3 < k < 2p+ 1

Z/pl se k = 2p+ 147Note-se que 
onsiderando a su
essão espe
tral 
om 
oe�
ientes em Z este argumento mostraque o quadrado do gerador de H3(K(Z, 3); Z) é uma 
lasse de grau ímpar 
om quadrado não nulo.



116 GUSTAVO GRANJApara algum l. Repetindo o argumento a
ima 
om 
oe�
ientes Z/p2 em vez de Fpvemos no entanto que l = 1 uma vez que as 
lasses sobreviventes em E0,2jp
4 e

E
3,2j(p−1)
4 são elementos de ordem p.A seguinte �gura des
reve a su
essão espe
tral para s+ t ≤ 2p+ 1 e p ímpar.
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Sabemos do Teorema 6.73 que os grupos πkS3 são �nitos para k > 3. O exemploanterior permite-nos obter mais informação sobre estes grupos.Teorema 6.92. Seja p um primo. Para 0 ≤ k ≤ 2p temos, módulo Tp,
πk(S

3) ≃ mod Tp







Z se k = 3,

Z/p se k = 2p,

0 
aso 
ontrário.Proof. Seja α : S3 → K(Z, 3) um gerador de π3(K(Z, 3)) e 
onsideremos a su
essãoespe
tral de homologia da �bração(28) F → S3 α
−→ K(Z, 3).
om 
oe�
ientes em Z. Pelo Exemplo 6.91 temos

E2
k,0 ≃ mod Tp







Z se k = 3

0 se 0 < k < 2p+ 1

Z/p se k = 2p+ 1.No termo E∞ as úni
as 
lasses sobreviventes são as que estão em E2
0,0 e E2

3,0. Todasas restantes 
lasses são de torsão. Uma vez que torsão-p só pode ser aniquilada portorsão-p, 
on
lui-se que a primeira 
lasse de p-torsão na �bra de homotopia F estáem dimensão 2p e 
onsiste num grupo 
í
li
o de ordem p.Pelo Teorema de Hurewi
z mod Tp 
on
lui-se que
πk(F ) ≃ mod Tp

{

0 se k < 2p

Z/p se k = 2p.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 117Um olhar para a su
essão exa
ta longa de homotopia da �bração (28) 
on
lui ademonstração. �Corolário 6.93. πs1 = Z/2 gerado pela suspensão da apli
ação de Hopf η : S3 →
S2.Proof. Pelo Teorema anterior π4(S

3) = Z/2. Pelo Teorema de suspensão de Freuden-thal,
Zη ≃ π3(S

2)
Σ
−→ π4(S

3)é uma apli
ação sobreje
tiva logo π4(S
3) é gerado pela suspensão da apli
ação deHopf. O Teorema de Freudenthal diz-nos que

πkS
k−1 Σ
−→ πk+1S

ké um isomor�smo para k ≥ 4, o que 
on
lui a demonstração. �Exer
í
io 6.94. Seja p um primo. Mostre que para todo o n ≥ 3 temos, módulo
Tp,

Hk(K(Z, n); Z) ≃ mod Tp







Z se k = n ou k|n e n é par,
Z/p se k = n+ 2p− 2,

0 
aso 
ontrário.para k ≤ n + 2p − 2. Con
lua que a primeira 
omponente de p-torsão em πkS
no
orre para k = n+ 2p− 1 e é 
í
li
a.Exer
í
io 6.95. Mostre que πs2p−3 ≃ mod Tp Z/p e este grupo é gerado pela sus-pensão de um gerador de π2pS

3.Mais apli
ações. O seguinte Teorema dá-nos 
ondições para que a 
ohomologiade uma �bração seja isomorfa 
omo módulo sobre o anel de 
ohomologia da base à
ohomologia da �bração trivial.Teorema 6.96 (Leray-Hirs
h). Seja F
i
−→ E

p
−→ B uma �bração orientávelsobre o anel R e suponhamos que ou H∗(F ;R) é de tipo �nito ou B é fra
amenteequivalente a um 
omplexo 
elular de tipo �nito.Se H∗(F ; R) é um R-módulo livre e i∗ : H∗(E; R)→ H∗(F ;R) é uma apli
açãosobreje
tiva48 então sendo

θ : H∗(F ;R)→ H∗(E;R)um inverso à direita para i∗ 49, a apli
ação
H∗(B; R)⊗H∗(F ;R) −→ H∗(E;R)de�nida por

x⊗ y 7→ p∗(x) ∪ θ(y)é um isomor�smo de H∗(B;R)-módulos.48Diz-se neste 
aso que a �bra é totalmente não 
ohómologa a zero.49A apli
ação θ 
hama-se uma extensão da 
ohomologia da �bra.



118 GUSTAVO GRANJAProof. O termo E2 da su
essão espe
tral da �bração é
Ep,q2 = Hp(B;Hq(F ;R)).Começamos por notar que seH∗(F ;R) é de tipo �nito ouB tem o tipo de homotopiade um 
omplexo 
elular 
om um número �nito de 
élulas em 
ada dimensão, o termoda direita identi�
a-se (
omo álgebra) 
om o produto tensorial das álgebras
H∗(B;R)⊗H∗(R).De fa
to, se Hq(F ;R) ≃ Rnq então

Hq(B;Hq(F ;R)) ≃ Hq(B;Rnq ) ≃ Hq(B;R)nq ≃ Hq(B;R)⊗Rnq ≃ Hq(B;R)⊗Hq(F ;R)e o produto no termo E2 da su
essão espe
tral 
orresponde pre
isamente ao produtoemH∗(B;R)⊗H∗(F ;R). Por outro lado, se o 
omplexo de homologia 
elular C∗(B)é �nitamente gerado em 
ada dimensão, então
Cp(B;Hq(F ;R)) = Hom(Cp(B);Hq(F ;R))

≃ Hom(Cp(B),⊕αR)

≃ Hom(Cp(B);R)⊗ (⊕αR)

≃ Hom(Cp(B);R)⊗Hq(F ;R)Como Hq(F ;R) é livre, o fun
tor ⊗Hq(F ;R) é exa
to e portanto
Hp(B;Hq(F ;R)) ≃ Hp(B;R)⊗Hq(F ;R),e é fá
il ver que este isomor�smo leva o produto no termo E2 da su
essão espe
tralno produto em H∗(B;R)⊗H∗(F ;R).Como i∗ : H∗(E;R) → H∗(F ;R) é sobreje
tivo, os elementos em E0,q

2 ≃
Hq(F ;R) são 
i
los in�nitos (re
orde-se que i∗ se identi�
a 
om o homomor�smoedge da su
essão espe
tral). Os elementos de Ep,02 sâo sempre 
i
los in�nitos. Peloparágrafo anterior, as 
lasses em Ep,02 e E0,q

2 geram multipli
ativamente o termo
E2 da su
essão espe
tral. Uma vez que d2 é uma derivação 
on
lui-se que d2 éidenti
amente nulo. Portanto E2 = E3 e em parti
ular Ep,03 e E0,q

3 geram multi-pli
ativamente o termo E3. Con
lui-se que d3 = 0 e prosseguindo indutivamente,que a su
essão espe
tral 
olapsa no termo E2, e portanto há um isomor�smo deálgebras bigraduadas(29) E∗,∗
∞ ≃ H∗(B;R)⊗H∗(F ;R).A apli
ação do enun
iado

H∗(B;R)⊗H∗(F ;R)
ψ
−→ H∗(E;R)é 
laramente uma apli
ação de H∗(B;R)-módulos logo resta-nos ver que é umisomor�smo. Se 
onsiderarmos a �ltração usual em H∗(E;R) e a �ltração

F p(H∗(B;R)⊗H∗(F ;R)) = ⊕s≥pH
s(B;R)⊗H∗(F ;R)em H∗(B;R)⊗H∗(F ;R), a apli
ação ψ preserva a �ltração. A equação (29) diz-nospre
isamente que ψ induz um isomor�smo nos quo
ientes destas �ltrações. Comoas �ltrações são �nitas em 
ada dimensão, o lema dos 5 mostra-nos que ψ é umisomor�smo de R-módulos bigraduados, o que 
on
lui a demonstração. �Note-se que a hipótese de a 
ohomologia da �bra ser livre se veri�
a automati-
amente se R é um 
orpo.
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idade enun
iámos o resultado anterior na sua forma ab-soluta, mas deve ser 
laro que ele permane
e válido (
om a mesma demonstração)para pares de �brações p : (E,E′)→ B ou �brações sobre pares p : (E, p−1(B′))→
(B,B′).Um 
aso parti
ularmente importante do Teorema de Leray-Hirs
h é o 
aso das�brações em que a �bra é (Dk, Sk−1) (ou equivalentemente (Rk,Rk−1 \ {0}) ).De�nição 6.98. Seja (F, F ′) = (Dk, Sk−1) ou (Rk,Rk−1). Uma �bração (F, F ′)

i
−→

(E,E′)
p
−→ B diz-se orientável sobre um anel R se existe x ∈ Hk(E,E′;R) tal quepara todo o b ∈ B,

i∗b(x) ∈ H
k(p−1(b);R) ≃ Hk(F, F ′;R) ≃ Ré um gerador50. Uma tal 
lasse x 
hama-se uma orientação sobre R ou uma 
lassede Thom da �bração.Proposição 6.99. Se U,U ′ ∈ Hk(E,E′;R) são 
lasses de Thom para p : (E,E′)→

B e B é 
onexo por ar
os, existe λ ∈ R× tal que U ′ = λU .Proof. Podemos supor que B é um 
omplexo 
elular, e é portanto lo
almente 
on-trá
til. Seja {Uα} uma 
obertura de B por abertos 
ontrá
teis. Sobre 
ada aberto
Uα a �bração é equivalente a uma �bração produto e a a�rmação do enun
iado éportanto válida.Dadas 
lasses de Thom U e U ′, seja W = ∪β∈JUβ um aberto maximal tal que
U|W = λU ′

|W . Se W 6= B, uma vez que B é 
onexo, existe Uα tal que Uα ∩W 6= ∅.Claramente temos
U|Uα = λU ′

Uαe portanto 
onsiderando a su
essão de Mayer-Vietoris
Hk−1((W ∩ Uα)× (F, F ′);R)

δ
−→ Hk(p−1(W ), p−1(W ′);R)⊕Hk(Uα × (F, F ′);R)vemos que a 
lasse U|W∪Uα − λU

′
|W∪Uα

∈ im δ. Mas
Hk−1((W ∩ Uα)× (F, F ′);R) ≃ 0uma vez que (F, F ′) é (k − 1)-
onexo, o que 
on
lui a demonstração. �O seguinte resultado assegura-nos que este 
on
eito de orientação está de a
ordo
om o 
on
eito de�nido anteriormente para �brações arbitrárias.Proposição 6.100. Um par de �brações 
om �bra (F, F ′) = (Rk,Rk \ 0) ou

(Dk, Sk−1) admite uma 
lasse de Thom U ∈ Hk(E,E′;R) sse a apli
ação de mon-odromia induz a identidade em H∗(−;R).Proof. Exer
í
io. �Nota 6.101. O análogo da Proposição 6.100 não é válido para teorias de 
oho-mologia generalizada. Uma �bração diz-se orientável relativamente a uma teoriade 
ohomologia generalizada quando existe uma 
lasse de Thom.50Equivalentemente, se existe uma extensão da 
ohomologia da �bra.
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onsequên
ia imediata desta proposição. Qualquer �bração
om �bra (Rk,Rk \ 0) é orientável sobre R = Z/2. De fa
to a apli
ação de mon-odromia é sempre um isomor�smo em 
ohomologia e uma vez que a homologia da�bra é Z/2, o isomor�smo é ne
essáriamente a identidade.Uma fonte importante de tais �brações são os �brados ve
toriais. Re
orde queum �brado p : E → B 
om �bra Rk se diz um �brado ve
torial se é dotado de umamultipli
ação por es
alar e uma adição que preservam as �bras
µ : R× E → E +: E ×B E → Ee se podem es
olher as trivializações lo
ais

p−1(U) −→ U × Rkde tal forma que as duas operações sejam preservadas (
onsidera-se a adição emultipli
ação por es
alar 
anóni
as em U×Rk.) Dado um �brado ve
torial E → B
om B para
ompa
to, e designando por 0 ⊂ E a se
ção nula, (E,E \ 0) → Bé um par de �brações 
om �bra (Rk,Rk \ 0) e es
olhendo uma métri
a para Eobtemos uma �bração (Dk, Sk−1) que se in
lui na anterior por uma equivalên
iade homotopia �brada.Corolário 6.102 (Teorema do Isomor�smo de Thom). Seja (F, F ′) = (Dk, Sk−1)ou (Rk,Rk \ {0}). Se (F, F ′)→ (E,E′)→ B uma �bração orientável sobre R 
om
lasse de Thom U ∈ Hk(E,E′;R), a apli
ação
Hm(B;R) // Hm+k(E,E′;R)

x � // p∗(x) ∪ Ué um isomor�smo.Proof. Dar uma 
lasse de Thom é equivalente a dar uma extensão da 
ohomologiada �bra pelo que o resultado é uma 
onsequên
ia imediata da versão relativa doTeorema de Leray-Hirs
h 6.96. �Nota 6.103. Se U é uma 
lasse de Thom (sobre Z) para o �brado ve
torial p :
E → B, a imagem de U pela apli
ação

U ∈ Hk(E,E′; Z)
j∗

−→ Hk(E; Z) ≃ Hk(B; Z)é um invariante importante do �brado ve
torial E 
hamado a 
lasse de Euler do�brado ve
torial orientado.Nota 6.104. Tanto o Teorema de Leray-Hirs
h 
omo o Teorema do isomor�smode Thom podem ser demonstrados de forma elementar sem re
orrer à su
essãoespe
tral. Ver por exemplo [Ha, 4.D℄.Como apli
ação �nal da su
essão espe
tral de Serre vamos 
al
ular a álgebra (deHopf) de 
ohomologia de algums grupos de Lie 
lássi
os. Re
orde-se que o grupounitário U(n) é o grupo das matrizes unitárias n × n e que o grupo simplé
ti
ounitário Sp(n) é o grupo das transformações H-lineares de Hn → Hn que preservama norma.
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ohomologia de U(n) é uma álgebra exterior sobre Z

H∗(U(n); Z) = Λ(x1, . . . , x2n−1)
om |xk| = k.Proof. Seja SU(n) ⊂ U(n) o subgrupo das matrizes 
om determinante 1. Temosuma extensão
1 −→ SU(n)→ U(n)

det
−→ S1 → 1e existe um homomor�mos S1 → U(n) que 
inde esta extensão pelo que U(n) é umproduto semidire
to

U(n) = S1 ⋊ SU(n)e em parti
ular, enquanto espaço topológi
o, U(n) é homeomorfo ao produto
U(n) = S1 × SU(n).Basta-nos portanto demonstrar queH∗(SU(n); Z) = Λ(x3, . . . , x2n−1), o que vamosfazer por indução. Para n = 2, SU(2) ≃ S3 logo a a�rmação é verdadeira.A a
ção de SU(n) na esfera unitária S2n−1 ⊂ Cn identi�
a a esfera 
om o espaçohomogéneo SU(n)/SU(n− 1). Consideremos a su
essão espe
tral do �brado

SU(n− 1)→ SU(n)→ S2n−1.Por indução, E0,∗
2 = H∗(SU(n − 1); Z) ≃ Λ(x3, . . . , x2n−3). Por razões dimen-sionais, todos os diferen
iais nos geradores xk são nulos, mas isto signi�
a que asu
essão espe
tral 
olapsa no termo E2 e portanto temos

E∗,∗
∞ ≃ Λ(x3, . . . , x2n−1).em que xk tem bigrau (0, k) para k < 2n − 1 e x2n−1 tem bigrau (2n − 1, 0). Oresultado pretendido é agora uma 
onsequên
ia imediata do seguinte lema (umavez que não há torsão na 
ohomologia de H∗(U(n); Z) e portanto a álgebra exteriorem questão é livre). �Lema 6.106. Seja A uma álgebra graduada sobre R e F p(A) uma �ltração multi-pli
ativa de A que é �nita em 
ada grau. Qualquer isomor�smo da álgebra bigrad-uada asso
iada á �ltração 
om uma álgebra graduada livre

R{xα}
ψ
−→ ⊕pF

pA/F p+1(A)é induzido por um isomor�smo
R{xα}

ψ̃
−→ A.Proof. Seja yα ∈ A um representante de ψ(xα). Uma vez que R{xα} é uma ál-gebra livre existe um (úni
o) homomor�smo ψ̃ : R{xα} → A que envia xα em

yα. Podemos de�nir uma �ltração em R{xα} atribuindo a �ltração pα a xα se
ψ(xα) ∈ F pαA/F pα+1A e extendendo a de�nição de forma multipli
ativa. Comesta de�nição, o homomor�smo ψ̃ induz um isomor�smo entre os aneis graduadosdeterminados pelas �ltrações e, sendo a �ltração é �nita em 
ada grau, é portantoum isomor�smo de R-módulos pelo lema dos 5. �Note-se que o gerador x2n−1 ∈ H

2n−1(U(n); Z) é o pullba
k do gerador de S2n−1pela proje
ção U(n)→ S2n−1. Uma vez que a in
lusão
U(n− 1)→ U(n)
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ia51 isto dá-nos uma de�nição indutiva dos geradores da
ohomologia de U(n). Há ainda uma interpretação geométri
a interessante para osgeradores da 
ohomologia de U(n). Podemos de�nir uma apli
ação
S2n−1 × S1 φ

−→ U(n)pela expressão
φ(v, α)(u) =

{

u se u ⊥ v,
αu se u é um múltiplo de v.Claramente, φ fa
toriza-se pela quo
iente pela relação de equivalên
ia gerada por

(βv, α) ∼ (v, α), (v, 1) ≃ (v′, 1)e portanto de�ne uma apli
ação
Σ(CPn−1

+ ) = S2n−1 × S1 ψ
−→ U(n)
hamada a apli
ação axial.Exer
í
io 6.107. Mostre que ψ∗ determina um isomor�smo entre o subgrupo de

H∗(U(n); Z) gerado pelos geradores {x1, . . . , x2n−1} e a 
ohomologia de Σ(CPn−1
+ ).Nota 6.108. Os geradores x1, . . . , x2n−1 são 
lasses primitivas para a 
omultipli-
ação determinada pelo produto

µ : U(n)× U(n)→ U(n).De fa
to, uma vez que i : U(n − 1) −→ U(n) é uma (2n − 2)-equivalên
ia, induti-vamente, é su�
iente mostrar que
µ∗(x2n−1) = x2n−1 × 1 + 1× x2n−1e isto é uma 
onsequên
ia imediata do fa
to de no diagrama 
omutativo
U(n− 1)× U(n− 1)

µ //

i×i

��

U(n− 1)

i

��
U(n)× U(n)

µ // U(n)

��
p

��
S2n−1a 
omposta p ◦ i ◦ µ ser a apli
ação 
onstante pois então

(i× i)∗(µ∗(x2n−1) = µ∗i∗(x2n−1) = µ∗i∗p∗(e2n−1) = 0.Isto determina 
ompletamente a estrutura de H∗(U(n); Z) enquanto álgebra deHopf, e portanto também a estrutura da álgebra dual H∗(U(n); Z): ambas são álge-bras exteriores primitivamente geradas.Exer
í
io 6.109. Seja Vk(Cn) a variedade de Stiefel formada pelos 
onjuntos de
k ve
tores ortonormais em Cn.(1) Mostre que Vk(Cn) ≃ U(n)/U(n− k).51Note-se que isto é uma 
onsequên
ia dos 
ál
ulos da homologia a
ima: da 
one
tividade da�bra de U(n− 1) → U(n) apenas poderíamos 
on
luir que se trata de uma (2n− 3)-equivalên
ia.
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n); Z) ≃ Λ(x2(n−k)+1, . . . , x2n−1). Sugestão: Con-sidere os �brados S2n−2k+1 = U(n− k+ 1)/U(n− k)→ U(n)/U(n− k)→

U(n)/U(n− k + 1).Exer
í
io 6.110. Mostre que H∗(Sp(n); Z) = Λ(x3, . . . , x4n−1) 
om xk primitivos.Nota 6.111. Note-se que não podemos apli
ar os argumentos a
ima para 
al
ular
H∗(O(n); F2) usando as �brações

O(n− 1)→ O(n)→ Sn−1.De fa
to não podemos apli
ar o Lema 6.106 uma vez que uma álgebra exterior nãoé uma álgebra livre sobre F2. Na �bração
S1 → SO(3)→ S2apesar de a 
ohomologia da base e �bra serem álgebras exteriores, H∗(SO(3); F2)não é uma álgebra exterior. Como SO(3) ≃ RP 3 temos H∗(SO(3); F2) = F2[x]/x

4
om |x| = 1. Ver [Ha, 3.D℄ para uma determinação da álgebra de 
ohomologia de
SO(n). 7. Teoria de obstruçãoRe
orde-se que uma teoria de 
ohomologia reduzida 
onsiste numa su
essão defun
tores {En}n∈Z da 
ategoria de homotopia dos 
omplexos 
elulares pontuadospara a 
ategoria dos grupos abelianos satisfazendo o seguinte axioma:

• Para 
ada par de 
omplexos CW pontuados (X,A) existe uma su
essãoexa
ta longa natural
· · · −→ E

n
(X/A) −→ E

n
(X) −→ E

n
(A)

δ
−→ E

n+1
(X/A) −→ · · ·Diz-se que uma teoria de 
ohomologia generalizada satisfaz o axioma wedge se

• As in
lusões 
anóni
as ια : Xα →֒ ∨αXα induzem um isomor�smo
En(∨αXα)

Q
α ι

∗
α−→
∏

α

En(Xα).De�nição 7.1. Um espe
tro 
onsiste numa su
essão de espaços pontuados {En}n≥0juntamente 
om apli
ações
σn : ΣEn → En+1.Um espe
tro diz-se um Ω-espe
tro se as apli
ações adjuntas
σn : En → ΩEn+1são equivalên
ias fra
as. Os grupos de homotopia de um espe
tro πnE para n ∈ Z,são os grupos abelianos

πn(E) = colimk

(

πn+k(Ek)
Σ
−→ πn+k+1(ΣEk)

σk−→ πn+k+1(Ek+1)
)Note-se que para um Ω-espe
tro temos

πn(E) = πn+k(Ek)para todo o n ≥ −k.



124 GUSTAVO GRANJAExemplo 7.2. (i) O espe
tro de Eilenberg-Ma
lane HG 
orrespondente ao grupoabeliano G é o espe
tro
{K(G,n)}n≥0
om as apli
ações adjuntas das equivalên
ias

K(G,n) ≃ ΩK(G,n+ 1).O espe
tro de Eilenberg-Ma
Lane trata-se portanto de um Ω-espe
tro. Osgrupos de homotopia são
πk(HG) =

{

G se k = 0

0 
aso 
ontrário.(ii) O espe
tro das esferas é o espe
tro {Sn} determinado pelos homeomor�smos
anóni
os ΣSn → Sn+1. Os grupos de homotopia do espe
tro são os gruposde homotopia estáveis de esferas.Nota 7.3. Dado um espe
tro (En, σn), podemos de�nir um Ω-espe
tro pela fórmula
E′
n = colimk≥n(Ω

k−nEk)onde o limite é tomado relativamente às apli
ações
Ωk−nEk

Ωk−nσk−→ Ωk+1−nEk+1.A 
ompa
idade de S1 impli
a que
Ω(E′

n) = Ω(colimk≥n Ωk−nEk) = colimk≥n(Ω
k−n+1Ek) = E′

n−1.Este Ω-espe
tro 
hama-se o Ω-espe
tro asso
iado a E.Por exemplo se {En} é o espe
tro das esferas temos
E′

0 = colim ΩnSn = Ω∞S∞.Proposição 7.4. Um Ω-espe
tro {En}n≥0 determina uma teoria de 
ohomologiareduzida de�nida por
E
n
(X) = [ΣkX,En+k]∗ 
om k ≥ −nEsta teoria satisfaz o axioma wedge e tem 
oe�
ientes En(S0) = π−n(E) para

n ∈ Z.Proof. Sendo (X,A) um par de 
omplexos CW pontuados 
onsideramos a su
essãode 
o�bração determinada pela in
lusão A ⊂ X:
A→ X → X ∪ CA→ ΣA→ . . .Tomando 
lasses de homotopia pontuadas para En obtemos uma su
essão exa
ta(natural no par (X,A))

[A,En]∗ ← [X,En]∗ ← [X ∪ CA,En]∗ ← [ΣA,En]∗ ←Como X ∪ CA ≃ X/A e
[ΣA,En]∗ = [A,ΩEn]∗ = [A,En−1]∗a su
essão exa
ta a
ima é naturalmente equivalente a(30) E

n
(A)← E

n
(X)← E

n
(X/A)← E

n−1
(A)← · · ·Por outro lado, usando as equivalên
ias naturais

[Y,En]∗ = [Y,ΩkEn+k]∗ = [ΣkY,En+k],
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essão exa
ta (30) pode ser prolongada para a esquerda inde�nidamente. Asrestantes a�rmações do enun
iado são 
onsequên
ias imediatas das de�nições. �Nota 7.5. Re
ipro
amente, o Teorema de Representabilidade de Brown (ver [Ha,4.E℄) impli
a que toda a teoria de 
ohomologia generalizada nos 
omplexos 
elularessatisfazendo o axioma wedge é determinada desta forma por um Ω-espe
tro.Nota 7.6. É um bom exer
í
io de apli
ação do Teorema de Ex
isão de Homo-topia veri�
ar que qualquer espe
tro (En, σn) determina uma teoria de homologiageneralizada reduzida nos 
omplexos 
elulares pela fórmula
En(X) = colimk πn+k(Ek ∧X)onde o limite é determinado pelas apli
ações

πn+k(Ek ∧X)
Σ
−→ πn+k+1(ΣEk ∧X)

σk∧idX−→ πn+k+1Ek+1 ∧X.Note-se que estes limites estão de�nidos mesmo para n negativo. Note-se aindaque, por de�nição, a teoria de homologia generalizada determinada pelo espe
trodas esferas são os grupos de homotopia estáveis X 7→ πsk(X).Teorema 7.7. Para qualquer 
omplexo CW X e n > 0, há um isomor�smo natural
Hn(X;G) = [X,K(G,n)]Proof. Pela Proposição 7.4 os fun
tores

[−,K(G,n)]∗formam uma teoria de 
ohomologia generalizada, que satisfaz obviamente o axiomawedge. Os 
oe�
ientes desta teoria são
[S0,K(G,n)]∗ =

{

G se n = 0,

0 
aso 
ontrário.Não é difí
il demonstrar (ver [Ha, Theorem 4.59℄) que uma teoria de 
ohomologiageneralizada satisfazendo o axioma wedge e 
om os 
oe�
ientes 
on
entrados emdimensão 0 é úni
a a menos de isomor�smo natural, pelo que
Hn(X;G) ≃ [X,K(G,n)]∗.Para n > 0,K(G,n) é simplesmente 
onexo e portanto [X,K(G,n)] = [X,K(G,n)]∗,o que 
on
lui a demonstração. �Exemplo 7.8. Em parti
ular temos para um 
omplexo CW X,

[X,CP∞] = H2(X; Z).Veremos mais tarde que o primeiro 
onjunto pode ainda identi�
ar-se de formanatural 
om o 
onjunto das 
lasses de isomor�smo de �brados de linha 
omplexossobre X. Veremos assim que dar um �brado linha sobre X é equivalente a daruma 
lasse de 
ohomologia em H2(X) (que se 
hama a primeira 
lasse de Chern do�brado e que 
orresponde também à 
lasse de Euler (ver Nota 6.103) determinadapela orientação 
anóni
a no �brado de linha 
omplexo.Vamos agora obter uma 
ara
terização importante do isomor�smo natural doTeorema 7.7 fazendo uso de um resultado elementar de teoria de 
ategorias quedesempenha um papel muito importante em várias àreas da Matemáti
a (nomeada-mente Topologia e Geometria Algébri
a).



126 GUSTAVO GRANJADe�nição 7.9. Seja C uma 
ategoria. Um fun
tor 
ontravariante F : Cop → Setdiz-se representável se existe C ∈ C e uma bije
ção natural
HomC(X,C)

φX
−→ F (X).Nesse 
aso diz-se que C é um obje
to 
lassi�
ante do fun
tor F .Teorema 7.10 (Lema de Yoneda). Seja F : Cop → Set um fun
tor representável
om obje
to 
lassi�
ante C e G : Cop → Set um fun
tor. Existe uma bije
çãonatural

Nat(F,G)
Θ
−→ G(C)dada por52

ψ 7→ ψC(idC) ∈ G(C).Proof. A apli
ação Θ é 
laramente natural.Seja ψ : F → G uma transformação natural. Dado f : X → C em F (X)temos f = F (f)(idC) e portanto pela de�nição de transformação natural temosne
essáriamente que
ψX(f) = G(f)(ψX(idC))o que mostra que Θ é inje
tiva.Por outro lado, dado um elemento x ∈ G(C) é fá
il veri�
ar que

ψX(f) = G(f)(x)determina uma transformação natural ψ : F → G, e portanto Θ é sobreje
tiva, oque 
on
lui a demonstração. �Con
lui-se do Lema de Yoneda que o isomor�smo natural
[X,K(G,n)]→ Hn(X;G)é determinado por uma 
lasse
α ∈ Hn(K(G,n);G)
hamada a 
lasse fundamental. O isomor�smo asso
ia a uma 
lasse de homotopia

[f ] : X → K(G,n) a 
lasse f∗(α) ∈ Hn(X;G).Pelo Teorema dos Coe�
ientes Universais temos um isomor�smo
Hn(K(G,n);n) = Hom(Hn(K(G,n); Z), G) = Hom(G,G)e 
onsiderações de naturalidade mostram fa
ilmente que a 
lasse fundamental α seidenti�
a ne
essariamente 
om um isomor�smo G→ G. Re
ipro
amente, qualquerisomor�smo G → G 
orresponde a uma 
lasse fundamental (uma vez que um iso-mor�smo de grupos determina uma equivalên
ia de homotopia K(G,n)→ K(G,n)(
onforme a demonstração da Proposição 5.57) e portanto um isomor�smo do fun
-tor representado por K(G,n). A úni
a es
olha natural 
om respeito ao grupo G éno entanto idG.De�nição 7.11. Uma operação de 
ohomologia é uma transformação natural TX :

Hn(X;G)→ Hm(X;H).52Onde para simpli�
ar a notação identi�
amos F (X) 
om HomC(X, C), o que 
ontinuaremosa fazer durante a demonstração.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 127Pelo Lema de Yoneda, as operações de 
ohomologia identi�
am-se 
om elementosem
Hm(K(G,n);H),ou equivalentemente 
om 
lasses de homotopia de apli
ações

K(G,n)→ K(H,m).Exemplo 7.12. (a) Uma vez que K(G,n) é (n − 1)-
onexo, não existe nenhumaforma natural (não trivial) de asso
iar a uma 
lasse de 
ohomologia de grau numa 
lasse de 
ohomologia de grau mais baixo.(b) Dado um anel R, o produto 
up ∪ : Hn(X;R) × Hm(X;R) → Hn+m(X;R)identi�
a-se 
om uma 
lasse de homotopia
K(R,n)×K(R,m)→ K(R,n+m)ou equivalentemente 
om uma 
lasse de 
ohomologia ∪ ∈ Hn+m(K(R,n) ×

K(R,m);R).(
) A apli
ação ∪2 : K(Z, 2) = CP∞ → K(Z, 4) que 
lassi�
a o quadrado da 
lassefundamental em K(Z, 2) (isto é, de um gerador de H2(CP∞; Z)) 
lassi�
a aoperação de 
ohomologia
H2(X; Z)→ H4(X; Z) x 7→ x2.Note-se que ∪2 é uma apli
ação que induz a apli
ação nula nos grupos dehomotopia mas que não é nulhomotópi
a.Nota 7.13. O estudo das operações de 
ohomologia é essen
ial para uma 
om-preensão mais aprofundada da teoria de homotopia. Espe
ialmente o estudo dasoperações H∗(X; Z/p) → H∗(X; Z/p) que são estáveis (isto é que 
omutam 
oma suspensão). Estas operações formam uma álgebra que a
tua nos grupos de 
o-homologia mod p de qualquer espaço (ou espe
tro na realidade) e que se 
hama aálgebra de Steenrod (mod p). É o estudo das propriedades desta álgebra (juntamente
om a su
essão espe
tral de Serre) que permitiu a a determinação da 
ohomologiados espaços de Eilenberg-Ma
Lane (por Cartan e Serre). A referên
ia standard é[Ste2℄. Ver também [Ha, 4.L℄.De�nição 7.14. Uma �bração p : E → B diz-se prin
ipal se existe um diagrama
omutativo a menos de homotopia

E
p //

φ

��

B

ψ

��
X // Y // Zonde a linha inferior é uma su
essão de �bração e φ, ψ são equivalên
ias de homo-topia fra
as.Assim uma �bração diz-se prin
ipal se a su
essão de �bração que determina"pode ser prolongada um termo para a direita". Note-se que a �bra de homotopiade uma �bração prin
ipal p é fra
amente equivalente a um espaço de laços, o que éuma 
ondição altamente restritiva.



128 GUSTAVO GRANJAProposição 7.15. p : E → B é uma �bração prin
ipal sse existe uma apli
ação
g : B → Z tal que

E

p

��

// ∗

��
B

g // Zé um pull-ba
k de homotopia fra
o.Proof. Se p é uma �bração prin
ipal, seja g a 
omposta B → Y → Z. Por de�nição,de su
essão de �bração
X

p

��

// ∗

��
Y // Zé um pullba
k de homotopia. O diagrama do enun
iado é fra
amente equivalentea este e é portanto um pullba
k de homotopia fra
o.Re
ipro
amente, se o diagrama do enun
iado é um pullba
k de homotopia podemostomar Y = B, X = Fg (a �bra de homotopia de g, e para E → X a apli
ação
anóni
a, que é por de�nição de pullba
k de homotopia fra
o, uma equivalên
iafra
a. �Lema 7.16. Seja p : E → B uma �bração e g : B → K(G,n) tais que g ◦ p ≃ ∗.As es
olhas possíveis para a apli
ação G : F → K(G,n− 1) induzidas nas �bras dehomotopia

F

G

���
�
�

i // E
p //

��

B

g

��
K(G,n− 1) // ∗ // K(G,n)são pre
isamente as 
lasses de 
ohomologia G ∈ Hn−1(F ;G) que transgridem para

g ∈ Hn(F ;G).Proof. A transgressão induz um isomor�smoHn−1(K(G,n−1);G)→ Hn(K(G,n);n)que leva a 
lasse fundamental na 
lasse fundamental. Uma vez que a transgressãoé natural, segue-se que g é ne
essáriamente a imagem de G pela transgressão.O nú
leo da transgressão é pre
isamente a imagem de i∗ : Hn−1(E;G) →
Hn−1(F ;G). Seja d : F → ΩK(G,n) tal que d = d′ ◦ i 
om d′ : E → ΩK(G,n). Sesubstituirmos a apli
ação

H : E → PK(G,n)de�nida pela nulhomotopia de g ◦ p por
H + d′ : E → PK(G,n)onde (H + d′)(e) = d′(e) ∗H(e) é de�nida pela a
ção (por 
on
atenação) dos laçosno espaço dos 
aminhos, obtemos ainda um diagrama 
omutativo

E
p //

H+d′

��

B

g

��
PK(G,n) // K(G,n)
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ação induzida na �bra é então
G+ d′ ◦ i = G+ d : F → K(G,n− 1).Isto 
on
lui a demonstração uma vez que d é uma 
lasse arbitrária no nú
leo datransgressão. �Lema 7.17. Seja n ≥ 1 e G abeliano. Uma �bração p : E → B 
om �bra K =

K(G,n) é prin
ipal sse π1(B) age trivialmente em G = πn(K).Proof. Pela Proposição 7.15, se p é prin
ipal existe uma apli
ação g tal que
E

p

��

// ∗

��
B

g// K(G,n+ 1)é um pullba
k de homotopia fra
o. A a
ção de monodromia é natural, e uma vezque K(G,n+1) é simplesmente 
onexo, a a
ção é trivial na �bração da direita logoé também trivial na da esquerda.Re
ipro
amente, se π1(B) age trivialmente em πn(K), a apli
ação de monodro-mia determinada por 
ada laço γ ∈ π1(B), τγ : K(G,n) → K(G,n) é homotópi
aà identidade e portanto a �bração p : E → B é orientável sobre G. Con
lui-se dasu
essão espe
tral de Serre que a 
lasse fundamental da �bra α ∈ Hn(K(G,n);n)é transgressiva. Seja g ∈ Hn+1(B;G) a imagem pela transgressão. Pelo Lema 7.16,o diagrama de �brações 
omuta
K(G,n)

��

α // K(G,n)

��
E

p

��

// ∗

��
B

g // K(G,n+ 1)Mas α é uma equivalên
ia de homotopia, logo o quadrado inferior é um pullba
kde homotopia fra
o. Da Proposição 7.15, 
on
lui-se que p : E → B é uma �braçãoprin
ipal. �Teorema 7.18. Um espaço 
onexo por ar
os X admite uma torre de Postnikov
onstituída por �brações prin
ipais, sse π1(X) age trivialmente em πn(X) paratodo o n > 1.Proof. Es
revendo Xn para o estágio n de Postnikov de X temos um diagrama
X //

""D
DD

DD
DD

D Xn

qn

��
Xn−1e podemos assumir que qn é uma �bração (substituindo indutivamente as apli
ações

Xn → Xn−1 por �brações da forma habitual). Pelo Lema 7.17 a �bração qn é



130 GUSTAVO GRANJAprin
ipal sse π1(Xn−1) age trivialmente em πn(K(πn(X), n)) = πn+1(Xn−1,Xn).Uma vez que
π1(Xn)→ π1(Xn−1)é um isomor�smo, esta a
ção identi�
a-se (pela Nota 4.28) 
om a a
ção de π1(Xn)em πn+1(Xn−1,Xn). Por sua vez o isomor�smo

πn+1(Xn−1,Xn) ≃ πn(K(πn(X), n))→ πn(Xn)e a naturalidade da a
ção identi�
am esta a
ção 
om a a
ção de π1(Xn) em πn(Xn).A a�rmação do enun
iado é agora uma 
onsequên
ia imediata do fa
to de a apli-
ação
X → Xnser uma (n+1)-equivalên
ia, e da naturalidade da a
ção do grupo fundamental. �Se X satisfaz as 
ondições do Teorema anterior temos portanto um diagrama
omutativo(31) ...

��
X

pn //

pn−1
&&NNNNNNNNNNNN

p2

��2
22

22
22

22
22

22
22

22
22

22
22

22
2

k1

��-
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
Xn

��

kn+1 // K(πn+1(X), n+ 2)

Xn−1

��

kn // K(πn(X), n+ 1)...
��
X2

k3 //

��

K(π3(X), 4)

X1 = K(π1(X), 1)
k2 // K(π2(X), 3)onde 
ada su
essão

Xn+1 → Xn → K(πn+1, n+ 2)é uma su
essão de �bração.As apli
ações kn 
hamam-se os invariantes-k do espaço X. Trata-se da noçãodual das apli
ações de 
olagem das 
élulas numa de
omposição 
elular do espaço.Tal 
omo estas, as 
lasses de homotopia das apli
ações kn não são úni
as. Duases
olhas diferem num elemento do nú
leo de
H∗(Xn;πn+1X)→ H∗(Xn+1,K(πn+1X,n+ 1);πn+1X))Portanto embora a torre de Postnikov seja fun
torial, os invariantes-k não sãofun
toriais.A seguinte proposição permite-nos dividir o problema de 
onstruir uma apli-
ação para X a partir de um 
omplexo 
elular numa su
essão de problemas delevantamento aos estágios de Postnikov de X.
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qn
−→ Xn−1 uma torre de �brações, e pn : X → Xn taisque qn ◦ pn = pn−1 e pn é uma (n+ 1)-equivalên
ia. Então a apli
ação 
anóni
a

p : X → limXné uma equivalên
ia fra
a.Proof. Es
revemos πk : limXn → Xk para as apli
ações 
anóni
as. Note-se quesendo pn uma n-equivalên
ia, as apli
ações qn são ne
essáriamente (n−1)-equivalên
ias.A apli
ação p∗ : πk(X)→ πk(limXn) é inje
tiva porque a 
omposta pk∗ = πk∗◦p∗é um isomor�smo.Seja α : Sk → limXn uma apli
ação que es
revemos
α = (αn)
om αn : Sk → Xn. Uma vez que pk é uma (k+1)-equivalên
ia, existe β : Sk → Xtal que

pk ◦ β ≃ αk.Es
revamos (βn) para a apli
ação p ◦ β : Sk → limXn de maneira que
βn = pn ◦ β : Sk → Xn.Para mostrar a sobreje
tividade da apli
ação p∗ : πk(X) → πk(limXn) vamos
onstruir uma homotopia

H = (Hn) : Sk × [0, 1] −→ limXnentre α e p ◦ β.Por de�nição de β, temos uma uma homotopia Hk : Sk × [0, 1] → Xk 
om
H(x, 0) = βk e H(x, 1) = αk e 
ompondo 
om as apli
ações Xk → Xs obtemos Hspara s ≤ k. Consideremos agora o diagrama

Sk × {0, 1}

��

βk+1

`
αk+1 // Xk+1

qk+1

��
Sk × [0, 1]

Hk //

H̃k+1

66mmmmmmm
XkComo qk+1 é uma (k + 1)-equivalên
ia, por HELP, existe uma apli
ação H̃k+1fazendo o triângulo de 
ima 
omutar e o triângulo de baixo 
omutar a menos dehomotopia. Como qk+1 é uma �bração, a propriedade do levantamento das homo-topias permite-nos a
har Hk+1 tal que

qk+1 ◦Hk+1 = Hk.Prosseguindo desta forma indutivamente, obtemos uma su
essão de apli
ações Hn :
Sk × [0, 1]→ Xn 
om qn ◦Hn = Hn−1 que 
onjuntamente formam uma homotopia

H : Sk × [0, 1]→ limXnentre α e p ◦ β, o que 
on
lui a demonstração. �O resultado anterior é também uma 
onsequên
ia imediata do seguinte exer
í
io.Exer
í
io 7.20 (Su
essão exa
ta de Milnor). Seja Gn
pn
−→ Gn−1 uma torre degrupos. De�ne-se o 
onjunto

lim1Gn =

(
∏

n

Gn

)

/ limGn.



132 GUSTAVO GRANJANote-se que se os grupos Gn são abelianos, lim1Gn é também um grupo abeliano53.(a) Mostre que se Xn
pn
−→ Xn−1 é uma torre de �brações entre espaços 
onexos porar
os, existe para 
ada k ≥ 1 uma su
essão exa
ta 
urta54

0→ lim1πk+1(Xn)→ πk(limXn)→ lim(πkXn)→ 0.(b) (Critério de Mittag-Le�er) Mostre que se para 
ada n (ou equivalentemente,para n su�
ientemente grande) existe k(n) tal que para m > k(n) as imagensde Gm em Gn 
oin
idem então lim1Gn = 0.Podemos agora demonstrar o resultado prin
ipal da teoria de obstrução.Teorema 7.21. Seja (B,A) um 
omplexo CW relativo, X um espaço abeliano, e
f : A → X uma apli
ação. Existe uma extensão de f a B sse 
ertas 
lasses de
ohomologia55 de�nidas indutivamente

on(f) ∈ Hn+1(B,A;πn(X))se anulam.Proof. Consideremos a torre de Postnikov de �brações prin
ipais (31) de X. Seja
i : A → B in
lusão. Durante a demonstração iremos usar o Teorema 7.7 paraidenti�
ar 
lasses de homotopia de apli
ações para espaços de Eilenberg-Ma
Lane
om 
lasses de 
ohomologia. Note-se que podemos sup�r que todas as apli
ações
Xn → Xn−1 são �brações e então qualquer levantamento a menos de homotopia deuma apli
ação para Xn−1 pode ser substituído por um levantamento estrito.A demonstração do Teorema 
onsiste em identi�
ar as obstruções ao levanta-mento indutivo de uma extensão ao longo da torre de Postnikov. Podemos entãoapli
ar a Proposição 7.19 e HELP, para obter a extensão desejada.Existe uma apli
ação g1 fazendo o seguinte diagrama 
omutar a menos de ho-motopia

A
f //

i

��

X

k1
��

B
g1//___ X1 = K(π1(X), 1)
omutar sse a 
lasse de 
ohomologia f∗(k1) ∈ H

1(A;π1(X)) está na imagem de i∗.Considerando a su
essão exa
ta do par
H1(X;π1(X))

i∗
−→ H1(A;π1(X))

δ
−→ H2(X,A;π1(X))vemos que isso é verdade sse a 
lasse

o2(f)
def
= δ(f∗(k1)) ∈ H

2(X,A;π1(X))se anula.53lim1 é o fun
tor derivado à direita do fun
tor lim da 
ategoria de torres de grupos abelianospara a 
ategoria dos grupos abelianos. Dada uma su
essão exa
ta 
urta de torres An → Bn → Cntemos uma su
essão exa
ta 
urta
0 → lim An → lim Bn → lim Cn → lim1An → lim1Bn → lim1Cn → 0
omo o leitor pode fa
ilmente veri�
ar.54A exa
tidão tem o sentido habitual no 
aso em que k = 1.55Estas 
lasses são 
hamadas 
lasses de obstrução.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 133Suponhamos indutivamente que dispomos de uma apli
ação gn−1 : B → Xn−1fazendo o diagrama seguinte 
omutar.
A

f //

i

��

X

pn

��
Xn

��
B

j

��

gn−1 //

gn

99s
s

s
s

s
s

Xn−1
kn// K(πn(X), n+ 1)

B
∐

A CA

on(f)

44hhhhhhhhhhComo Xn → Xn−1 → K(πn(X), n + 1) é nulhomotópi
a, uma es
olha de nul-homotopia de kn ◦ gn−1 ◦ i dá-nos uma extensão on(f) de kn ◦ gn−1 à 
o�bra dehomotopia de i. Pro
uramos um levantamento gn de g que faça o trapézio e otriângulo no diagram ambos 
omutarem. A demonstraçao �
ará 
on
luída quandomostrarmos que este levantamento existe sse a apli
ação on(f) é nula.Podemos identi�
ar Xn 
om a �bra de homotopia de kn. Então
Xn ⊂ Xn−1 ×Map∗([0, 1],K(πn(X), n+ 1))Por adjunção, a apli
ação on(f) determina pre
isamente um levantamento de gn−1|Aa Xn, isto é temos um diagrama
B

gn−1 //

$$I
IIIIIIIII Xn−1

kn

��

A

OO

��

B
∐

A CA

on(f)

((PPPPPPPPPPPP

CA

::uuuuuuuuuu on(f)|CA // K(πn(X), n+ 1)e o levantamento gn existe sse pudermos 
ompletar o diagrama
B

gn−1 //

��

Xn−1

kn

��
B
∐

A CA

��

on(f)// K(πn(X), n+ 1)

CB

π2◦gn

66mmmmmmmonde π2 designa a proje
ção
Xn−1 ×Map∗([0, 1],K(πn(X), n+ 1))→ Map∗([0, 1],K(πn(X), n+ 1))e não estamos a distinguir na notação uma apli
ação da sua adjunta.



134 GUSTAVO GRANJAClaramente se π2 ◦ gn existe, on(f) = 0 porque CB é 
ontrá
til. Por outro ladose on(f) = 0 a propriedade da extensão das homotopias do par (CB,B
∐

A CA)permite-nos a
har uma extensão de on(f) a CB. Isto 
on
lui a demonstração. �Nota 7.22. Seria mais pre
iso falar de 
onjuntos de obstrução
{on} ⊂ H

n+1(X,A;πn(X))em vez de 
lasses de obstrução. De fa
to, apenas a 
lasse de obstrução relativa aoprimeiro grupo de obstrução não nulo está bem de�nida (
hama-se a esta 
lasse aobstrução primária). As 
lasses seguintes dependem da 
lasse de homotopia da es-
olha de 
ada levantamento e esta não é úni
a em geral. Devemos assim 
onsiderartodos os levantamentos possíveis em 
ada estágio. O levantamento seguinte serápossível se para algum deles a 
lasse de obstrução determinada pelo levantamentose anular. Fi
am assim de�nidos indutivamente 
onjuntos de obstrução {on} e aextensão de uma apli
ação f : A→ X é possível sse todos eles 
ontêm a 
lasse nula(equivalentemente, se os 
onjuntos de obstrução estão de�nidos para todo o n ∈ N).Um 
aso parti
ular do Teorema 7.21 mere
e destaque.Corolário 7.23 (Obstruções à extensão de uma homotopia). Seja X um espaçoabeliano, (B,A) um 
omplexo CW relativo e f, g : B → X apli
ações tais que
f|A ≃ g|A. Então as obstruções à existên
ia de uma homotopia entre f e g são
lasses

on(f, g) ∈ H
n(B,A;πn(X)).Proof. Seja H : A × [0, 1] → X uma homotopia entre f|A e g|A. As apli
ações f e

g são homotópi
as sse existe uma es
olha de H tal que a apli
ação
f
∐

A

H
∐

A

g : (B × 0)
∐

A×0

(A× [0, 1])
∐

A×1

(B × 1) −→ Xse estende a B × [0, 1]. De a
ordo 
om o Teorema 7.21, estas obstruções estão em
Hn+1(B × [0, 1], (B × 0)

∐

A×0

(A× [0, 1])
∐

A×1

(B × 1);πn(X)) ≃ Hn(B,A;πn(X).

�Corolário 7.24. Seja X um espaço abeliano, (B,A) um 
omplexo CW relativo.Então(i) Se Hn+1(B,A;πn(X)) = 0, qualquer apli
ação A→ X se estende a B.(ii) Se Hn(B,A;πn(X)) = 0, quaisquer extensões de uma apli
ação f : A→ X a
B são homotópi
as relativamente a A.Uma outra 
onsequên
ia imediata do Teorema 7.21 é a seguinte generalizaçãodo Corolário 5.68.Corolário 7.25. Se X e Y são espaços abelianos e f : X → Y induz um isomor-�smo em homologia, então f é uma equivalên
ia fra
a.Proof. Podemos assumir que X e Y são 
omplexos 
elulares. Substituindo Y pelo
ilindro da apli
ação f podemos assumir que f é uma in
lusão. Por hipótese temosentão

H∗(Y,X; Z) = 0



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 135e portanto pelo Corolário 7.23, existe uma extensão a Y da identidade em X.
X

f

��

id // X

Y

r

>>}
}

}
}ou seja X é um retrato de Y . As obstruções à existên
ia de uma homotopia entre

f ◦ r e idY estendendo a homotopia 
onstante em X estão em
Hn(Y,X;πn(Y )) = 0logo r é um retrato por deformação. �De a
ordo 
om o Exer
í
io 4.24 um espaço dotado de uma multipli
ação éabeliano, pelo que o resultado anterior in
lui o seguinte resultado de apli
açãofrequente.Corolário 7.26. Uma apli
ação 
ontínua entre H-espaços que induz um isomor-�smo em homologia é uma equivalên
ia fra
a.Sistemas de Moore-Postnikov. De forma inteiramente análoga ao tratamentodas obstruções à extensâo de uma apli
ação podemos obter uma teoria de obstruçãoà existên
ia de levantamentos

X

f

��
A

>>~
~

~
~ f // You mais geralmetne levantamentos relativos

A

i

��

g // X

f

��
B

>>~
~

~
~ f // YPara tal faz-se uso de uma versão relativa da torre de Pstnikov 
hamada a torre deMoore-Postnikov.Proposição 7.27. Seja f : X → Y uma apli
ação 
om Y semi-lo
almente sim-plesmente 
onexo. Existe uma fa
torização

X
f //

pn   B
BB

BB
BB

B Y

Xn

qn

>>||||||||tal que
• pn∗ : πk(X) → πk(Xn) é um isomor�smo para k < n e um epimor�smopara k = n,
• qn∗ : πk(Xn) → πk(Y ) é um isomor�smo para k > n e um monomor�smopara k = n.



136 GUSTAVO GRANJAProof. Para n = 0 podemos tomar X0 a união das 
omponentes 
onexas de Y queinterse
tam a imagem de X. Podemos agora assumir que X e Y são 
onexos porar
os. Para X1 podemos tomar o revestimento de Y 
orrespondente ao subgrupo
f∗(π1X) (é para a existên
ia deste espaço que ne
essitamos da hipótese sobre Y ).Para n > 2 notamos que as 
ondições do enun
iado são equivalentes (pelasu
essão exa
ta longa de homotopia de uma �bração) pre
isamente a

• A �bra de homotopia Gn de pn é (n− 1)-
onexa,
• A �bra de homotopia Fn de qn tem grupos de homotopia πk nulos para
k ≥ n.Designando por F a �bra de homotopia de f , o diagrama de su
essões de �bração

Gn //

��

F //

��

Fn

��
Gn //

��

X
pn //

f

��

Xn

qn

��
∗ // Y

id // Ymostra que Fn é a se
ção de Postnikov de ordem (n − 1) da �bra de homotopiade f . Podemos obter Xn indutivamente 
olando 
élulas de dimensão ≥ n paramatar os grupos de homotopia πk(Y,X) da �bra de homotopia de f para k ≥ n,analogamente à demonstração da proposição 5.53. �Tal 
omo no Exer
í
io 5.54 tomando a es
olha 
anóni
a para os geradores dosgrupos de homotopia πk(Y,X) (ou seja 
olando uma 
élula para 
ada apli
ação
ontínua) obtemos uma 
onstrução fun
torial das apli
ações da Proposição 7.27, deforma a que o seguinte diagrama 
omuta.
X

||xx
xx

xx
xx

x
pn+1

��

pn

##F
FF

FF
FF

FF
f

((RRRRRRRRRRRRRRRRR

((RRRRRRRRRRRRRRRRR

· · · // Xn+1
// //

qn+1

99Xn qn
77// · · · // YEste diagrama 
hama-se a torre de Moore-Posnikov da apli
ação f .Nota 7.28. Note-se que se tomarmos Y = ∗, a torre de Moore-Postnikov reduz-seà torre de Postnikov usual, enquanto que se tomarmos X = ∗ obtemos a torre deWhitehead de Y formada pelas �bras de homotopia das se
ções de Postnikov de Y .Do diagrama de su
essões de �bração

H //

��

Fn+1
//

��

Fn

��
H //

��

Xn+1
pn //

f

��

Xn

qn

��
∗ // Y

id // Y
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to de Fn ser a se
ção de Postnikov de ordem n−1 de F (a �bra de homotopiade f) 
on
lui-se que temos uma su
essão de �bração
K(πn(F ), n)→ Xn+1 → Xn.De�nição 7.29. Uma apli
ação f : X → Y entre espaços 
onexos por ar
os 
om�bra de homotopia F diz-se simples se f∗(π1(X)) é um subgrupo normal de π1(Y )
om quo
iente abeliano e π1(X) age trivialmente em πn(F ) para n ≥ 0.Na de�nição anterior, note-se que π1(Y )/f∗(π1(X)) = π0(F ). A 
ondição sobreo homomor�smo induzido por f garante que o revestimento asso
iado ao subgrupo

f∗(π1(X)) é um revestimento regular 
om grupo de transformações de revestimentoabeliano. Um tal revestimento é a �bra de homotopia de uma apli
ação para
K(π0(F ); 1). Os argumentos da demonstração do Teorema 7.18 permitem obter oseguinte resultado.Teorema 7.30. Sejam X e Y espaços 
onexos e Y semilo
almente simplesmente
onexo. Uma apli
ação simples p : X → Y admite uma torre de Moore-Posnikovde �brações prin
ipais.Proof. Exer
í
io. �Nas 
ondições do Teorema anterior temos portanto um diagrama(32) ...

��
F

��>
>>

>>
>>

> Xn+1

��

kn+1// K(πn+1(F ), n+ 2)

X

pn

=={{{{{{{{{
pn−1

//

p1

��0
00

00
00

00
00

00
00

00

f

��+
++

++
++

++
++

++
++

++
++

++
++

+ Xn

��

kn// K(πn(F ), n+ 1)...
��
X1

k1 //

��

K(π1(F ), 2)

Y
k0 // K(π0(F ), 1)Um argumento análogo ao do Teorema 7.21 dá-nos agora o Teorema fundamentalda Teoria de Obstrução.Teorema 7.31. Seja (B,A) um 
omplexo CW relativo, p : X → Y uma apli
açãosimples entre espaços 
onexos por ar
os e F a �bra de homotopia de p. Dado umdiagrama 
omutativo,

A
f //

i

��

X

p

��
B g

//

s

>>~
~

~
~

Y



138 GUSTAVO GRANJAexiste uma apli
ação s fazendo o diagrama 
omutar a menos de homotopia sse
ertas 
lasses de obstrução de�nidas indutivamente para n ≥ 0,
on(f) ∈ Hn+1(B,A;πn(F ))se anulam.Proof. Exer
í
io. �Uma 
aso parti
ular importante do teorema anterior é o 
aso em que A = ∅.Nesse 
aso, as obstruções 
hamam-se obstruções ao levantamento da apli
ação g eestão em

Hn+1(B;πn(F )).Se além disso, a apli
ação g : B → Y é a apli
ação identidade, as obstruções an-teriores são as obstruções à existên
ia de uma se
ção da apli
ação p, que estãoem
Hn+1(Y ;πn(F )).Observações análogas ao Corolário 7.23 são também válidas na presente situação.Em parti
ular desta
amos o seguinte 
orolário.Corolário 7.32. Se p : X → Y é uma �bração sobre um 
omplexo CW 
om �bra
ontrá
til, p admite uma se
ção e duas se
ções são homotópi
as enquanto se
ções.Exer
í
io 7.33. Mostre que nas 
ondições do Corolário 7.32 o espaço das se
çõesde p é fra
amente 
ontrá
til.Exemplo 7.34. Seja M uma variedade orientável de dimensão n ≥ 2. Es
olhendouma métri
a sobre M temos o �brado das esferas tangentes unitárias
Sn−1 → E

p
−→M.O �brado E admite uma se
ção sse o �brado tangente a M admite uma se
çãoque nun
a se anula. A orientabilidade de M é equivalente à trivialidade da a
çãode π1(E) em πn−1(S

n−1)) (exer
í
io). De a
ordo 
om o Teorema 7.31 neste 
asotemos uma úni
a obstrução à existên
ia de uma se
ção de p (a obstrução primária)que está em
Hn(M ;πn−1(S

n−1) = Hn(M ; Z) = Z.É um bom exer
í
io identi�
ar esta 
lasse de obstrução 
om a 
lasse de Eulerdo �brado tangente de M (
f. Nota 6.103)56. O inteiro a que 
orresponde é a
ara
terísti
a de Euler de M .Exer
í
io 7.35. Mostre a uni
idade das apli
ações pn na torre (32).56Mais geralmente, a obstrução primária à existên
ia de uma se
ção que nun
a se anula de um�brado ve
torial orientável é a 
lasse de Euler.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 139Formulação dual da Teoria de Obstrução. Há uma formulação dual da Teoriade Obstrução que des
revemos brevemente no 
aso da obstrução à extensão de umaapli
ação. Para mais detalhes ver [Wh2, VI.5℄ ou [HuS℄. Seja (B,A) um 
omplexoCW relativo e designemos por Bn o esqueleto relativo de dimensão n. Consideremoso problema de estender indutivamente uma apli
ação f : A→ X aos esqueletos Bn:
A

f //

��

X

∨αS
n
α

// Bn

��

f̃n

<<yyyyyyyy

Bn+1

f̃n+1

EE�
�

�
�

�
�

�
�Claramente é possível estender a apli
ação f̃n a uma 
élula en+1

α sse o elemento de
πn(X) representado pela 
omposição

gα : Snα → Bn
f̃n
−→ Xse anula. No entanto, o ponto de base 
om respeito ao qual 
onsideramos πn(X)varia 
om a 
élula! Se X é um espaço abeliano, podemos arbitrar um ponto debase ∗ ∈ X e uma vez que dispomos de isomor�smos 
anóni
os de πn(X, ∗) 
om

πn(X,x) para todo o x ∈ X, vemos que a apli
ação f̃n se estende a Bn+1 sse a
adeia 
elular
cn+1(f̃n) ∈ C

n+1(B,A;πn(X, ∗))determinada pela fórmula
[en+1
α ] 7→ [gα] ∈ πn(X, ∗)é identi
amente nula.57 É possível veri�
ar que cn+1(f̃n) é na realidade um 
o
i
lo
elular (exer
í
io) e que �
a assim de�nida uma 
lasse de 
ohomologia

on+1 ∈ H
n+1(B,A;πn(X)).Considerando a su
essão de 
o�bração

∨βS
n−1 → Bn−1 → Bn → ∨βS

nvemos que (para X abeliano) há uma a
ção natural de
Cn(B,A;πn(X)) ≃ [∨βS

n,X]∗na 
lasse de homotopia [f̃n] ∈ [Bn,X], e não é difí
il veri�
ar que se g ∈ Cn(B,A;πn(X))temos
cn+1(f̃n + g) = cn+1(f̃n) + δ(g) ∈ Cn+1(B,A;πn(X)).Con
lui-se que é possível estender a apli
ação f̃n ao esqueleto Bn+1 alterando-anas 
élulas de dimensão n sse a 
lasse de 
ohomologia on+1 ∈ H

n+1(B,A;πn(X))se anula.É possível identi�
ar as obstruções obtidas desta forma 
om as de�nidas a
imausando o sistema de Postnikov quando X é simples. Para X arbitrário o pro
essoque a
abámos de des
rever dá-nos 
lasses de obstrução em 
ohomologia 
om 
oe�-
ientes lo
ais. As obstruções ao levantamento podem ser tratadas de forma análoga.57 Se X não é abeliano, obtemos de qualquer forma uma 
adeia 
elular 
om 
oe�
ientes nosistema de 
oe�
ientes lo
ais em B formado pelos grupos {πn(X, gα(∗))} (
onforme [Wh2℄).



140 GUSTAVO GRANJAFinalmente men
ionamos que é possível dar um tratamento da teoria de ob-strução via "sistemas de Moore-Postnikov" para espaços (ou mais geralmente apli-
ações) arbitrários. Nesse 
aso é ne
essário substituir espaços de Eilenberg-Ma
Lanepor espaços que 
lassi�
am (na 
ategoria de homotopia dos espaços sobreK(π1(X), 1))a 
ohomologia 
om 
oe�
ientes lo
ais. Estes espaços são �brações sobreK(π1(X), 1)
om �bra K(πn(X), n) em que a a
ção de monodromia 
oin
ide 
om a a
ção de
π1(X) em πn(X). Ver [Ro℄ para mais detalhes.8. Fibrados, 
lasses 
ara
terísti
as e K-teoria.Nesta se
ção expli
amos a 
lassi�
ação de �brados e usamo-la para estudar
lasses 
ara
terísti
as e alguns elementos de K-teoria. Boas referên
ias para a
lassi�
ação de �brados são [Ste℄ e [Hu℄. Para 
lasses 
ara
terísti
as, é impossívelmelhorar a exposição em [MiS℄ e para K-teoria re
omenda-se o 
lássi
o [At℄ ou[Hu℄.De�nições e exemplos. Começamos por dar as de�nições bási
as de �brado emor�smo entre �brados e ver alguns exemplos.De�nição 8.1. Seja G um grupo topológi
o e F um G-espaço58 
om a a
ção de Gefe
tiva59. Um �brado 
om �bra típi
a F e grupo estrutural G é um triplo ξ = {p :
E → B,F,G} tal que existe uma 
obertura aberta {Uα} de B e homeomor�smos(
hamados trivializações lo
ais)

φα : Uα × F → p−1(Uα)saisfazendo(i) p(φα(x, y)) = x,(ii) Existem apli
ações 
ontínuas gαβ : Uα ∩ Uβ → G 
hamadas apli
ações detransição tais que a 
omposta
(Uα ∩ Uβ)× F

φ−1
β

◦φα
−→ (Uα ∩ Uβ)× Fé dada por(33) (x, y) 7→ (x, gαβ(x) · y).A 
ondição sobre a efe
tividade da a
ção de G em F é uma mera questão de
onveniên
ia e não impli
a qualquer perda de generalidade. Qualquer a
ção de Gnum espaço F 
orresponde a uma úni
a a
ção efe
tiva (do quo
iente de G pelosubgrupo normal fe
hado de G que �xa todos os pontos de F ).Na de�nição de �brado dada anteriormente (De�nição 3.34) não havia qualquerreferên
ia a um grupo estrutural. No entanto, por adjunção, dar uma apli
açãoinvertível

(Uα ∩ Uβ)× F → (Uα ∩ Uβ)× Fsobre Uα ∩ Uβ é equivalente 60 a dar uma apli
ação 
ontínua
gαβ : Uα ∩ Uβ → Homeo(F )58Um G-espaço é um espaço dotado de uma a
ção (
ontínua) de G à esquerda G × X → Xnotada (g, x) 7→ g · x.59Uma a
ção diz-se efe
tiva se o úni
o elemento de G que age 
omo a apli
ação identidade éo elemento neutro de G.60Se F for lo
almente 
ompa
to e Hausdor�, ou para F arbitrário se trabalharmos numa
ategoria adequada de espaços topológi
os.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 141onde Homeo(F ) denota o grupo topológi
o de homeomor�smos de F 
om a topolo-gia 
ompa
ta-aberta. Assim, a De�nição 3.34 
oin
ide na nova terminologia 
om ade�nição de um �brado 
om �bra típi
a F e grupo estrutural Homeo(F ).Finalmente, observemos que 
omo a a
ção de G sobre F é efe
tiva, as apli
açõesde transição são univo
amente determinadas por uma 
obertura trivializante, istoé, a apli
ação gαβ em (33) é úni
a. Em parti
ular, para todo o x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγtemos a seguinte 
ondição(34) gβγ(x)gαβ(x) = gαγ(x)que se 
hama a 
ondição de 
o
i
lo. Em parti
ular, note-se que
gαα(x) = eé a apli
ação 
onstante igual ao elemento neutro de G e portanto

gαβ(x) = gβα(x)−1.Re
ipro
amente, seja {Uα} uma 
obertura aberta de X e
gαβ : Uα ∩ Uβ → Guma família de apli
ações 
ontínuas satisfazendo a 
ondição (34). Então, dado um

G-espaço F 
om a
ção efe
tiva de G, podemos de�nir
E =

(
∐

α

Uα × F

)

/ ∼onde ∼ é a relação de equivalên
ia determinada por
Uβ × F ∋ (x, y) ∼ (x, gαβ(x)y) ∈ Uα × F para x ∈ Uα ∩ Uβ .Note-se que sendo a a
ção de G em F efe
tiva, a relação ∼ é uma relação deequivalên
ia sse as apli
ações gαβ satisfazem (34).Há uma proje
ção natural

p : E → Bdeterminada pela equação
p|Uα×F = iα ◦ π1,onde iα : Uα → X é a in
lusão e π1 designa a proje
ção no primeiro fa
tor, e éfá
il veri�
ar (exer
í
io) que {p : E → B,F,G} é um �brado 
om �bra F e grupoestrutural G.Exemplo 8.2. (i) Um �brado ve
torial é um �brado 
om �bra Rn e grupo es-trutural GL(n; R). De fa
to, neste 
aso a estrutura 
anóni
a de adição emultipli
ação por es
alar em Rn determina uma tal estrutura nas �bras pormeio das trivializações lo
ais, que está bem de�nida porque são preservadaspelas apli
ações de transição.(ii) Um �brado ve
torial 
om uma métri
a é um �brado 
om �bra Rn e grupode estrutura O(n). De fa
to um tal �brado dispõe de uma métri
a em 
ada�bra induzida pela métri
a 
anóni
a em Rn através das trivializações lo
ais.Re
ípro
amente, dada uma métri
a em p : E → B, as trivializações lo
ais

φα : Uα × Rn → p−1(Uα)induzem uma métri
a hα no �brado trivial sobre Uα e não é difí
il ver (exer-
í
io) que existe uma apli
ação 
ontínua
λ : Uα → GL(n; R)



142 GUSTAVO GRANJAtal que a apli
ação ψα : Uα × Rn → Uα × Rn dada por
(x, y) 7→ (x, λ(x)y)é uma isometria entre a métri
a 
anóni
a do lado esquerdo e a métri
a hαdo lado direito. As novas trivializações lo
ais φα ◦ψα determinam então umaestrutura de �brado 
om grupo estrutural O(n) em p : E → B.De�nição 8.3. Sejam ξi = {pi : Ei → Bi, F,G} 
om i = 0, 1 �brados 
om �bra

F e grupo estrutural G. Um mor�smo f : ξ0 → ξ1 é um par de apli
ações (f, f)fazendo o diagrama 
omutar61
E0

f //

p0

��

E1

p1

��
B0

f // B1e tal que dado x ∈ B0 e trivializações lo
ais
φ : U × F → p−1

0 (U) ψ : V × F → p−1
1 (V )
om x ∈ U e f(x) ∈ V , existe uma função 
ontínua

λ :
(

U ∩ f
−1

(V )
)

→ Gtal que a 
omposição
(

U ∩ f
−1

(V )
)

× F
ψ−1◦φ
−→ V × Fé dada pela expressão

(x, y) 7→ (f(x), λ(x) · y).Dois �brados 
om a mesma base dizem-se isomorfos se existe um mor�smo
(f, idB) entre eles.Com a de�nição de mor�smo de �brado a
ima, todos os mor�smos de �bradossão essen
ialmente dados pela seguinte 
onstrução, 
omo expli
a o Exer
í
io 8.5.De�nição 8.4. Seja ξ = {p : E → B,F,G} um �brado e g : A→ B uma apli
ação
ontínua. O pullba
k de ξ por g é o �brado

g∗ξ = {π1 : A×B E → A,F,G}.Exer
í
io 8.5. Seja ξ = {p : E → B,F,G} e g : A→ B uma apli
ação 
ontínua.(a) Mostre que g∗ξ é de fa
to um �brado 
om �bra F e grupo estrutural G.(b) Mostre que sendo (f, f) : ξ1 → ξ2 é um mor�smo de �brados, existe um iso-mor�smo 
anóni
o
ξ1

≃
−→ f

∗
(ξ2).Dados dois �brados ξ = {p : E → B,F,G} e η = {q : X → A,F,G}, sendo {Uα}uma 
obertura de B que trivializa ξ e {Vγ} uma 
obertura de A que trivializa η,um mor�smo

f : ξ → ηé determinado por apli
ações
λαγ : Uα ∩ f

−1
(Vγ)→ G61Note-se que f determina f daí denotar o mor�smo apenas por f .



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 143
omo na De�nição (que são úni
as uma vev que a a
ção de G em F é efe
tiva).Sendo gαβ e hγδ as apli
ações de transição para os �brados ξ e η respe
tivamente,estas apli
ações satisfazem a 
ondição(35) hγδ(fx)λαγ(x) = λβδ(x)gαβ(x) para x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ f−1
(Vδ ∩ Vγ).Re
ipro
amente, dadas apli
ações λαγ satisfazendo (35) é fá
il veri�
ar que estasde�nem um mor�smo de �brados.O 
aso de isomor�smos de �brados é parti
ularmente importante. Sejam ξ =

{p : E → B,F,G} e η = {q : X → B,F,G} �brados sobre a mesma base. Dadas
oberturas que trivializam ξ e η, podemos interse
tá-las para obter uma 
obertura
{Uα} que trivializa os dois �brados simultaneamente. Sendo {gαβ} e {hαβ} funçõesde transição para ξ e η respe
tivamente, a dis
ussão do parágrafo anterior mostraque ξ e η são isomorfos sse existem funções

λα : Uα → Gtais que(36) hαβ(x) = λβ(x)gαβ(x)λ
−1
α (x).Se a relação (36) se veri�
a diz-se que os 
o
i
los {gαβ} e {hαβ} são 
ohomólogose podemos de�nir o 
onjunto de 
lasses de equivalên
ia

Ĥ1
{Uα}

(X;G)
def
= {gαβ 
o
i
lo }/ ∼ .Se V é um re�namento de U , há uma apli
ação natural

Ĥ1
U (X;G)→ Ĥ1

V(X;G)e de�nimos o 
onjunto de 
lasses de 
ohomologia de �e
h de X 
om 
oe�
ientesem G pela fórmula
Ĥ1(X;G) = colimU Ĥ

1
U (X;G).A dis
ussão anterior dá-nos assim uma primeira solução do problema de 
lassi-�
ação de �brados sobre um espaço X.Teorema 8.6. Seja G um grupo topológi
o e F um G-espaço efe
tivo. O 
onjuntodas 
lasses de isomor�smo de �brados 
om grupo estrutural G e �bra típi
a F sobre

X está em 
orrespondên
ia biunívo
a 
om o 
onjunto
Ĥ1(X;G).Note-se que a 
lassi�
ação depende apenas do grupo estrutural e não da �bra
onsiderada. De fa
to, há uma �bra de 
erta forma "universal" - o próprio grupo

G 
om a a
ção dada pela multipli
ação à esquerda, e qualquer �brado determina eé determinado por um �brado deste tipo da forma que agora des
revemos.De�nição 8.7. Um �brado 
om grupo estrutural G diz-se prin
ipal se a �bra típi
aé G e a a
ção de G sobre a �bra é a multipli
ação G×G→ G de G.Usaremos a notação abreviada ξ = {p : E → B,G} para um �brado prin
ipal.Proposição 8.8. Se ξ = {p : E → B,G} é um �brado prin
ipal, G age livrementeà direita em E e p identi�
a-se naturalmente 
om a apli
ação quo
iente E → E/Gdesta a
ção.



144 GUSTAVO GRANJAProof. Sejam φα : Uα × G → p−1(Uα) e φβ : Uβ × G → p−1(Uβ) trivializaçõeslo
ais. Há uma a
ção de G à direita em p−1(Uα) dada por
φα(x, h) · g = φα(x, hg).Se x ∈ Uα ∩ Uβ temos

φ−1
β φα(x, hg) = (x, gαβ(x)hg) = φ−1

β φα(x, h) · g,e portanto esta a
ção está bem de�nida em E. Claramente trata-se de uma a
çãolivre. Lo
almente a apli
ação p é um produto e portanto uma apli
ação quo
iente.Sendo a a
ção de G transitiva em 
ada �bra 
on
lui-se que p−1(Uα)/G ≃ Uα, eportanto E/G ≃ B. �Na realidade, não há na práti
a grande distinção entre �brados prin
ipais ea
ções livres de grupos topológi
os.De�nição 8.9. Seja X um G-espaço, x ∈ X e Gx = {g ∈ G : g ·x = x} o grupo deisotropia do ponto x. Uma fatia para a a
ção de G em x é um Gx-espaço S ⊂ Xtal que a apli
ação62
G×Gx S

a
−→ Xde�nida pela a
ção

a([g, s]) = g · sé um homeomor�smo sobre um aberto de X.A de�nição anterior foi feita para uma a
ção de G à esquerda mas é óbvio
omo modi�
á-la para uma a
ção à direita. Note-se aliás que as a
ções à direitae à esquerda estão em 
orrespondên
ia bije
tiva natural via o antiautomor�smo
anóni
o g 7→ g−1 do grupo em questão.Proposição 8.10. Seja X um espaço 
om uma a
ção livre à direita do grupotopológi
o G. A apli
ação quo
iente X → X/G é um G-�brado prin
ipal sse aa
ção de G em X tem uma fatia em 
ada ponto.Proof. Exer
í
io. �Em 
ondições normais, existem fatias para a
ções.Teorema 8.11 (Palais). Seja G um grupo de Lie e X um espaço 
ompletamenteregular63. Se G age em X e para 
ada x ∈ X existe uma vizinhança U de x tal queo 
onjunto {g ∈ G : g · U ∩ U 6= ∅} tem fe
ho 
ompa
to em G, então existe umafatia para a a
ção de G em 
ada ponto x ∈ X.Proof. Ver [Pa℄. �Nota 8.12. Note-se que a 
ondição sobre G no teorema anterior é automáti
a se
G é 
ompa
to (nesse 
aso o Teorema a
ima deve-se a Mostow). A demonstração doTeorema anterior para grupos de Lie 
ompa
tos e para a
ções livres é mais simplese deve-se a Gleason [Gl℄.Para F um G-espaço 
om a
ção efe
tiva, vamos agora estabele
er uma 
orre-spondên
ia bije
tiva entre 
lasses de isomor�smo de G-�brados prin
ipais e G-�brados 
om �bra típi
a F .62Re
orde que G ×H S

def
= G × S/ ∼ onde (gh, s) ∼ (g, hs) para h ∈ H.63Re
orde-se que um espaço é 
ompletamente regular se é Hausdor� e dado x ∈ X, F ⊂ Xfe
hado 
om x 6∈ F existe f : X → [0, 1] 
ontínua 
om f(F ) = 0 e f(x) = 1.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 145Proposição 8.13. Seja ξ = (p : E → B,G) um �brado prin
ipal e F um G-espaço.Seja K = {g ∈ G : g · x = x para todo o x ∈ X}. A apli
ação
q : E ×G F → Bde�nida pela expressão
q([e, y]) = p(e)de�ne um �brado ξ[F ] 
om grupo de estrutura G/K e �bra F 
hamado o �bradoasso
iado a ξ 
om �bra F . Se U = {Uα} é uma 
obertura que trivializa ξ, en-tão U trivializa também ξ[F ] e as funções de transição de ξ[F ] obtêm-se das de ξ
ompondo-as 
om o homomor�smo G→ G/K.Proof. Sejam φα : : Uα ×G→ p−1(Uα) trivializações lo
ais de ξ e

gαβ : Uα ∩ Uβ → Gas apli
ações de transição 
orrespondentes. Notando que há um homeomor�smo
anóni
o
G×G F = Fde�nido pela expressão [(g, y)] 7→ gy, vemos que

ψα = φα ×G idF : (Uα ×G)×G F = Uα × F −→ p−1(Uα)×G F = q−1(Uα)são homeomor�smos preservando a proje
ção na base. As apli
ações
ψ−1
β ◦ ψα : Uα × F → Uβ × Fé então dada pela expressão

(x, y) 7→ ψ−1
β ([φα(x, 1), y]) = [(x, gαβ(x)1), y] = (x, gαβ(x)y).pelo que as apli
ações de transição de q 
oin
idem 
om as do �brado ξ e em par-ti
ular são 
ontínuas. �Uma boa maneira de pensar no �brado asso
iado ξ[F ] é "o �brado 
om as mesmasapli
ações de transição que ξ e �bra F" embora isto só seja exa
to, se a a
ção de

G em F é efe
tiva.Re
ipro
amente, podemos asso
iar um �brado prin
ipal a qualquer �brado 
om�bra G. A maneira "livre de 
oordenadas" de fazer isto é a seguinte. Seja ξ = {p :
E → B,F,G} um �brado e τ = {F → ∗, F,G} o �brado (trivial) sobre um ponto.Para 
ada x ∈ B, o 
onjunto Iso(F, Fx) dos mor�smos de �brados

F

��

// E

��
∗

x // Binduzindo a in
lusão do ponto x na base é um torsor64 sobre G. O 
onjunto detodos os mor�smos de �brados
Hom(τ, ξ) ⊂ T op(F,E)dispõe de uma topologia natural (a topologia de subespaço determinada pela topolo-gia 
ompa
ta-aberta em T op(F,E), e há uma proje
ção natural

Hom(τ, ξ)→ B64Estamos a usar aqui a efe
tividade da a
ção.



146 GUSTAVO GRANJAde�nida por
f 7→ f(∗) ∈ B.Proposição 8.14. Seja ξ = {p : E → B,F,G} um �brado. Se a topologia
ompa
ta-aberta em T op(F, F ) induz a topologia de G e B é lo
almente 
ompa
toe Hausdor�65, então

q : Hom(τ, ξ)→ Bé um G-�brado prin
ipal, 
hamado o �brado prin
ipal asso
iado a ξ. Se U = {Uα}é uma 
obertura trivializante para ξ, U é também uma 
obertura trivializante para
q e as apli
ações de transição dos dois �brados 
oin
idem.Proof. Exer
í
io. �Novamente, o �brado asso
iado é portanto "o �brado prin
ipal 
om as mesmasfunções de transição que ξ".Nota 8.15. Se a 
ondição sobre a topologia de G e B não se veri�
ar, podemos àmesma 
onstruir um �brado prin
ipal usando uma 
obertura trivializante para ξ eas funções de transição de ξ, e 
hamamos então a este �brado o �brado prin
ipalasso
iado a ξ.Exemplo 8.16. Se ξ = {p : E → B,Rn, GL(n; R)} é um �brado ve
torial e x ∈ Btemos

Iso(Rn,Rnx) = { Referen
iais na �bra p−1(x)}uma vez que os isomor�smos lineares entre Rn e um espaço ve
torial V se identi�
am
anoni
amente 
om os referen
iais em V . É fá
il ver que a topologia usual de
GL(n; R) é a topologia induzida pela topologia 
ompa
ta-aberta em T op(Rn,Rn).O �brado prin
ipal asso
iado a ξ 
hama-se usualmente o �brado dos referen
iais.Exer
í
io 8.17. Seja ξ = {p : E → B,F,G} um �brado e η o �brado prin
ipalasso
iado. Mostre que há um isomor�smo 
anóni
o

η[F ] = ξ.O seguinte resultado é uma 
onsequên
ia imediata do exer
í
io anterior e dasde�nições.Corolário 8.18. Dois �brados ξi = {pi : Ei → B,F,G} 
om i = 1, 2 são isomorfossse os �brados prin
ipais asso
iados ηi são isomorfos.Este resultado diz-nos portanto que o problema de 
lassi�
ação de �brados sereduz ao problema de 
lassi�
ação de �brados prin
ipais.Vamos agora 
onsiderar a fun
torialidade dos �brados relativamente ao grupoestrutural. O seguinte resultado é 
laro.Lema 8.19. Seja φ : H → G um homomor�smo 
ontínuo de grupos topológi
ose ξ = {p : E → B,H} um �brado prin
ipal. Considerando a a
ção de H em Gdeterminada pelo homomor�smo, ξ[G] é um G-�brado prin
ipal.Note-se que as funções de transição de ξ[G] se obtêm das de ξ apli
ando ohomomor�smo φ.65Ou se usarmos uma 
ategoria 
onveniente de espaços topológios de modo a que a adjunção
T op(X,T op(Y, Z)) = T op(X × Y, Z) seja válida sem restrições.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 147De�nição 8.20. Seja φ : H → G um homomor�smo 
ontínuo, ξ = {p : E →
B,F,G} um �brado e ξ′ o seu G-�brado prin
ipal asso
iado. Uma H-estrutura66em ξ é uma es
olha de um H-�brado prin
ipal η e um isomor�smo ηξ′ ≃ η[G]. No
aso em que φ é a in
lusão de um subgrupo de G, se ξ admite uma H-estruturadiz-se que ξ admite uma redução do grupo de estrutura a H.Em termos das funções de transição, uma H-estrutura é a fa
torização dasfunções de transição de ξ através do homomor�smo H → G para alguma es
olhade trivialização. Em parti
ular, se H < G, ξ admite uma redução ao grupo deestrutura H se existe uma trivialização lo
al de ξ 
ujas funções de transição tomamvalores no subgrupo H. Note-se ainda que, por de�nição, um G-�brado admiteuma H-estrutura sse o G-�brado prin
ipal asso
iado admite uma H-estrutura. Fi-nalmente, observe-se que uma redução do grupo de estrutura ao subgrupo trivial épre
isamente uma trivialização do �brado em questão.Exemplo 8.21. Seja ξ = {p : E → B,Rn, GL(n; R)} um �brado ve
torial. Umaredução do grupo de estrutura a GL+(n; R) identi�
a-se 
om uma es
olha de ori-entação.De fa
to, se U ∈ Hn(E,E \ 0; Z) é uma orientação, e es
olhidas trivializaçõeslo
ais

φα : Vα × Rn → p−1(Vα)podemos (multipli
ando-as se ne
essário por uma matrix de determinante −1 em
ada 
omponente 
onexa dos Vα) obter novas trivializações ψα tal que ψ∗
α(U) é aorientação 
anóni
a. As apli
ações de transição para os ψα tomarão então valoresem GL+(n; R).Re
ipro
amente, uma redução do grupo de estrutura a GL+(n; R) determinauma orientação: se ψα são trivializações lo
ais 
om apli
ações de transição em

GL+(n; R), então as orientações 
anóni
as em Uα de Vα × Rn determinam orien-tações
ψ−1∗(Uα) ∈ Hn(p−1(Vα), p−1(Vα) \ 0; Z)que pela Proposição 6.99 
oin
idem nas interse
ções p−1(Vα ∩ Vβ) e portanto (
on-forme a demonstração da Proposição 6.100) determinam uma orientação U ∈

Hn(E,E \ 0; Z).Exemplo 8.22. No Exemplo 8.2(ii) vimos essen
ialmente que um �brado ve
torialadmite uma redução do grupo de estrutura a O(n) sse admite uma métri
a.Exer
í
io 8.23. Mostre que um �brado ve
torial ξ admite uma redução ao grupo
GL(n; C) ⊂ GL(n; R) sse existe um automor�smo J : ξ → ξ 
om J2 = − idξ. Tal
J 
hama-se uma estrutura 
omplexa em ξ.Dado um �brado ξ = {p : E → B,F,G} es
revemos

Γ(ξ)
def
= {s : B → E | ps = idB}para o espaço das se
ções (
ontínuas) de ξ.Proposição 8.24. Seja ξ = {p : E → B,G} um �brado prin
ipal e F um G-espaço.Há uma bije
ção 
anóni
a

Γ(ξ[F ]) = {f : E → F | f(e · g) = g−1 · f(e)}66Mais pre
isamente devia 
hamar-se a isto uma φ-estrutura, mas deixamos o homomor�smo
φ implí
ito.



148 GUSTAVO GRANJAProof. Seja f : E → F uma apli
ação satisfazendo f(e · g) = g−1 · f(e). Então aapli
ação
S : E → E ×G Fde�nida por
S(e) = [e, f(e)]é 
ontínua e satisfaz S(eg) = S(e). Uma vez que B é o espaço quo
iente de E pelaa
ção de G, S determina uma apli
ação 
ontínua s : B → E×GF , que é 
laramenteuma se
ção.Re
ipro
amente, seja q : E ×G F → B a proje
ção de ξ[F ]. Um 
onjunto detrivializações lo
ais

φα : Uα ×G→ p−1(Uα)
om funções de transição gαβ(x) determina um 
onjunto de trivializações lo
ais
ψα : Uα × F → q−1(Uα)
ujas funções de transição são ainda gαβ(x). 67 Uma se
ção

s : B → E ×G Fé determinada em termos das trivializações lo
ais por apli
ações
x 7→ (x, sα(x)) ∈ Uα × Fsatisfazendo
gαβ(x)sα(x) = sβ(x)Lo
almente podemos de�nir uma apli
ação

Uα ×G
fα
−→ Fpela equação

fα(x, g) = g−1sα(x).Como
fβ(x, gαβ(x)g) = g−1gβα(x)sβ(x) = g−1sα(x),estas funções determinam uma função f : E → G e 
laramente f(ge) = g−1f(e)uma vez que esta igualdade é satisfeita pelos fα.É fá
il veri�
ar que as 
orrespondên
ias de�nidas a
ima são inversas o que 
on
luia demonstração. �Teorema 8.25. Seja ξ = {p : E → B,G} um �brado prin
ipal, e H < G umsubgrupo fe
hado. Então ξ admite uma redução ao grupo de estrutura H sse ξ[G/H]admite uma se
ção. Em parti
ular, ξ é trivial sse admite uma se
ção.Proof. Suponhamos que ξ admite uma redução do grupo de estrutura a H. Entãoexiste uma trivialização de ξ sobre uma 
obertura aberta {Uα} de B

φα : Uα ×G→ p−1(Uα)
om apli
ações de transição
gαβ : Uα ∩ Uβ → H.Temos trivializações lo
ais para ξ[G/H] = {q : E ×G G/H,G/H,G}

ψα : Uα ×G/H → q−1(Uα)67Mais pre
isamente as funções de transição são a 
omposta de gαβ(x) 
om a proje
ção de Gno seu quo
iente que é o grupo de estrutura do �brado ξ[F ].
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ψα(x, gH) = [φα(x, g), eH]As apli
ações de transição para estas trivializações lo
ais são as mesmas, e uma vezque H age trivialmente em G/H, a se
ção de�nida por
s(x) = ψα(x, eH) se x ∈ Uαestá bem de�nida.Re
ipro
amente, se s é uma se
ção, então pela Proposição 8.24 existe uma apli-
ação f : E → G/H tal que f(eg) = g−1f(e). É fá
il veri�
ar que
p|f−1(eH) : f

−1(eH)→ Bé um H-�brado prin
ipal η e que há um isomor�smo 
anóni
o η[G] ≃ ξ dado por
(e, g) 7→ eg.e portanto ξ admite uma redução do grupo de estrutura a H. �Na realidade, 
om de�nições 
onvenientes vê-se que o espaço das reduções degrupo de estrutura se identi�
a 
om o espaço das se
ções (exer
í
io).Exemplo 8.26. Seja Q ⊂ Rn

2 o espaço das matrizes simétri
as de�nidas positivas(isto é o espaço das métri
as em Rn). Qualquer matriz não singular A ∈ GL(n; R)admite uma de
omposição polar úni
a
A = BConde B ∈ Q e C ∈ O(n). É fá
il veri�
ar que a apli
ação

Q×O(n)→ GL(n; R)determinada pelo produto é um homeomor�smo (na realidade, um difeomor�smo).Con
lui-se que
GL(n; R)/O(n) ≃ Qé 
ontrá
til (note-se que Q é 
onvexo). Portanto não há qualquer obstrução àexistên
ia de um �brado 
om se
ção GL(n; R)/O(n) e pelo Teorema 8.25 vemosque qualquer �brado 
om grupo estrutural GL(n; R) admite uma redução do grupode estrutura a O(n).Exemplo 8.27. O espaço das estruturas 
omplexas em R2n é o subespaço {J ∈

GL(2n,R) : J2 = − id}. GL(2n,R) age transitivamente neste espaço 
om grupo deisotropia GL(n; C) < GL(2n; R) pelo que o espaço das estruturas 
omplexas podeidenti�
ar-se 
om o espaço homogéneo
GL(2n,R)/GL(n,C).Dado um �brado ve
torial η 
om �brado prin
ipal asso
iado ξ, as se
ções do �brado

ξ[GL(2n,R)/GL(n,C)] identi�
am-se naturalmente 
om estruturas 
omplexas no�brado η 
onforme o Exer
í
io 8.23.Terminamos esta se
ção 
om um 
orolário do Teorema 8.25 que será utilizadona se
ção seguinte sobre a 
lassi�
ação de �brados.



150 GUSTAVO GRANJACorolário 8.28. Sejam ξi = {pi : Ei → Bi, G} 
om i = 1, 2 �brados prin
ipais.Há uma bije
ção 
anóni
a
Hom(ξ1, ξ2) = Γ(ξ1[E2])entre os mor�smos de �brados entre ξ1 e ξ2 e as se
ções do �brado asso
iado a ξ1
om �bra E2 em que a a
ção (à esquerda) de G sobre E2 é de�nida por g·x def

= x·g−1.Proof. Um mor�smo f : ξ1 → ξ2 é pre
isamente uma apli
ação G-equivariante
f : E1 → E2. Pela Proposição 8.24 estas identi�
am-se 
om se
ções do �brado
ξ1[E2]. �Classi�
ação de �brados. O nosso obje
tivo seguinte é expli
ar que o fun
tor
ontravariante

KG : T op→ Setque asso
ia a um espaço X o 
onjunto
KG(X) = {
lasses de isomor�smo de G-�brados prin
ipais sobre X}e uma apli
ação 
ontínua f a função de�nida pelo pullba
k de �brados por f sefa
toriza pela relação de homotopia e é um fun
tor representável na 
ategoria dehomotopia. Para que esta a�rmação seja verdadeira é ne
essário restringir a 
lassede �brados que 
onsideramos. 68De�nição 8.29. Um �brado diz-se enumerável se é trivializável sobre uma 
ober-tura enumerável69 da base.Teorema 8.30. Seja ξ = {p : E → B,F,G} um �brado enumerável e f, g : A→ Bapli
ações homotópi
as. Então f∗(ξ) ≃ g∗(ξ).Proof. Basta-nos mostrar que se η é um G-�brado sobre A× [0, 1], e ik : A× k →

A× [0, 1] 
om k = 0, 1 denotarem as in
lusões, então(37) η ≃ π∗
1(i∗1(η)).Pois nesse 
aso, sendo H : A→ [0, 1] uma homotopia entre f e g temos

f∗(ξ) = i∗0H
∗(ξ) ≃ i∗0π

∗
1i

∗
1H

∗(ξ) = i∗1H
∗(ξ) = g∗(ξ).Resta-nos portanto 
onstruir um mor�smo de �brados η → η 
obrindo i1 ◦ π1. A
onstrução é muito semelhante à usada na demonstração do Teorema 3.33.Começamos por mostrar que (37) é verdade lo
almente, isto é, que se η é um�brado enumerável sobre A× [0, 1] então existe uma 
obertura enumerável {Ui} de

A tal que a restrição de η a Ui × [0, 1] é trivial.Seja {Vα} uma 
obertura enumerável de A× [0, 1] tal que a restrição de η a 
ada
Vα é trivial e sejam φα : A×[0, 1]→ [0, 1] funções 
ontínuas tais que φ−1

α (]0, 1]) = Vα.Para 
ada n ∈ N e α = (α1, . . . , αn) de�nimos a função φα : A→ [0, 1] pela fórmula
φα(x) =

n∏

i=1

( min
t∈[ i−1

n
, i
n ]
φαi(x, t)).Estas apli
ações são 
ontínuas e es
revendo

Un = {φ−1
α (]0, 1])}68Esta restrição é uma questão té
ni
a que não tem qualquer importân
ia na práti
a.69Ver De�nição 3.30.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 151temos, pelo Lema 3.32(d) que
U = ∪nUnadmite um re�namento enumerável que 
ontinuaremos a denotar por U .Claramente se um �brado sobre U × [a, c] é trivial sobre U × [a, b] e U × [b, c]então é trivial, donde 
on
luímos que para 
ada Ui ∈ U , a restrição de η a Ui× [0, 1]é trivial. Sejam

hi : Ui × [0, 1]×G→ η|Ui×[0,1]isomor�smos e {ψi : A→ [0, 1]} uma partição da unidade subordinada à 
obertura
{Ui}. Vamos usar esta partição da unidade para 
ombinar os isomor�smos hi noisomor�smo desejado.Es
olhamos uma ordem total no 
onjunto dos índi
es i. Para 
ada i seja ti : A→
[0, 1] a função de�nida por

ti(a) =
∑

j<i

ψj(a)(
ontínua porque a soma é lo
almente �nita). Dada uma função 
ontínua s : A→
[0, 1] tal que s+ ψi ≤ 1, seja

Gs = {(a, t) : t ≥ s(a)} ⊂ A× [0, 1].Para 
ada i e 
ada função 
ontínua de�nimos o mor�smo de �brados
λi,s : η|Gs → η|Gs+ψipela expressão

λ(e) =

{

e se π1(p(e)) 6∈ Ui

hi(a,max{s(a) + ψi(a), t}, g) se a ∈ Ui e e = hi(a, t, g)Dado a ∈ A existe um aberto W que interse
ta apenas um número �nito deabertos Ui1 , . . . , Uik 
om i1 < . . . < ik. O isomor�smo pretendido λ : η → η|A×1 éde�nido sobre A× [0, 1] pela fórmula,
λ(e) = λik,tik ◦ . . . ◦ λi1,0(e).Fi
a 
omo exer
í
io veri�
ar que λ está bem de�nido e é 
ontínuo. �O resultado anterior diz-nos que um �brado enumerável ξ sobre B determinauma transformação natural de fun
tores 
ontravariantes(38) Tξ : [X,B]→ KG(X)de�nida por

Tξ(f) = f∗(ξ).De�nição 8.31. Um �brado ξ diz-se universal se Tξ é um isomor�smo natural.Nesse 
aso a base de ξ 
hama-se o espaço 
lassi�
ante do grupo G e denota-se por
BG. O espaço total do G-�brado prin
ipal universal denota-se por EG.Notemos que pelo argumento habitual (Lema de Yoneda), se um �brado universalexiste ele é úni
o a menos de isomor�smo e BG é úni
o a menos de equivalên
ia dehomotopia.De�nição 8.32. Um �brado prin
ipal ξ diz-se n-universal se a transformaçãonatural (38) é um isomor�smo para todos os �brados de dimensão ≤ n.
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o da base de um �brado∞-universal está bem de�nido. Tomando uma aproxi-mação 
elular podemos assumir que BG é um 
omplexo 
elular. Usaremos a mesmanotação
EG→ BGpara designar um �brado ∞-universal.O seguinte teorema dá um 
ritério muito útil para que um �brado prin
ipal seja

n-universal.Teorema 8.33. Um �brado prin
ipal ξ = {p : E → B,G} é n-universal sse
πk(E) = 0 para todo o k ≤ n.Proof. Seja ξ = {p : E → B,G} um �brado 
om πk(E) = 0 para k ≤ n. Vejamosque ξ é n-universal. Seja X um 
omplexo 
elular de dimensão ≤ n e η um G-�bradoprin
ipal sobre X. Pelo Corolário 8.28, dar um mor�smo de �brados prin
ipais
ξ → η equivale a dar uma se
ção de η[E]. Como πk(E) = 0 para k ≤ n e X temdimensão ≤ n, não há obstruções à existên
ia de uma se
ção. Isto mostra que aapli
ação (38)

Tξ : [X,B]→ KG(X)é sobreje
tiva. Para ver que é inje
tiva, sejam f, g : X → B apli
ações 
ontínuas,
η0 = f∗(ξ) e η1 = g∗(ξ), e ϕ : η0 → η1 um isomor�smo. Consideremos o �bradosobre X × [0, 1]

η = f∗(ξ)× [0, 1] = π∗(f∗(ξ))onde π : X × [0, 1] → X designa a proje
ção. Sendo F : η0 → ξ e G : η1 → ξ asapli
ações de �brados que 
obrem f e g respe
tivamente, temos um mor�smo:
f∗(ξ)× {0, 1}

��

F
`
G◦ϕ−1

// ξ

p

��
X × {0, 1}

f
`
g // Bque, pelo Corolário 8.28 
orresponde a uma se
ção s de η[E] sobre X×{0, 1}. Umavez que dimX ≤ n, e πk(E) = 0 para k ≤ n, não há qualquer obstrução a prolongaresta se
ção a X×[0, 1]. Este prolongamento 
orresponde a um mor�smo de �brados

η → ξque 
obre uma homotopia entre f e g, o que mostra que Tξ é inje
tiva.Finalmente suponhamos que ξ = {p : E → B,G} é n-universal. Tendo em 
ontaa identi�
ação entre mor�smos e se
ções, vemos que todas as se
ções de um �bradotrivial {π1 : Sk × E → Sk, G,E} sobre Sk são homotópi
as para k ≤ n. Mas umatal se
ção 
orresponde de forma natural a uma apli
ação Sk → E e portanto istoa
onte
e sse πk(E) = 0 para k ≤ n. �De a
ordo 
om o resultado anterior, para determinar um �brado n-universalbasta, essen
ialmente, a
har um espaço n-
onexo 
om uma a
ção livre de G. Antesde vermos alguns exemplos vejamos algumas 
onsequên
ias do Teorema anterior.Proposição 8.34. Há uma equivalên
ia de homotopia fra
a entre G e ΩBG.
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ontrá
til, o diagrama
PBG

π
##G

GG
GG

GG
GG

∗ // EG

p
||yy

yy
yy

yy

BG
omuta a menos de homotopia. Uma vez que a apli
ação p é uma �bração, a pro-priedade do levantamento das homotopias permite substituir a apli
ação 
onstante
∗ por uma apli
ação de �brações f : PBG → BG. Pela su
essão exa
ta longa dehomotopia, f induz uma equivalên
ia fra
a entre as �bras ΩBG e G. �Proposição 8.35. Seja G um grupo topológi
o e H < G um subgrupo tal que
G→ G/H é um �brado70. Então se ξ = {EG→ BG,G} é um �brado ∞-universal,

ξ[G/H] = {EG→ EG/H,H}é um �brado ∞-universal. Em parti
ular há uma su
essão de �bração natural
G/H → BH → BG.Proof. Exer
í
io. �Exemplo 8.36 (O �brado universal 
om grupo O(k) e GL(k)). Seja Vk,n a var-iedade de Stiefel dos k-referen
iais ortonormais em Rn. Assim,

Vk,n = {(v1, . . . , vk) ∈ (Rn)k : vi · vj = 0 para i 6= j, ‖vi‖ = 1}.O grupo ortogonal O(n) age transitivamente em Vk,n, e sendo {ei} a base 
anóni
ade Rn, o grupo de isotropia de
(e1, . . . , ek) ∈ Vk,né o subgrupo O(n− k) ⊂ O(n) 
om in
lusão determinada pela in
lusão de Rn−k ⊂

Rn nas últimas 
oordenadas. Temos portanto uma bije
ção 
ontínua
O(n)/O(k)→ Vk,nque é ne
essariamente um homeomor�smo. Há uma a
ção natural de O(k) em Vk,n
orrespondendo às mudanças de base no k-plano determinado por um referen
ial,que é 
laramente livre. Não é difí
il ver (exer
í
io) que há uma fatia para estaa
ção71 e logo

Vk,n → Gk,n
def
= Vk,n/O(k)é um O(k)-�brado prin
ipal. O espaço Gk,n 
hama-se a variedade de Grassmanndos k-planos em Rn.Note-se que para k = 1, temos V1,n = Sn−1, O(1) = Z/2 e G1,n = RPn−1.As su
essões exa
tas longas das �brações

O(n)→ O(n+ 1)→ V1,n+1 = Snmostram que as in
lusões
O(n)→ O(n+ 1)70G → G/H é um �brado sse a a
ção de H em G por transla
ção à esquerda admite uma fatia.Por exemplo, se G é um grupo de Lie, esta 
ondição é equivalente a H ser um subgrupo fe
hado- o que é sempre uma 
ondição ne
essária.71Isto é também uma 
onsequên
ia de O(k) ser um grupo de Lie 
ompa
to 
onforme a Nota8.12.
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ias. Con
lui-se que O(n − k) → O(n) é uma (n − k − 1)-equivalên
ia e portanto, que
Vk,n = O(n)/O(n− k)é (n− k − 1)-
onexo. Do Teorema 8.33 
on
lui-se que
Vk,n+k+1 → Gk,n+k+1é um O(k)-�brado n-universal. Tomando o limite quando n→∞ obtemos o O(k)-�brado universal

Vk,∞ → Gk,∞dos k-referen
iais ortonormados em R∞ sobre o espaço dos k-planos em R∞. Ouseja, 
om a notação a
ima, temos
EO(k) = Vk,∞ BO(k) = Gk,∞.O Exemplo 8.26 sugere que não há qualquer diferença entre 
lassi�
ação de �bra-dos 
om grupo estrutural O(k) ou GL(k) e esse é de fa
to o 
aso. Podemos repetirtoda a 
onstrução a
ima usando referen
iais em vez de referen
iais ortonormados.Sendo V k,n ⊂ Rnk o espaço dos k-referen
iais em Rn, GL(k) age livremente em

V k,n 
om quo
iente Gk,n. É fá
il ver dire
tamente que esta a
ção admite umafatia em 
ada ponto (estamos também nas 
ondições do Teorema 8.11) e portantoo Teorema 8.33 garante que
V k,∞ → Gk,∞é o GL(k)-�brado universal. Assim,

BGL(k) ≃ BO(k).Alternativamente, podíamos deduzir a equivalên
ia da Proposição 8.35 e do fa
tode GL(k)/O(k) ser 
ontrá
til.Note-se que o �brado 
om �bra Rk asso
iado a estes �brados universais é iso-morfo ao �brado tautológi
o que tem por �bra sobre S ∈ Gk,∞ o próprio subespaçove
torial S ⊂ Rinfty e que portanto este �brado é o �brado ve
torial universal nosentido óbvio.O 
aso parti
ular k = 1 do exemplo anterior mere
e um destaque parti
ular.Um �brado ve
torial 
om �bra R 
hama-se um �brado linha real. De a
ordo 
omo exemplo anterior, o espaço 
lassi�
ante para os �brados linha reais é G1,∞ ≃
RP∞ ≃ K(Z/2, 1). Atendendo ao Teorema 7.7 dar um �brado linha real sobre
X equivale a dar uma 
lasse de 
ohomologia x ∈ H1(X; Z/2), nomeadamente opullba
k do gerador de H1(RP∞; Z/2) pela 
lasse de homotopia

f : X → K(Z/2, 1)que 
lassi�
a o �brado linha em questão. Esta 
lasse 
hama-se a 
lasse de Stiefel-Whitney do �brado linha real ξ e nota-se w1(ξ). Temos portanto o seguinte resul-tado.Teorema 8.37. Seja X um 
omplexo 
elular. A apli
ação
w1 : KO(1)(X)→ H1(X; Z/2)que asso
ia a um �brado linha real a sua 
lasse de Stiefel-Whitney é uma bije
ção.
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orolário do Teorema de Peter-Weyl [BtD℄, que qualquer grupode Lie 
ompa
to K admite uma representação �el de dimensão �nita. Equivalen-temente, existe um homomor�smo inje
tivo
K → O(n)para algum n, que realiza K 
omo um subgrupo fe
hado de um grupo ortogonal. AProposição 8.35 garante então que

Vn,∞ → Vn,∞/Ké um K-�brado universal, isto é, BK = Vn,∞/K.Exer
í
io 8.39. Enun
ie e demonstre resultados análogos aos do Exemplo 8.36para �brados 
om grupo estrutural U(n), GL(n; C), Sp(n) e GL(n; H).Novamente o 
aso do grupo U(1) ou GL(1; C) mere
e destaque. Um �brado 
omeste grupo de estrutura e �bra C 
hama-se um �brado de linha 
omplexo. O espaço
lassi�
ante destes �brados é
CP∞ = K(Z, 2).Sendo a ∈ H2(CP∞; Z) um gerador, podemos asso
iar a 
ada �brado linha 
om-plexo ξ, 
lassi�
ado por uma 
lasse de homotopia f : X → K(Z, 2) uma 
lasse de
ohomologia
c1(ξ)

def
= f∗(a)
hamada a 
lasse de Chern de ξ e novamente temos o seguinte resultado.Teorema 8.40. Seja X um 
omplexo 
elular. A apli
ação

c1 : KU(1)(X)→ H2(X; Z)que asso
ia a um �brado linha 
omplexo a sua 
lasse de Chern é uma bije
ção.Exemplo 8.41 (Revestimentos regulares). Seja G um grupo dis
reto. Um �bradoprin
ipal 
om grupo de estrutura G e espaço total 
onexo por ar
os é pre
isamenteo que se 
hama um revestimento regular72. Pela 
lassi�
ação dos revestimentos,um revestimento regular sobre um espaço de base 
onexo por ar
os X 
orrespondea um subgrupo normal de N ⊳ π1(X, ∗) 
om quo
iente
π1(X, ∗)/N ≃ G.Um tal homomor�smo sobreje
tivo 
orresponde pre
isamente a uma 
lasse de 
on-jugação (em G) de homomor�smos sobreje
tivos
π1(X, ∗)→ G.Se o espaço total do �brado prin
ipal 
om grupo de estrutura G não é 
onexo,es
olhendo uma 
omponente 
onexa, obtemos um subgrupo de H < G que agetransitivamente nas �bras dessa 
omponente 
onexa, e é fá
il ver que tais revesti-mentos 
orrespondem biunivo
amente a 
lasses de 
onjugação de homomor�smos
π1(X, ∗)→ G
om imagem um subgrupo 
onjugado a H. Assim, em geral, obtemos a seguinte re-lação para um espaço X 
onexo por ar
os (e semi-lo
amente simplesmente 
onexo):

[X,BG] ≃ Hom(π1(X, ∗), G)/
onjugação.72Re
orde que um revestimento se diz regular se o grupo de transformações do revestimentoage transitivamente nas �bras.
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í
io 8.42. Mostre que se X é um 
omplexo 
elular
[X,K(G, 1)]∗ = Hom(π1(X), G).A 
onstrução de Milnor. Vamos agora dar a primeira 
onstrução geral de um es-paço 
lassi�
ante para um grupo topológi
o, que se deve a John Milnor. Começamospor re
ordar que a junção de dois espaços X, Y é o quo
iente
X ∗ Y = (X × [0, 1]× Y )/ ∼onde ∼ é a relação de equivalên
ia gerada por

(x, 0, y) ∼ (x′, 0, y) e (x, 1, y) ∼ (x, 1, y′).A maneira de pensar em X ∗ Y é 
omo "as 
ombinações 
onvexas de pontos de Xe Y ", e é 
ostume es
rever
tx+ (1− t)y = [(x, t, y)].Exemplo 8.43. Consideremos as esferas unitárias Sn ⊂ Rn+1 e Sm ⊂ Rm+1mergulhadas em Rn+m+2 pela in
lusão das primeiras, e últimas 
oordenadas re-spe
tivamente. A proje
ção radial

tx+ (1− t)y 7→
tx+ (1− t)y

‖tx+ (1− t)y‖determina um homeomor�smo
Sn ∗ Sm ≃ Sn+m+1.Exer
í
io 8.44. Mostre que X ∗ Y tem o mesmo tipo de homotopia ΣX ∧ Y .Sugestão: ΣX ∧ Y é um quo
iente de X ∗ Y .Vamos pre
isar de 
onsiderar junções iteradas de vários espaços. Um ponto em

X1 ∗ . . . Xn é representado por uma 
ombinação linear formal
n∑

i=1

tixi
om xi ∈ Xi, ti ∈ [0, 1] e ∑n
i=1 ti = 1.De�nição 8.45. Seja G um grupo topológi
o. De�ne-se
EG = colimn

n
︷ ︸︸ ︷

G ∗ . . . ∗Gonde as in
lusões são dadas pela expressão
n∑

i=1

tigi 7→
n∑

i=1

tigi + 0g.O grupo G age à direita em EG de forma natural pela fórmula
(

n∑

i=1

tigi

)

· g =
n∑

i=1

ti(gi · g)e es
reve-se
BG = EG/Gpara o espaço quo
iente por esta a
ção.



NOTAS DE TEORIA DE HOMOTOPIA 157Para 
ada i ∈ N temos uma função
ti : EG→ [0, 1]de�nida por
ti(
∑

j=1

sjgj) = sique é 
ontínua por de�nição da topologia em EG. Designando por Ui os abertos
Ui = t−1

i (]0, 1]) ⊂ EGtemos ainda para 
ada i uma função
xi : Ui → Gde�nida pela expressão

xi(
∑

j=1

sjgj) = gi.Não é difí
il veri�
ar que a topologia em EG é a topologia ini
ial determinada pelasfunções ti e gi, no sentido em que f : EG→ Y é 
ontínua sse ti ◦ f são 
ontínuas eas funções xi ◦ f são 
ontínuas no seu domínio (exer
í
io).Note-se que a a
ção de G em EG da De�nição 8.45 é 
laramente livre, e a
ara
terização da topologia de EG dada no parágrafo anterior mostra que se tratade uma a
ção 
ontínua.Teorema 8.46 (Milnor). A apli
ação
π : EG→ BGé um G-�brado prin
ipal universal.Proof. Para 
ada k temos

πk(EG) = colimn πk(

n
︷ ︸︸ ︷

G ∗ . . . ∗G = 0uma vez que a junção iterada de n 
ópias de G é (n−1)-
onexa pelo Exer
í
io 8.44.Tendo em 
onta o Teorema 8.33, resta-nos portanto mostrar que a apli
ação π éum �brado prin
ipal enumerável.Sejam Vi = π(Ui) os abertos de BG determinados pelos abertos saturados Ui ⊂
EG. As apli
ações

φi : Vi ×G
φi
←− Uique invertem as apli
ações Ui → Vi ×G dadas pela fórmula

∑

tjgj 7→ ([
∑

tjgj ], gi)de�nem trivializações lo
ais. De fa
to, a 
ontinuidade é fá
il de veri�
ar, as apli-
ações são 
laramente equivariantes 
om respeito à a
ção 
anóni
a de G em Vi×Ge fa
ilmente se vê que as funções de transição
φij : Vi ∩ Vj → Gsão dadas pela expressão

φij(a) = xj(a)xi(a)
−1sendo portanto 
ontínuas.
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har uma partição de unidade subordinada à 
obertura {Vi} de BG.As funções ti : Ui → [0, 1] induzem funções 
ontínuas ti : Vi →]0, 1]. Se de�nirmos
wi : BG→ [0, 1] por

wi = max{0, ti −
∑

j<i

tj}é fá
il veri�
ar que
ϕi =

wi
∑

j wjé uma partição da unidade (lo
almente �nita) subordinada à 
obertura Vi. �Nota 8.47. Mostrámos apenas a universalidade da 
onstrução de Milnor para �-brados 
uja base é um 
omplexo 
elular, mas é possível demonstrar que se trata defa
to de um �brado universal no sentido mais geral da De�nição 8.32 (ver [Hu,Theorem 4.12.2℄).Exemplo 8.48. Se G = Z/2, a junção de n 
ópias de G identi�
a-se naturalmente
om Sn−1 e mediante esta identi�
ação, o gerador de Z/2 age via a apli
açãoantipodal. Assim,
EZ/2 = S∞ e BZ/2 = RP∞.Exer
í
io 8.49. Mostre que BS1 se identi�
a 
om CP∞.Note-se que a 
onstrução de BG dada a
ima é fun
torial. Se φ : G → H é umhomomor�smo 
ontínuo, temos uma apli
ação

Bφ : BG→ BH.Se φ é uma equivalên
ia fra
a, o mesmo su
ede 
om Bφ (pelas su
essões exa
taslongas das �brações universais). Por exemplo, as in
lusões
O(n) ⊂ GL(n,R) e U(n) ⊂ GL(n,C)são equivalên
ias fra
as, pelo que

BO(n) ≃ BGL(n; R) e BU(n) ≃ BGL(n,C).Algo que podíamos também 
on
luir do fa
to de qualquer �brado ve
torial real(respe
tivamente 
omplexo) admitir uma métri
a (respe
tivamente uma métri
ahermitiana) 
onforme o Exemplo 8.26.O efeito da apli
ação φ no �brado universal é apli
ar o homomor�smo φ àsfunções de transição, e portanto se f : X → BG 
lassi�
a um �brado sobre X, o H-�brado 
lassi�
ado por Bφ◦f é também o �brado obtido apli
ando o homomor�smoàs funções de transição. Em parti
ular temos o seguinte resultado.Proposição 8.50. Seja G→ H a in
lusão de um subgrupo. Um H-�brado prin
i-pal ξ sobre X 
lassi�
ado pela apli
ação f : X → BG admite uma redução do grupode estrutura sse existe uma fa
torização
BG

Bφ

��
X

==z
z

z
z f // BHUm outro resultado muito útil é o seguinte.
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1→ K → G→ H → 1uma su
essão exa
ta 
urta de grupos topológi
os (tal que a a
ção de K em G admiteuma fatia). Então
BK → BG→ BHé uma su
essão de �bração.Proof. Há uma apli
ação natural de BK para a �bra de homotopia de BG→ BHque é uma equivalên
ia fra
a pela su
essão exa
ta longa de homotopia uma vez queesta se identi�
a 
om a su
essão exa
ta de homotopia do �brado
K → G→ H.

�Exer
í
io 8.52. Mostre que BG×BH ≃ B(G×H).Exemplo 8.53. A su
essão exa
ta
SO(n)→ O(n)→ Z/2dá azo a uma su
essão de �bração

BSO(n) −→ BO(n)
w1−→ K(Z/2, 1)para uma 
erta 
lasse w1 ∈ H1(BO(n); Z/2) que se 
hama a primeira 
lasse deStiefel-Whitney. Note-se que esta 
lasse é não trivial uma vez que a 
omposta

BZ/2→ BO(n)→ BZ/2é a identidade.Tendo em 
onta a Proposição 8.50 isto signi�
a que um �brado ve
torial sobreum 
omplexo 
elular X 
lassi�
ado por
f : X → BO(n)admite uma orientação sse f∗(w1) = 0.Exer
í
io 8.54. Qual é o análogo do exemplo anterior para �brados ve
toriais
omplexos?Classes 
ara
terísti
as. Na se
ção anterior reduzimos o problema da 
lassi�
açãodos �brados ao 
ál
ulo de um 
onjunto de 
lasses de homotopia. Na práti
a nãoé fá
il 
al
ular estes 
onjuntos ex
epto nalgumas situações parti
ulares (
omo asdos Teoremas 8.37 e 8.40), e é ne
essário en
ontrar métodos que nos permitampelo menos distinguir �brados não isomorfos. O método mais bem su
edido é ode asso
iar aos �brados 
ertos invariantes 
ohomológi
os que se 
hamam 
lasses(de 
ohomologia) 
ara
terísti
as do �brado. Além de algumas generalidades sobre
lasses 
ara
terísti
as, nesta se
ção vamos apresentar as 
lasses 
ara
terísti
as maisutilizadas para �brados ve
toriais reais e 
omplexos - as 
lasses de Stiefel-Whitneye de Chern e estudar algumas das suas propriedades. A referên
ia 
anóni
a paraeste assunto é [MiS℄. O nosso tratamento é essen
ialmente o de [Hu℄.De�nição 8.55. Uma 
lasse 
ara
terísti
a de G-�brados 
om 
oe�
ientes em R éuma transformação natural

KG(X)→ H∗(X;R).



160 GUSTAVO GRANJAMais geralmente interessa 
onsiderar 
lasses 
ara
terísti
as 
om valores em teo-rias de 
ohomologia generalizadas mas não vamos ter o
asião de as 
onsiderar aqui.Pelo Lema de Yoneda o anel das 
lasses 
ara
terísti
as 
om 
oe�
ientes num anel
R identi�
a-se 
om o anel

H∗(BG;R).As 
lasses 
ara
terísti
as de �brados ve
toriais têm uma importân
ia parti
ularnas apli
ações. De a
ordo 
om a dis
ussão anterior, os anéis formados pelas 
lasses
ara
terísti
as de �brados ve
toriais são os anéis de 
ohomologia deBO(n) eBU(n),ou seja das Grassmannianas de planos de dimensão n em R∞ e C∞ respe
tivamente.Nos �brados ve
toriais há estrutura adi
ional nas 
lasses de isomor�smo de �bra-dos, dada pela soma dire
ta (também 
hamada soma de Whitney) e pelo produtotensorial. Em termos dos espaços 
lassi�
antes estas operações são dadas por 
lassesde homotopia
BO(n)×BO(m)

⊕
−→ BO(n+m) e BO(n)×BO(m)

⊗
−→ BO(nm),que 
lassi�
am a soma dire
ta e o produto tensorial dos �brados universais (ou tau-tológi
os) sobre BO(n) e BO(m) respe
tivamente. Analogamente para os �bradosve
toriais 
omplexos.No 
aso dos �brados linha, tomando n = m = 1 temos uma apli
ação

RP∞ × RP∞ ⊗
−→ RP∞.que 
orresponde a uma 
lasse de 
ohomologia em H1(RP∞ × RP∞; Z/2). Sendo

x ∈ H1(RP∞; Z/2) um gerador, temos
⊗∗(x) = a(x× 1) + b(1× x)para alguns a, b ∈ Z/2. A 
omposição de ⊗ 
om a in
lusão de 
ada um dos fa
toresem RP∞ × RP∞ é 
laramente a identidade, pelo que a = b = 1 donde se 
on
luique ⊗ 
lassi�
a a soma em H1(; Z/2).Proposição 8.56. A 
lasse de Stiefel-Whitney w1 : KO(1)(X) → H1(X; Z/2)identi�
a o produto tensorial de �brados de linha reais 
om a soma em 
ohomologia.Exer
í
io 8.57. Mostre que a 
lasse de Chern c1 identi�
a o produto tensorial de�brados linha 
omplexos sobre X 
om a soma em H2(X; Z).Exer
í
io 8.58. Mostre que a operação de tomar o �brado linha dual é o inversopara a operação produto tensorial e que no 
aso 
omplexo esta operação 
orrespondeainda à operação de 
onjugação.Vamos agora estudar as 
lasses de Stiefel-Whitney de �brados ve
toriais reais eas 
lasses de Chern para �brados ve
toriais 
omplexos. Na práti
a, o que se usapara efeitos de 
ál
ulo são 
ertos axiomas simples satisfeitos por estas 
lasses. Paraenun
iar estes axiomas é 
onveniente 
onsiderar que as 
lasses tomam valores nosanéis graduados
H∗(X;R) = ⊕∞

i=0H
i(X;R).Axiomas para as 
lasses de Stiefel-Whitney: A 
lasse de Stiefel-Whitney totalde um �brado ve
torial real ξ sobre X é uma 
lasse 
ara
terísti
a

w(ξ) = 1 + w1(ξ) + w2(ξ) + . . . wi(ξ) + . . . 
om wi(ξ) ∈ H
i(X; Z/2)que satisfaz(W0) wi(ξ) = 0 se i > dim ξ,
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o sobre RP 1, tem-se que w1(
gamma) 6= 0.(W2) w(ξ ⊕ η) = w(ξ)w(η).De forma inteiramente análoga temosAxiomas para as 
lasses de Stiefel-Whitney: A 
lasse de Chern total de um�brado ve
torial 
omplexo ξ sobre X é uma 
lasse 
ara
terísti
a
c(ξ) = 1 + c1(ξ) + c2(ξ) + . . . ci(ξ) + . . . 
om ci(ξ) ∈ H

2i(X; Z)que satisfaz(C0) ci(ξ) = 0 se i > dimC ξ,(C1) Sendo γ o �brado linha tautológi
o sobre CP 1, tem-se que c1(γ) é umgerador de H2(CP 1; Z).(C2) c(ξ ⊕ η) = c(ξ)c(η).Uma vez que o tratamento dos 
asos real e 
omplexo é inteiramente paraleloiremos tratar em detalhe apenas o 
aso real deixando o outro 
omo exer
í
io.Começamos por notar as seguintes 
onsequên
ias imediatas dos axiomas.Proposição 8.59. Designamos por Rn o �brado trivial de dimensão n.(i) w(Rn) = 1,(ii) w(ξ ⊕ R) = w(ξ),(iii) Se γ denotar o �brado linha tautológi
o sobre RP∞, tem-se que w1(γ) é ogerador de H1(RP∞; Z/2).Proof. (i) é uma 
onsequên
ia da naturalidade das 
lasses 
ara
terísti
as, uma vezque o �brado trivial é o pullba
k do �brado universal por uma apli
ação 
onstante.(ii) é uma 
onsequên
ia de (i) e (W2). Finalmente, (iii) é uma 
onsequên
ia de(W1), naturalidade, e o fa
to de a in
lusâo RP 1 → RP∞ induzir um isomor�smoem H1( ; Z/2). �Antes de vermos que estes axiomas 
ara
terizam as 
lasses 
ara
terísti
as edemonstrar a existên
ia de tais 
lasses vejamos um exemplo típi
o de apli
ação.Exemplo 8.60 (Cál
ulo de w(TRPn)). O �brado tangente de RPn identi�
a-senaturalmente 
om o subespaço do �brado tangente de Sn que é invariante mediantea a
ção da apli
ação antípoda. Não é difí
il (faça um desenho) identi�
ar este último
om o �brado
Hom(γ, γ⊥)onde γ designa o �brado tautológi
o sobre RPn e γ⊥ o 
omplementar ortogonal de

γ em Rn. Uma vez que
γ⊥ ⊕ R ≃ Rn+1temos

TRPn ⊕ R = Hom(γ, γ⊥)⊕Hom(γ, γ) = (γ∗)n+1.Um �brado linha real é isomorfo ao seu dual, e pelo axioma (W1) e naturalidadetemos
w(γ) = 1 + xonde x denota um gerador de H1(RPn; Z/2) logo do axioma (W3) 
on
luímos que(39) w(TRPn) = (1 + x)n+1 = 1 + (n+ 1)x+

(
n+ 1

2

)

x2 + . . .+ (n+ 1)xn.
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í
io 8.61. Mostre que em termos das expansões binárias n = a0a1 . . . an e
m = b0b1 . . . bn, 
om ai, bi = 0 ou 1, se tem

(
n

m

)

=
∏

i

(
ai
bi

)

(mod 2).Re
orde-se que, pelo Teorema de Whitney, qualquer variedadeM de dimensão nadmite uma imersão em R2n−1. SeM admite uma imersão em Rk, então designandopor ν o �brado normal da imersão temos
TM ⊕ ν = Rke portanto, pelos axiomas (W0) e (W2) 
on
luímos que o inverso multipli
ativo de

w(TM) no anel H∗(M ; Z/2) está 
on
entrado em grau ≤ k − n = dim ν.A equação (39) permite-nos então tirar a seguinte 
on
lusão.Teorema 8.62. Se n = 2r então RPn não admite uma imersão em R2n−2.Proof. A fórmula (39) diz-nos que
w(TRPn) = (1 + x)2

r

(1 + x) = (1 + x2r )(1 + x) = (1 + x+ xn).O inverso multipli
ativo deste elemento em H1(RPn; Z/2) é
1 + (x+ xn) + . . .+ (x+ xn)k + . . . = 1 + x+ . . .+ xn−1pelo que o �brado normal de qualquer imersão tem dimensão pelo menos n−1. �Nota 8.63. A
abámos de 
al
ular a menor dimensão de um espaço eu
lidiano emque RPn se pode imergir para n uma potên
ia de 2. Esta dimensão é des
on-he
ida em geral apesar de haver muita informação sobre o assunto. O métodousual para obter minorantes para esta dimensão é o que a
abamos de exempli-�
ar (usando 
lasses 
ara
terísti
as 
om valores em teorias de 
ohomologia gen-eralizadas). Convida-se o leitor a tentar 
al
ular os minorantes impli
ados pelas
lasses de Stiefel-Whitney para outros valores de n.Vamos agora dar uma 
onstrução das 
lasses de Stiefel-Whitney seguindo ummétodo introduzido por Grothendie
k que tem a vantagem de poder ser apli
adoem outras situações (nomeadamente em Geometria Algébri
a).De�nição 8.64. Seja π : E → X um �brado ve
torial real de dimensão n. Aproje
tivização de E é o �brado p : P (E) → X 
om �bra RPn−1 asso
iado ao�brado prin
ipal determinado por E.Sobre P (E) há um �brado linha real tautológi
o γ 
uja �bra sobre l ∈ P (E) éa linha l ⊂ p−1(π(l)). Note-se que a restrição de γ a 
ada �bra de P (E) → X é o�brado tautológi
o sobre RPn−1. Seja

w ∈ H1(P (E); Z/2)a 
lasse de Stiefel-Whitney (no sentido do Teorema 8.37) de γ. Uma vez que w geraa 
ohomologia da �bra, pelo Teorema de Leray-Hirs
h temos que
H∗(P (E); Z/2) = H∗(X; Z/2) < 1, w, . . . , wn−1 >
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omo módulo sobre H∗(X; Z/2). Isso signi�
a que existem 
lasses úni
as wi(E) ∈
Hi(X; Z/2) tais que(40) wn =

n−1∑

i=0

p∗(wn−i(E))wia que 
hamamos as 
lasses de Stiefel-Whitney do �brado E → X. Com estade�nição temos a seguinte fórmula para a álgebra de 
ohomologia da proje
tivizaçãode um �brado ve
torial.Teorema 8.65 (Fórmula do �brado proje
tivo). Se E é um �brado ve
torial realde dimensão n,
H∗(P (E); Z/2) = H∗(X; Z/2)[w]/(wn(E) + . . . w1(E)wn−1 + wn).Vejamos agora que as 
lasses de�nidas em (40) são 
lasses 
ara
terísti
as e sat-isfazem os axiomas (W0)-(W2). A naturalidade e o axioma (W0) são imediatos dade�nição. Se E → X é um �brado linha, então P (E) = X e o �brado tautológi
osobre P (E) identi�
a-se naturalmente 
om E. Se X = RP 1, o �brado tautológi
oé 
lassi�
ado pela in
lusão RP 1 ⊂ RP∞ pelo que w 6= 0 e portanto, pela fórmula(40), w1(E) 6= 0, o que mostra (W1). Note-se em parti
ular que para um �bradolinha a 
lasse w1 de�nida pela fórmula (40) 
oin
ide 
om a do Teorema 8.37.Para veri�
ar o axioma (W2) vamos fazer uso de uma 
onstrução que tem inter-esse por si mesma.Teorema 8.66 (Prin
ípio da 
isão73). . Seja ξ um �brado ve
torial sobre B. Existeum espaço X e uma apli
ação f : X → B tais que(i) f∗ : H∗(B; Z/2)→ H∗(X; Z/2) é um monomor�smo,(ii) f∗(ξ) é uma soma de �brados linha sobre X.Proof. Seja p : P (ξ) → B a proje
tivização de ξ. A apli
ação p∗ é inje
tiva em
ohomologia 
omo vimos a
ima. Sendo γ o �brado linha tautológi
o sobre P (ξ)temos

p∗(ξ) = γ ⊕ ηonde η é um �brado ve
torial sobre P (ξ) de dimensão inferior. Podemos agorarepetir este pro
esso para o �brado η sobre P (ξ) e por indução obtemos o resultadopretendido. �Nota 8.67. A apli
ação f : X → B na demonstração anterior é na realidade um�brado sobre B, nomeadamente o �brado asso
iado ao �brado ve
torial ξ 
om �braa variedade bandeira74
O(n)/(Z/2)nonde (Z/2)n ⊂ O(n) é o subgrupo das matrizes diagonais. Os pontos desta var-iedade estão em 
orrespondên
ia naural 
om as bandeiras em Rn, ou seja 
om assu
essões 
res
entes de subespaços

V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vn−1 ⊂ Rn
om dimVi/Vi−1 = 1.De fa
to, o �brado P (ξ) é o �brado asso
iado a ξ 
om �bra
RPn−1 = O(n)/(Z/2×O(n− 1))73Em inglês splitting prin
iple74Em inglês �ag variety.
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k
P (ξ)

γ⊕p∗ξ //

p

��

BZ/2×BO(n− 1)

��
B

ξ // BO(n)e portanto apli
ando esta 
onstrução repetidamente obtemos um �brado
O(n)/(Z/2)n −→ X

f
−→ B.Uma 
onsequên
ia importante do Teorema 8.66 é a uni
idade de uma 
lasse
ara
terísti
a satisfazendo (W0)-(W2).Corolário 8.68. Os axiomas (W0)-(W2) determinam 
ompletamente as 
lassesde Stiefel-Whitney.Proof. A 
lasse w1 para �brados linha é 
ompletamente determinada pelo axioma(W1) e por naturalidade. Se ξ é um �brado ve
torial sobre B, seja f : X → B éuma apli
ação que 
inde ξ, de forma que

f∗(ξ) = γ1 ⊕ . . .⊕ γn
om γi �brados linha sobre X. Pelos axiomas (W0),(W2) e naturalidade temos
f∗(w(ξ)) = w(f∗(ξ)) = (1 + w1(γ1)) . . . (1 + w1(γn)).Como f∗ é inje
tivo em 
ohomologia 
om 
oe�
ientes Z/2 esta equação determina
ompletamente w(ξ) o que 
on
lui a demonstração. �Resta-nos veri�
ar que as 
lasses 
ara
terísti
as de�nidas por (40) satisfazem oaxioma (W2).Proposição 8.69. As 
lasses de�nidas em (40) satisfazem (W2).Proof. Por naturalidade e pelo Prin
ípio da 
isão 8.66 basta mostrar que se

ξ = γ1 ⊕ . . .⊕ γné uma soma de �brados linha então
w(ξ) = (1 + w1(γ1)) . . . (1 + w1(γn)).Seja q : P (ξ)→ B a projej
tivização de ξ e 
onsideremos a su
essão exa
ta(41) 0→ γ → q∗(ξ)→ µ→ 0onde γ designa o �brado linha tautológi
o sobre P (ξ) e µ = q∗(ξ)/γ.Fazendo o produto tensorial de (41) 
om γ∗ obtemos uma in
lusão R ⊂ γ∗⊗q∗(ξ)e portanto uma se
ção

s : P (ξ)→ γ∗ ⊗ q∗(ξ)que nun
a se anula. Sejam
πi : γ

∗ ⊗ q∗(ξ)→ γ∗ ⊗ q∗(γi)as proje
ções e si = πi ◦ s. Os 
onjuntos abertos Vi = {x ∈ P (ξ) : si(x) 6= 0}satisfazem
V1 ∪ . . . ∪ Vn = P (ξ)
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w1(γ

∗ ⊗ q∗(γi)) = w1(γ
∗) + w1(q

∗(γ1)) = 0 ∈ H1(Vi; Z/2)ou, equivalentemente,
w1(γ

∗ ⊗ q∗(γi)) ∈ im(H1(P (ξ), Vi; Z/2)→ H1(P (ξ); Z/2)).Como os abertos {Vi} formam uma 
obertura aberta de P (ξ) 
on
lui-se que(42) n∏

i=1

(w1(γ
∗) + w1(q

∗(γi))) = 0 ∈ H∗(P (ξ); Z/2).Uma vez que w = w1(γ
∗), 
omparando os 
oe�
ientes de wn−i nas equações (40) e(42) obtemos o resultado desejado. �Finalmente, para terminar esta se
ção vejamos que as 
lasses de Stiefel-Whitneysão "todas" as 
lasses 
ara
terísti
as de �brados ve
toriais reais 
om 
oe�
ientesem Z/2.Teorema 8.70. Seja ξ o �brado ve
torial universal sobre BO(n). Então

H∗(BO(n); Z/2) = Z/2[w1(ξ), . . . , wn(ξ)).Proof. A apli
ação
RP∞ × . . .× RP∞ f

−→ BO(n)que 
lassi�
a a soma dire
ta de n 
ópias do �brado linha tautológi
o é uma apli
açãode 
isão para o �brado universal (ver Nota 8.67) pelo que f∗ é uma apli
açãoinje
tiva em H∗( ; Z/2). Claramente a imagem de f∗ está 
ontida nos invariantespelo grupo simétri
o de
H∗((RP∞)n; Z/2) = Z/2[x1, . . . , xn]onde xi = w1(π

∗
i (γ)). Por outro lado, sendo ξ o �brado universal sobre BO(n),pelo axioma (W2) f∗(wi(ξ) é a 
omponente de grau i do produto

(1 + x1) . . . (1 + xn)que é pre
isamente o i-ésimo polinómio simétri
o elementar σi(x1, . . . , xn). Comoos invariantes de Z/2[x1, . . . , xn] pela a
ção do grupo simétri
o formam a álge-bra polinomial gerada pelos polinómios σ1, . . . , σn, 
on
lui-se que a imagem de f∗
onsiste pre
isamente nos invariantes e portanto
H∗(BO(n); Z/2) = Z/2[w1(ξ), . . . , wn(ξ)]
omo pretendíamos demonstrar. �Exer
í
io 8.71. Cal
ule H∗(BSO(n); Z/2).Exer
í
io 8.72. Enun
ie e demonstre as versões 
omplexas de todos os resultadosdesta se
ção.Exer
í
io 8.73. Se E é um �brado ve
torial 
omplexo, mostre que ci(E) = (−1)ici(E).Exer
í
io 8.74. Mostre que a redução mod 2 de ci é a 
lasse w2i do �brado ve
-torial real subja
ente.Exer
í
io 8.75. Mostre que se ξ é um �brado ve
torial 
omplexo de dimensão n,

cn(ξ) 
oin
ide 
om a 
lasse de Euler do �brado ve
torial real subja
ente (
om aorientação dada pela estrutura 
omplexa).
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í
io 8.76. As 
lasses de Pontryagin de um �brado ve
torial real E → X sãoas 
lasses pi(E) ∈ H4i(X; Z) de�nidas pela fórmula
pi(E) = c2i(E ⊗ C).Mostre que

pk(E ⊕ F ) =
∑

i

pi(E)pk−i(F ) mod torsão 2.A de�nição de K-teoria. Nesta se
ção vamos aproveitar o estudo prévio da
lassi�
ação de �brados para introduzir a K-teoria de um espaço topológi
o. A K-teoria foi introduzida em Geometria Algébri
a por Grothendie
k para formular umageneralização do teorema de Riemann-Ro
h a que se 
hama agora o Teorema deGrothendie
k-Riemann-Ro
h. A 
onstrução foi estudada na 
ategoria dos espaçostopológi
os por Atiyah e Hirzebru
h um ano mais tarde, dando origem ao primeiroexemplo de uma teoria de 
ohomologia generalizada. No 
urto espaço que vamosdedi
ar a este assunto não é possível fazer jus à importân
ia do papel desempenhadopor esta teoria em Topologia e Geometria. Para uma introdução a este assunto apartir de primeiros prin
ípios re
omenda-se ao leitor o texto 
lássi
o de Atiyah [At℄ou, para um tratamento mais profundo, [Bo2℄ e [Hu℄.Conforme já men
ionámos, o 
onjunto de 
lasses de isomor�smo de �bradosve
toriais sobre um espaço X está dotado de estrutura adi
ional forne
ida pelasoperações de soma dire
ta e produto tensorial. Nesta se
ção vamos es
rever
Vect(X)para o 
onjunto de 
lasses de isomor�smo de �brados ve
toriais reais sobre X dequalquer dimensão (e VectC(X) para o análogo 
omplexo). Novamente o tratamentodos 
asos reais e 
omplexos é inteiramente análogo.As operações ⊕ e ⊗ dão a Vect(X) a estrutura de um semi-anel 
omutativo(isto é, a soma não dispõe de inversos mas todos os restantes axiomas de anel sãoveri�
ados). Temos além disso um homomor�smo de semi-anéis

r : Vect(X)→ Nque asso
ia a um �brado a sua dimensão.Dado um monóide abeliano (M,+) a 
onstrução de Grothendie
k asso
ia a M ogrupo abeliano universal determinado por M
K(M) = (Z ·M)/R(M)onde Z ·M designa o grupo abeliano livre gerado pelo 
onjunto M e R(M) designao subgrupo gerado por
m1 +m2 − (m1 ⊕m2)onde + designa a soma no grupo abeliano livre e ⊕ a soma em M . É fá
il veri�
arque a apli
ação m 7→ 1 · m é o mor�smo de monóides abelianos ini
ial que tempor 
ontradomínio um grupo abeliano75. Note-se que asso
iando os termos de umasoma formal de a
ordo 
om o sinal dos 
oe�
ientes, qualquer elemento de K(M) érepresentado por um elemento da forma

[m1]− [m2]75Isto é, K é o fun
tor adjunto à direita do fun
tor esque
ido da 
ategoria dos grupos abelianospara a 
ategoria dos monóides abelianos.
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om m1,m2 ∈ M . Uma 
onstrução alternativa de K(M) é dada no seguinte exer-
í
io.Exer
í
io 8.77. Seja (M,+) um monóide abeliano. Mostre que há um isomor�smonatural entre K(M) e o quo
iente M ×M/∆(M) onde ∆(M) = {(m,m) : m ∈M}(que é um grupo abeliano 
om o inverso dado por −[(m,n)] = [(n,m)]).Finalmente, é fá
il veri�
ar que seM é um semi-anel, o produto emM determinaum produto em K(M) que lhe dá uma estrutura de anel.De�nição 8.78. Se X é um espaço 
ompa
to e Hausdor�, o anel de K-teoria realde X é
KO(X) = K(Vect(X)),e o anel de K-teoria
K(X) = K(VectC(X)).A razão de restringir a de�nição anterior a espaços 
ompa
tos e Hausdor� seráexpli
ada mais adiante. Um elemento de K(X) pode ser es
rito na forma

[E]− [F ]onde E e F são �brados ve
toriais sobre X. Note-se ainda que o homomor�smo
Vect(X)→ N se estende a um homomor�smo de anéis

r : K(X)→ Zque se 
hama a dimensão virtual da 
lasse em K(X).Proposição 8.79. Se X é 
ompa
to e Hausdor� e p : E → X um �brado ve
torial,existe N tal que E é um sub�brado do �brado trivial X × RN → X.Proof. Seja {U1, . . . , Uk} uma 
obertura aberta de X que trivializa E,
φi : p

−1(Ui)→ Ui × Rntrivializações lo
ais e ψi : Ui → [0, 1] uma partição da unidade subordinada a esta
obertura. É imediato veri�
ar que a apli
ação
E → X × Rnkde�nida pela fórmula

e 7→

(

p(e),

k∑

i=1

ψi(p(e))φi(e)

)está bem de�nida e é inje
tiva em 
ada �bra. �Corolário 8.80. Se X é 
ompa
to e Hausdor�, qualquer 
lasse de KO(X) podees
rever-se na forma [E]− [RN ] 
om E ∈ Vect(X).Proof. Por de�nição, qualquer 
lasse emKO(X) pode es
rever-se na forma [H]−[F ]
om H,F ∈ Vect(X). Seja
0→ F → RN → G→ 0uma su
essão exa
ta. Es
olhendo uma métri
a temos

F ⊕G ≃ RNe portanto
−[F ] = [G]− [RN ]⇒ [H]− [F ] = [H +G]− [RN ].

�
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ara
terização de K(X) dada no Exer
í
io 8.77 é fá
il mostrar oseguinte resultado.Corolário 8.81. Se E1 e E2 são �brados ve
toriais sobre um espaço 
ompa
to eHausdor�, [E1] = [E2] sse existe N tal que E1 + RN ≃ E2 + RN .Proof. Exer
í
io. �Os dois 
orolários anteriores permitem-nos representar o fun
tor de K-teoriapara espaços 
ompa
tos e Hausdor� na 
ategoria de homotopia. De fa
to, o seu
onteúdo é que uma 
lasse em K(X) não é mais do que um par formado por um�brado ve
torial estável, isto é, um elemento no 
olimite
colimn Vectn(X)onde Vectn(X) designa o 
onjunto das 
lasses de isomor�smo de �brados ve
toriaisde dimensão n e o limite é tomado 
om respeito à operação de adi
ionar um �bradolinha trivial, juntamente 
om um inteiro - a dimensão virtual da 
lasse em questão.A operação de adi
ionar um �brado linha trivial é 
lassi�
ada pelas in
lusões

BO(n)→ BO(n+ 1) e BU(n)→ BU(n+ 1)logo es
revendo
BO = colimnBO(n)e
BU = colimnBU(n)obtemos o seguinte resultado.Teorema 8.82. Se X é 
ompa
to e Hausdor�

KO(X) = [X,Z×BO] e K(X) = [X,Z×BU ].O resultado anterior não seria verdadeiro para um espaço arbitrário X e é arazão porque insistimos na 
ompa
idade de X na De�nição 8.78. Em TopologiaAlgébri
a é 
ostume usar a fórmula do Teorema 8.82 para de�nir os fun
tores de
K-teoria (a que se 
hama por vezes K-teoria representável).A operação de soma dire
ta é 
lassi�
ada por apli
ações

BU(n)×BU(m)
⊕
−→ BU(n+m)que é 
ompatível 
om as apli
ações BU(n) → BU(n + 1), no sentido em que odiagrama

BU(n)×BU(m)

��

⊕ // BU(n+m) // BU

BU(n+ 1)×BU(m+ 1)
⊕ // BU(n+m+ 2)

88qqqqqqqqqqq
omuta a menos de homotopia. Isto dá-nos uma76 apli
ação
BU ×BU

⊕
−→ BU76Na realidade, é ne
essário veri�
ar que o termo lim1 na su
essão exa
ta de Milnor relevanteé 0 para ver que não há ambiguidade na 
lasse de homotopia desta apli
ação. Alternativamentepode-se 
onstruir a apli
ação de forma mais 
uidadosa.
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lassi�
a a soma em K-teoria. Mais pre
isamente, a soma é 
lassi�
ada pelaapli
ação
(Z×BU)× (Z×BU) −→ Z×BUque tem o 
omportamento óbvio nas 
omponentes 
onexas, e restrita a 
ada 
om-ponente 
onexa é dada por ⊕. É fá
il ver que esta operação é asso
iativa a menosde homotopia. Pelo Corolário 5.16 segue-se que esta multipli
ação dispõe de uminverso ⊖ : Z×BU → Z×BU (que 
lassi�
a a diferença de duas 
lasses em K(X).Dados �brados ve
toriais ξ sobre X e η sobre Y , es
revemos

ξ⊗̂η = π∗
1(ξ)⊗ π2 ∗ (η)onde π1 : X × Y → X e π2 : X × Y → Y designam as proje
ções. Designaremosainda pelo mesmo nome a 
omposta

X × Y
ξ⊗̂η
−→ BU(n+m) −→ BU.Seja γ o �brado tautológi
o sobre CP 1 e 
onsideremos as apli
ações

γ⊗̂ξn ⊖ γ⊗̂Cn ⊖ C⊗̂ξn ⊕ Cn : S2 ×BU(n) −→ BUonde ξn denota o �brado tautológi
o sobre BU(n). É fá
il veri�
ar que estas apli-
ações são 
ompatíveis 
om as in
lusões BU(n)→ BU(n+ 1) e portanto determi-nam uma apli
ação
β̃ : S2 ×BU → BU.A restrição de β̃ a S2 ∨BU ⊂ S2 ×BU é nulhomotópi
a, o que nos dá a apli
açãode Bott
β : S2 ∧BU → BU
om adjunta (a que damos o mesmo nome)

β : ΣBU → ΩBU ≃ U.Usando o �brado tautológi
o sobre OP 1 obtém-se de forma análoga a apli
ação deBott
β : Σ7BO → ΩBO ≃ O.Teorema 8.83 (Teorema da Periodi
idade de Bott). As apli
ações de Bott induzemequivalên
ias fra
as

BU ≃ (ΩU)e e BO ≃ (Ω7O)eonde e designa a 
omponente 
onexa do ponto de base.Há muitas demonstrações diferentes deste resultado, todas elas 
om interesse. Ademonstração original de Bott [Bo1℄ fez-se usando Teoria de Morse no espaço dos
aminhos. Bott demonstrou que o mínimo para o fun
ional energia em ΩU(n) éatingido num sub
onjunto difeomorfo a U(2n)/(U(n)×U(n)) e que todos os outrospontos 
ríti
os têm um indí
e que tende para ∞ 
om n. Passando ao limite épossível deduzir o Teorema 8.83. A melhor demonstração é talvez a que 
onstróium inverso explí
ito para β usando operadores de Toeplitz e o fa
to de o espaço dosoperadores de Fredholm num espaço de Hilbert separável se identi�
ar 
om Z×BU(ver [At, Hu℄). Com as ferramentas desenvolvidas ao longo deste 
urso é possível(mas não fá
il) demonstrar dire
tamente que β é uma equivalên
ia de homotopia.Pelo Corolário 7.26 "basta" 
al
ular o efeito de β em homologia. Ver [MiT℄ parauma demonstração seguindo esta linha.
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idade de Bott dá-nos um Ω-espe
tro periódi
o
Z×BU U Z×BU U . . .e portanto uma teoria de 
ohomologia generalizada. Dá-nos também um 
ál
ulo dosgrupos de homotopia dos espaços U e BU (os 
oe�
ientes da teoria de 
ohomologiageneralizada). Temos
πk(U) =

{

Z se k é ímpar,
0 
aso 
ontrário.e resultados análogos (mas mais 
ompli
ados) no 
aso real.9. Sugestões de LeituraA maior omissão neste 
urso introdutório à teoria de homotopia é provavelmentea de um estudo das operações de 
ohomologia para a 
ohomologia usual 
om 
o-e�
ientes em Z/p. Estas operações formam (para 
ada primo p) uma álgebra Ap
hamada a álgebra de Steenrod 
ujo estudo é impres
indível para uma 
ompreensãomais aprofundada da 
ategoria de homotopia. A referên
ia standard é [Ste2℄ maspara uma exposição mais pedagógi
a e 
om mais apli
ações re
omendamos [MT℄Um outro tópi
o que se segue aos que tratámos de forma natural é o estudogeral de teorias de (
o)homologia generalizadas e teoria de homotopia estável. Osfundamentos da teoria de homotopia estável sofreram uma revolução nos últimos 10anos (ver [EKM, HSS℄) que é em parte responsável pela 
res
ente intera
ção 
omoutras áreas da Matemáti
a, mas para uma primeira introdução re
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