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ANALISE MATEMATICA IV — CIVIL

_ FICHA 6 - SERIES DE FOURIER E
METODO DE SEPARAGCAO DAS VARIAVEIS

RESOLUCAO

(1) Determine o desenvolvimento em série de Fourier das seguintes fungdes:
(a) f(z) =z parax € [-1,1];
(b) f(z) =x+1 para xz € [—1,1];
(c) f(z) = cos®x para x € [—7,7].
Resolucao:
(a) A série de Fourier de f é da forma

a | .
flz) = 3 + ; (ay cos(kmx) + by sin(kmx))
Como f(z) € impar, todos os ay's sdo 0. Quanto aos by's, sdo dados pela férmula
1
b, = / xsin(krx)dz
-1
1
= xsin(krx)dr  porque xsin(kmx) € par

_ ( x cos(kmz) +/1 cos(lmrx)dx>
0 km

B 2

B k:7r

B 2(_1)k+1

B km

Conclui-se que o desenvolvimento de Fourier de f para x € [—1,1] é

0 k+1
flx) = Z 2(;1 sin(kmz)
k=1
(b) A funcdo z ja foi desenvolvida em série pelo que nos resta desenvolver a funcdo
constante igual a 1 no intervalo [—1, 1]. Por unicidade do desenvolvimento de Fourier,
ha uma tnica escolha possivel para ai's e by 's tais que

o0
1= % + ; (ay, cos(kmz) + by sin(kmx))
Claramente uma escolha possivel é ag = 2 e a, = b, = 0 para k > 1. Por unicidade
conclui-se entdo que o desenvolvimento de Fourier da funcdo constante igual a 1 €

2
1==
2
e portanto o desenvolvimento de Fourier de f é

k+1

—|— Z sin(kmx)
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(c) O desenvolvimento de Fourier de f € da forma

ao
=5+ kzl ay cos(kx) + by sin(kx))

Por unicidade do desenvolvimento de Fourier, qualquer desenvolvimento desta forma
que se obtenha serd o desenvolvimento de Fourier. Pela férmula de DeMoivre tem-se:

(cosz +isinz)® = cos(3z) + isin(3z)
cos® x — 3coszsin®z 4 i(3cos’ zsinz —sin®z) = cos(3z) + isin(3z)
donde, igualando as partes reais,
cos®z —3cosz(l —cos’z) = cos(3x)
deosz = 3cosx+ cos(3z)
3 1
cos’r = 7oty cos(3x)

Uma vez que este é um desenvolvimento da forma pretendida, conclui-se que € este
o desenvolvimento de Fourier. Isto € tem-se by, = 0 para todo ok > 1, a;, = 0 para
1
k;él,?)eal:%,agzz.
O

Comentario: Nas alineas (b) e (c) do exercicio anterior poder-se-ia também ter utilizado
as férmulas integrais para calcular os coeficientes aj, e by, mas esse processo seria muito
mais trabalhoso, principalmente na alinea (c). &

(2) Determine o desenvolvimento em série de senos das seguintes funcdes:
r se0<zx<1
(@) flz) = 1 sel<ax<2’
(b) f(x) = cosx para x € [0, 27].

Resolucao:
(a) O desenvolvimento de f em série de senos no intervalo [0,2] € da forma

- k
=Y bysin (2> |
k=1
Os coeficientes by, sdo dados pela férmula
2
k
b, = / f(x)sin (m) dz
0 2
1 2
= / Z sin (lm) dx + / sin <k:7rx> dx
0 2 2
= —1:17 coS /-cmc
N km

2 4
= *% COS(kTF) WSID( B >

4sin (&) — 2km(—1)*
k22 '
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Conclui-se que o desenvolvimento de f em série de senos é dado pela expressdo

© 4sin (57) — 2kn(—1)F . krx
f(z)zz (2)]{:%2 ( )sm<2).

k=1

(b) O desenvolvimento de f em série de senos no intervalo [0, 2] é da forma

- k
flz) = Zbk sin (;) .
k=1
Os coeficientes by, sdo dados pela férmula

27
by = 2 f(x)sin (k;) dx

27'('0

1 /2” . <km)
= — cosxsin | — | dx.
T 0 2

Para calcular a primitiva anterior pode integrar-se duas vezes por partes e obtém-se

1—k2/ ink—xd—ininkfm—i-ﬁ kx
1 COS TS 5 xr =sinxs 5 5 coszeos | - |.

Assim, para k # 2, tem-se

b, = 1 . i (sinxsin <k$> + Ecosxcos (lm)) 7
74— k2 2 2 2 0
2((-1)F -1k
B (4 — k?)

e, para k = 2, tem-se

1 2w 1 2w
by = / coszsinz de = — sin(2z) dz = 0.
T Jo 2m Jo
Conclui-se que o desenvolvimento de f em série de senos é dado pela expressdo
o0
2k((—1)F 1) | [kx
o= 2 —awm ml7)

k=1k#2

(3) Determine o desenvolvimento em série de cosenos das seguintes fungdes:
(a) f(x) = x? para x € [0, 1];
(b) f(z) = e** para x € |0, 27].
Resolucao:
(a) O desenvolvimento de f em série de cosenos no intervalo [0, 1] € da forma

f(z) = % + Z ay cos(kmx).
k=1

Os coeficientes ay, sdo dados pela férmula

1
ay = i/o f(x) cos(kmx) dx.

1

2

a0:2/ 22 dx = =,
0 3

Donde
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e, para k > 1,

1
ar = 2/ 22 cos(kmz) dx
0

. 1 1 .
_ 5 (mQ sin(kmrz) _/ 2xsm(k7rx) dm)
0 0 km

km

4 [l
= xsin(krx) dx
T Jo
_ 4 _ zcos(krz) 1+ /1 cos(kmz) dx
km km 0 0 km
A(=D*
T T2R2
Conclui-se que o desenvolvimento de f em série de cosenos no intervalo [0, 1] é dado

por

X 41k
f(x) zl—i-zﬁcos(lmx).

3 m2k2
k=1

(b) O desenvolvimento de f em série de cosenos no intervalo [0, 27| € da forma

a > kx
flx) = 50 + Zakcos <2> )
k=1
Os coeficientes a;, sdo dados pela férmula

2w
ap = 2 f(zx) cos (k;> dz.

2 0
Donde ) .
1 4 T—1
ag = / &2 dp = € ,
T Jo 2
e para k > 1,

1 An+kmi 1
Y it
™ 2 =+ 52

8 ((—1)ket™ —1)
(16 + k2)
Conclui-se que o desenvolvimento de f em série de cosenos € dado pela expressdo

B o1 X8 ((—1)k€4ﬁ — 1) kx
J@) ===+ ; 716+ k2) <2> ‘
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(4) Recorrendo ao método de separacdo de varidveis determine uma solugdo do seguinte
problema de valor na fronteira para a equacdo do calor:
du _ %u
ot 22

u(O,_x) = sin(3z) — 3 sin(8z)

u(t,0) =u(t,m) =0
paral0<z<met>0.

Resolugdao: Comega-se por procurar solucbes da equacgdo diferencial parcial da forma
u(t,z) = T(t)X (x). Substituindo na equacio tem-se

0 0?
o (TOX(@)) = 55 (THX (@)

— T'H)X(x)=Tt)X"(x)
= 11:((;)) = );(%) para T'(t), X (z) # 0
= 1;((;)) =k= );/((;)) para algum k € R

para algum k € R.

Tendo em conta as condigcbes na fronteira
u(t,0) =u(t,m) =0 <= T({t)X(0)=T({t)X(7r)=0

T(t) =0 ¥t ou X(0) = X(r) =0,

conclui-se que para obter solugbes ndo identicamente nulas tem de ser X (0) = X (w) = 0.
Por sua vez isto implica que a constante k acima tem de ser negativa (se k > 0 a tnica
solucdo da equagdo X" (x) — kX (x) = 0 que verifica X(0) = X(w) = 0 € a solucdo
identicamente nula).

Portanto

X (z) = ¢1 cos(V—kz) + cosin(v/—kzx),

e substituindo nas condicbes fronteira obtém-se

X(0)=0 — c1=0 — c1=0

X(m)=0 cosin(v/—km) =0 c2 = 0 ou sin(yv/—km) = 0.
Obtém-se assim solugcées ndo nulas para a equacdo diferencial para X e para a condicdo
fronteira quando

V—kr=nn <= k=-n?paran=1,2,...

e para cada um destes valores de k obtém-se como solucées do sistema acima mudltiplos
reais de

X(z) =sin(nzx) e T(t) = e,

Isto €, para cadan = 1,2,... obtém-se a seguinte solucdo da equacdo diferencial parcial

satisfazendo a condigdo na fronteira:
: —n?t
un(t,z) = sin(nx)e "™ ".

Finalmente, determina-se coeficientes d,, € R tais que a condicdo inicial seja satisfeita por

u(t,z) = Z dpun(t, x).
n=1
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Tem-se
: L.
u(0,x) = sin(3z) — 3 sin(8z)
> 1
= Zdnun(O,x) = sin(3z) — 3 sin(8x)
n=1
- 1
= Z dyp sin(nz) - 1 = sin(3z) — 3 sin(8x)
n=1
portanto ds = 1,dg = —% ed, =0 paran # 3,8. Conclui-se que a solucdo do problema

do enunciado é

1
u(t, ) = sin(3x)e % — B sin(8x)e %4,

(5) Seja ¢ um pardmetro real positivo. Recorrendo ao método de separagdo de varidveis
determine uma solucdo do seguinte problema para a equagdo das ondas:

Pu _ 20%
o2 7 9z?
u(0,x) = cosx
9e(0,2) =0

u(t,0) =u(t,2r) =1
para 0 <z < 2w et > 0 (verificando a equagdo diferencial para 0 < z < 27).

Sugestdao: Comece por determinar uma solu¢do estaciondria (isto
é da forma u(t,z) = v(x)) da equagdo diferencial que satisfaca as
condi¢des na fronteira para x =0 e z = 27.

Pode também aproveitar o resultado da alinea 2(b).

Resolugcdao: Comeca-se por determinar uma solucdo estaciondria da equacdo diferencial
parcial que satisfaz a condicdo na fronteira. Substituindo u(t,x) = v(z) em

Pu _ 20%u
ot T 7 0x?
{ u(t,0) = u(t,2m) =1

obtém-se
8T22 (v(z)) = 023722 (v(x)) v(z) =axr+b o(z) —
{ 5(0) = v(2m) :8 g { v(0) = v(1) = 1 — v(z)=1

Voltando ao problema inicial e escrevendo
u(t,z) =v(x) +up(t,x) =14+ up(t, z),

tem-se que up(t,x) é uma solucdo do seguinte problema com condi¢bes na fronteira ho-
mogéneas:

82uh _ 282uh
otz 2
up(0,z) =cosx — 1
9un(0,2) =0
uh(t? 0) - uh(ta 27T) =0
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Para resolver este problema, comeca-se por procurar solucdes da equacao diferencial parcial
e das condicdes fronteira da forma uy(t,x) = T'(t) X (x). Substituindo na equagdo tem-se

0? 5 02

o (TOX (@) = 5 (T()X (@)
— T'tX(x)=ATt)X" ()
— :;((tt)) = czf(((j)) para T'(t), X (z) # 0
= 1;((;)) =k=c? );/((;)) para algum k € R

(1) —
= { T(t) = K1) para algum k € R.

X"(x) = C%X(:U)
Tendo em conta as condigcbes na fronteira
up(t,0) =up(t,2m) =0 <= T()X(0)=T(t)X(27r) =0
T(t) =0Vt ou X(0) = X(27) = 0.

conclui-se que para obter solugdes ndo identicamente nulas tem de ser X (0) = X (2w) = 0.
Por sua vez isto implica que a constante k acima tem de ser negativa (se k > 0 a dnica
solucdo da equacdo X" (x) — C%(X(ac) = 0 que verifica X(0) = X(2r) = 0 é a solug3o
identicamente nula).

Portanto
v—FkK v—FkK
X(IL‘)201COS< . :U>+625in< . :U),

e substituindo nas condicées fronteira obtém-se

X(0)=0 =0
{X(27r):O — czsin<@-27r>=0.

Ccl = 0

co =0 ou Sin(@-Qﬂ') = 0.
Obtém-se assim solugcées ndo nulas para a equacdo diferencial para X e para a condicdo
fronteira quando

n2c?
2V —km = nenr <= k:—T paran=1,2,...

e para cada um destes valores de k obtém-se como solugcées da equagdo para X (x)
nx

X(z) = cgsin (7> .

Quanto a equacdo para T'(t)
2.2
t t
T'(t) = _n4c T(t) <= T(t) = c3cos <n2c> + ¢4 sin <ch>

No entanto, a condicio inicial

dun
ot

implica, para solu¢Bes ndo identicamente nulas, que seja T'(0) = 0, ou seja, c4 = 0. Assim

T(t) = e3 cos <”2d>

(0,2) =T'(0)X(x) =0
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Isto €, para cadan = 1,2,... obtém-se a seguinte solucdo da equagido diferencial parcial
satisfazendo a condicdo na fronteira e a condicdo inicial respeitante 3 derivada em ordem

at:
(t,z) = si (Tm)cos net
Up(t, ) = sin | — — .
n b 2 2

Finalmente, determina-se coeficientes d,, € R tais que a condicdo inicial ndo homogénea
seja satisfeita por

up(t,x) = Z dpun,(t, x).
n=1

Tem-se

up(0,2) =cosz — 1

— Zdnun(o,x) =cosz —1

n=1
> nx

— d, si (—)-1: Y
nz:l nsin | Cos T

Portanto os d,,'s sdo os coeficientes do desenvolvimento da fungcdo cosx — 1 em série de
senos no intervalo [0,2r]. Na alinea 2(b) foi ja calculado o desenvolvimento de cosz em
série de senos neste intervalo pelo que resta fazer o mesmo para a fun¢do constante igual
a—1:

2 [T 2
Py (—1)sin (%) dx = — cos (%)
T Jo

donde se conclui

B TELEN S

n=1
e portanto, tendo em conta que para n par os coeficientes das séries de senos das fungoes
cosx e —1 se anulam, tem-se

> 4n 4 nr
— 1 = — B ——— R — 1 (7)
CoS T g <7r(4—n2)+n7r> sin 5
n=1,n impar
isto €,

T w(d—n?) T nm

_dn 4 sen impar
d, =

sen par.

Conclui-se que

win= S0 - (gt i) (5)e ()

n=1,n impar

e que a solugdo do problema do enunciado é

ult,z) =1+ i - <7T(44_% + ;) sin (20 cos <”§t> .

n=1,n impar
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(6) Recorrendo ao método de separagdo de varidveis determine uma solugdo para o
seguinte problema de valor na fronteira:

62
8:1:2 + oy?
u(z,0) = ( 1) =u(0,y) =0

u(l,y) =y
para 0 < 2 < 1e0 <y <1 (verificando a equagido diferencial para 0 <z < 1 e
0<y<1).
Resolucao: Comeca-se por procurar solucdes da equacido diferencial parcial da forma
u(z,y) = X(x)Y (y). Substituindo na equagdo tem-se

02 s
507 (X(@)Y (W) + o (X (@)Y (y)) = X (@)Y (y)

— X'(2)Y(y)+X(x)Y"(y) = X(2)Y(y)
= 1= para V(1) X() 0
);/((;; —1=k= —?l((yy)) para algum k € R

para algum k € R.

X"(z)=(k+1)X(x)
- { Y"(y) = —kY (y)

Tendo em conta as condicbes na fronteira
u(z,0) =u(z,1) =0 <= X(2)Y(0) =X (2)Y(1) =0
X(z)=0VzouY(0)=Y(1)=0

conclui-se que para obter solugbes ndo identicamente nulas tem de ser Y (0) =Y (1) = 0.
Por sua vez isto implica que a constante k acima tem de ser positiva (se k < 0 a tnica
solucdo da equacdo Y (x) + kY (y) = 0 que verifica Y(0) = Y (1) = 0 € a solugdo

identicamente nula).
Portanto

Y (y) = ¢1 cos(Vky) + ez sin(Vky)
e substituindo nas condicées fronteira obtém-se
Y(O):O — c1 =0 — c1 =0
Y(1)=0 C2 Sin(\/E) =0 co =0 ou sin(vk) =0

Obtém-se assim solugcées ndo nulas para a equacio diferencial para X e para a condicdo
fronteira quando

Vk =nr < k=n’n> paran=12...
e para cada um destes valores de k obtém-se como solugbes da equacdo para Y (y)
Y (y) = cosin(nmy)
Quanto a equagido para X (z)
X"(z) = (1+n*n*)X (2)
— X(x)=c3 cosh(\/ma:) + ey sinh(\/mx)
No entanto, a condicao

u(0,y) = X(0)Y(y) =0
implica, para solugcdes ndo identicamente nulas, que seja X (0) = 0, ou seja, cs3 = 0. Assim

X (x) = ¢gsinh(v/1 + n272x).
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Isto €, para cadan = 1,2,... obtém-se a seguinte solucdo da equagido diferencial parcial
satisfazendo as condi¢Ges na fronteira homogéneas:

up(z,y) = sinh(v/1 4+ n272x) sin(nmy)
Finalmente, determina-se coeficientes d,, € R tais que a condicdo na fronteira ndo ho-
mogénea seja satisfeita por

u(e,y) = Y duun ().
n=1

Tem-se

’U,(l, Z/) =Y

n=1

= Z dy sinh(v/1 4 n?72) sin(nry) = y.
n=1

Portanto d,, sinh(v/1 + n?7?) sdo os coeficientes do desenvolvimento de y em série de
senos no intervalo [0,1]. Donde,

9 1 2(—1)nt+1
dn sinh(\/m) = 1/ ysin(nry) dy = =)™
0 nm
e portanto
i = 2(71)71—&-1
" nrsinh(vV1 + n?a2)’

Conclui-se que a solugcdo do problema do enunciado é

> 2(—1)"+! , :
u(z,y) = sinh(v/1 + n272z) sin(nwy).
(@9) Z nmsinh(v'1 + n?m?) ( )sin(nmy)

n=1



